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Vorwort  zum  vierten  Teile. 


(jleiclrwie  der  dritte  Teil  dieses  Lehrbuches,  verfolgt  auch  der  vorliegende 
vierte  Teil  den  Zweck,  dem  Lernenden  die  unbedingte  Allgemeingültigkeit  aller 
mathematischen  Errungenschaften  vor  Augen  zu  fahren.  Es  ist  daher  besonders  in 
den  Erklärungen  jeweils  der  Weg  gewiesen,  wie  sich  einereeits  die  gewonnenen 
Ergebnisse  auf  andere  Fälle  ausdehnen  lassen,  und  wie  sie  anderseits  an  andere 
Fälle  anschliessen  oder  schon  bekanntes  in  sich  enthalten.  Dabei  durfte  auch 
manche  Andeutung  auf  solche  Ergebnisse  mit  einlaufen,  die  auf  Grund  der  hier 
gewonnenen  Kenntnisse  erst  in  späteren  Teilen  dieses  Lehrbuches  mittelst 
höherer  Hilfsmittel  oder  in  andern  Büchern  dieser  Encyklopädie  zu  erreichen  sind. 
Denn  eben  diese  ins  einzelne  gehende  Verzahnung  aller  mathematischen  Schlüsse 
ist  ein  Hauptteil  des  Genusses,  welches  gerade  das  Studium  dieses  Faches  für 
den  Lernenden  zu  einem  so  erfreulichen  macht,  indem  es  ihm  auf  seinem 
Erkenntniswege  mehr  als  irgend  ein  anderes  Fach  ermöglicht,  „den  Stolz  des 
Entdeckers  nachzufühlen". 

Es  entspricht  diesen  Grundsätzen,  dass  der  Lernende  häufig  aus  eigenem 
Antriebe  die  Gelegenheit  wahrnehmen  wird,  Erweiterungen  an  gefundenen  Sätzen 
anzubringen,  analoge  Sätze  selbständig  aufzustellen,  auch  etwa  geometrische 
Ortssätze  zusammenzustellen  aus  solchen  Sätzen,  bei  denen  der  erste  Beweis  für 
den  Ortssatz  vorliegt,  der  zweite  leicht  erbracht  werden  kann  (z.  B.  bei  den 
Antworten  der  Fragen  128  bis  133  und  an  anderen  Orten). 

Weiterer  Ansporn  zu  selbständiger  Thätigkeit  bilden  die  Zeichnungen  von 
Figuren  zu  solchen  Fällen,  deren  Wiedergabe  im  Buche  der  Raumersparnis 
wegen  gar  nicht  oder  nur  teilweise  stattgefunden.  So  wird  vieles  vom  spitz- 
winkligen Dreieck  gezeichnet  und  bewiesen,  was  vom  stumpfwinkligen  mit 
geringer  Aenderung  ebenfalls  gilt;  mancher  Beweis  über  das  allgemeine  Dreieck, 
Viereck  u.  s.  w.  nimmt  sich  bei  den  „besonderen"  Dreiecken  und  Vierecken 
wieder  ganz  anders  aus.  Und  der  Entwurf  einer  Zeichnung  zu  diesen  Fällen 
bietet  vortreffliche  Einübung  des  Bekannten  und  neue  Anregung. 

Femer  ist  im  vorliegenden  Teile  erstmals  Gebrauch  davon  gemacht,  dass 
im  Texte  gewisse  Punkte  einer  Figur  beschrieben  und  mit  Buchstaben  bezeichnet 
sind,  die  in  der  beigegebenen  Figur  zur  Vermeidung  von  Ueberfüllung  weg- 
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gelassen  wurden.  Es  bietet  dies  den  mehrfachen  Vorteil,  dass  die  Darstellung 
vereinfacht,  die  Vorstellungskraft  geübt  und  die  Selbstthätigkeit  im  Zeichnen 
angeregt  wird. 

Ueber  die  Auswahl  der  Aufgaben  gilt  dasselbe  ,'\was2[im  Vorwort  zum 
dritten  Teile  bemerkt  wurde.  Da  diese  Encyklopädie  selbständige  Aufgaben- 
werke enthält,  so  wäre  es  Wiederholung  gewesen,  wenn  alle  wünschenswerten 
Aufgaben  nochmals  hier  Aufnahme  geftinden  hätten.  Es  wurde  daher  möglichst 
Rücksicht  darauf  genommen,  entweder  ganz  neue  Aufgaben  zu  bringen  —  besonders 
mit  Beziehungen  aufs  praktische  Vorkommen  —  oder  durch  Hervorhebung  neuer 
Gesichtspunkte  bei  Behandlung  schon  bekannter  Aufgaben  die  Selbständigkeit 
zu  bewahren. 

November  1891. 

Prof.  Dr.  J.  Sachs. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  za  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  hringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
:iiechanlk,  math*  Geographie ,  Astronomien  des  Maschinen- ,  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Rriieken-  und  Hochbaues,  des  konstruktiven  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar'  in  vollständig 
{gelöster  Form,  mit  vielen  Flgaren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Ent Wickelung  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eme  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  aUe 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungeldsten  Aufgaben  beigegeben ,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ordn.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjrmnasien,  Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngssdlinlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschnlen, 
Militärschulen,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwälirend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  nnd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschnngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  ~  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfasser, 
Dr.  Kl  eye  r,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfcldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart.  Die  Yerlagshandlung. 
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Ebene  Elementar-Geometrie 

(Planimetrie). 


^.  Teil- 
Die  Lehre  vom  Kreis. 

Die  geometrischen  Oerter  nnd  die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 


A.  üeber  den  Kreis. 

1)  Uebep  einen  Kreis  und  einen  Punkt. 

Anmerkung  1.  Als  Einleitung  zum  folgenden  Abschnitte  wiederhole  man  dasjenige, 
was  im  Abschnitts  des  I. Teiles  dieses  Lehrbuches  insbesondere  über  die  Definition 
imd  Entstehungsweise  der  Kreislinie  ausgeführt  wurde,  sowie  auch  den  Abschnitt 
A6  des  IL  Teiles  über  die  Arten  der  Winkel  beim  Kreise. 

Anmerkung  2.  Von  den  im  zunächst  vorhergehenden  IIL  Teüe  dieses  Lehrbuches  ent- 
haltenen Ausführungen  sind  hier  in  Erinnerung  zu  bringen  die  im  Satz  60  daselbst 
niedergelegte  Beziehung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  zum  Halbkreise  und 
deren  Anwendungen. 

Frage  1.    Was  für  Punkte  sind 
bei   jedem  Kreise  in   erster  Reihe  zu       Antwort.  Bei  einem  Kreise  sind  zu- 
betrachten? jjächst  zu  betrachten: 

1:1  M  ^    T.-      jf  A    V   '      •  u   •  1-  1)  die  Punkte  seiner   Peripherie 

den^Sk!;  S^X^'n^^p'^ÄTepÄ  «de/ die  auf  der  Kreislinie  selbst  liegen- 

oder  Kreispunkte  genannt.  den  Punkte; 

2)  der  Mittelpunkt  des  Kreises. 

Frage  2.  Welche  Beziehung  kann  be- 
stehen zwischen  den  Punkten  der  Kreis- 
peripherie untereinander?  Antwort.    Die  Punkte  einer  Kreis- 
linie können  in  folgenden  Arten  unter- 

Erkl.  2.    Die  ümlaufsrichtung ,  in  welcher  einander  in  Beziehung  treten: 
ein  Punkt  die  Kreisperipherie  durchläuft,  kann        1)  Wenn  ein  Kreispunkt  die  Peripherie 
die  positive  oder  die  negative  sein   also  wie  ^      ^j^  j        durchläuft,   SO  kommt  er 
die   Drehung    gegen    die  Uhrzeigerbewegung  ^"^^  ^^'^^^  «wx  v^iiwiaxu,    ov  ävi^»; 
oder  mit  derselben,  oder  auch  mit  der  Drehung  der  Keine  nacJi  mit  jedem  der  Übrigen 
der  Erde  um  ihre  Achse  oder  gegen  dieselbe,   Kreispunkte  einmal  zur  Deckung, 
oder  auch  mit  der  Drehung  der  Erde  um  die         „>.   jj^    ;i„««i.    «^i/»i.^*.   TTr«i««^  *«u 
Sonne  oder  gegen  dieselbe  (vgl.  Erkl.  15  im     .  2)  Um   durch   solchen  Umlauf  mit 
n.  Teile  dieses  Lehrbuches).  einem  bestimmten  zweiten  Kreispunkte 
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Figur  1. 


ErkL  8«  Der  Ausnahmefall,  dass  die  beiden 
Teile  der  Peripherie,  oder  die  beiden  Kreis- 
bogen, auf  welchen  ein  Punkt  zu  einem  be- 
stimmten andern  gelangen  kann,  gleiche 
Länge  haben,  tritt  nur  dann  ein,  wenn  jeder 
der  beiden  Kreisbogen  gleich  der  Hälfte  der 
ganzen  Peripherie,  also  gleich  einem  Halb- 
kreise ist. 

Erkl.  4«  Da  zwischen  zwei  Punkten  nur 
eine  einzige  gerade  Verbindungslinie  möglich  ist 
(s.  die  Lehrsätze  1  bis  4  im  ersten  Teü  dieses 
Lehrbuches),  so  ergibt  sich,  dass  durch  zwei 
Punkte  eines  Kreises  die  Lage  einer  einzigen 
Sekante,  sowie  Lage  und  Länge  einer 
einzigen  Sehne  eindeutig  bestimmt  ist. 


zur  Deckung  zu  gelangen,  kann  der  ge- 
gebene erste  Kreispurükt  zweierlei  nach 
üirer  Lage,  Umlaufsrichtung,  und 
in  der  Regel  auch  nach  Grösse  ver- 
schiedene „Teile  der  Kreisperipherie" 
oder  „Kreisbogen"  durchlaufen. 

3)  Um  auf  geradem  Wege  mit  einem 
bestimmten  zweiten  Kreispunkte  zur 
Deckung  zu  gelangen,  hat  der  gegebene 
erste  Kreispunkt  die  einzige  gerad- 
linige Verbindungsstrecke  dieser 
beiden  Punkte  oder  die  durch  beide 
Punkte  zu  legende  Sehne  zu  durch- 
laufen. 


FrageS.  ZuwelchenVorstellungen 
über  die  beiden  durch  zwei  gegebene 
Punkte  eines  Kreises  bestimmten  Kreis- 
bogen gelangt  man  auf  Grund  der  vorigen 
Antwort? 

Erkl.  5«  Wie  durch  einen  Kreispunkt  kein 
Kreisbogen  eindeutig  bestimmt  wird,  so  wird 
auch  darch  einen  Punkt  einer  Linie  keine 
Strecke,  durch  eine  Gerade  durch  einen  Punkt 
kein  Winkel  bestimmt.  Dagegen  werden  durch 
zwei  Kreispunkte  gleich  zwei  Kreisbogen 
bestimmt,  und  ebenso  durch  zwei  Punkte  eine 
Strecke  samt  ihren  (als  im  Unendlichen  zu- 
sammenhängend gedachten)  Verlängerungen, 
durch  zwei  Gerade  vier  Winkel  (von  denen  je 
zwei  Scheitelwinkel  im  Unendlichen  zusammen- 
hängende Wiukelräume  bilden).  Man  vergleiche 
hiezu  die  Erkl.  8  bis  12  im  III.  Teile  dieses  Lehr- 
buches. 

Erkl.  6.  Die  in  der  vorigen  Erklärung  ent- 
haltenen Vergleiche  führen  dazu,  dass  man  sich 
die  gerade  Linie  als  einen  ins  Unendliche 
ausgezogenen  Kreis  vorstellt.  Dabei  denkt 
man  sich  den  Uebergang  von  der  einen  Ver- 
längerung einer  Strecke  zur  anderseitigen  als 
Ueberschreiten  des  im  Unendlichen  liegenden 
Kreispunktes. 


Antwort.  Durch  die  vorige  Ant- 
wort wird  man  zu  folgenden  Vorstellungen 
gefülu't: 

1)  Durch  einen  einzelnen  Punkt 
wird  eine  Kreislinie  nicht  in  zwei  ge- 
trennte Teile  geteilt 

2)  Durch  zwei  Peripheriepunkte  wird 
eine  Kreislinie  in  zwei  getrennte  Teile 
geteilt.  Es  ist  nicht  möglich,  aus  dem 
einen  dieser  Kreisbogen  auf  der  Kreis- 
linie zu  einem  Punkte  des  andern 
Kreisbogens  zu  gelangen,  ohne  entweder 
den  einen,  oder  den  andern  der  gegebenen 
Teilpunkte  zu  überschreiten. 

3)  Die  beiden  dui'ch  zwei  Punkte  ab- 
getrennten Kreisbogen  bilden  zusammen 
den  ganzen  Kreisumfang  oder  360 
Bogengrade.  Daher  ist  die  Summe 
der  beiden  durch  zwei  beliebige  Teil- 
punkte   auf   einem  Kreise   bestimmten 
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üeber  einen  Kreis  nnd  einen  Punkt. 


Erkl.  7.  Wie  auf  der  geraden  Linie,  so  ist 
auch  auf  dem  Kreise  durch  Festlegung  eines 
nicht  zu  überschreitenden  Punktes 
nur  eine  Beschränkung  aufgestellt  für  die 
vorher  zweifache  Möglichkeit,  von  einem  Punkt 
zu  einem  andern  zu  gelangen.  Von  den  zwei 
in  Antwort  der  Frage  2  erwähnten  Wegen  zwi- 
schen zwei  Punkten  ist  nämlich  nur  noch  der 
eine  freigelassen,  also  eine  Willkür  in  der  Um- 
laufsrichtung Yon  einem  ersten  Punkte  zu  einem 
gegebenen  zweiten  Punkte  ausgeschlossen. 

ErkL  8.  Man  nennt  im  allgemeinen  zwei 
geometrische  Gebilde  (Linien,  Flächen,  oder 
Bäume)  vollständig  getrennt,  wenn  kein 
Ueberig^^  aus  dem  einen  Gebilde  zu  einem  ge- 
gebenen Punkte  des  andern  m($glich  ist,  ohne 
üeberschreitung  der  festgelegten  Grenzen;  ist 
dagegen  nur  ein  Teil  der  Wege  abgeschnitten, 
ein  andrer  Teil  noch  offengelassen,  so  heissen 
die  Gebilde  unvollständig  getrennt. 


Kreisbogen  stets  gleichgross,  dereine 
Bogen  ist  stets  die  Ergänzung  des  an- 
dern zu  360  Bogengraden.  Man  ver- 
gleiche über  die  Rechnung  mit  Bogen- 
graden die  Antwort  der  Frage  48  sowie 
die  Erkl.  99  bis  102  im  zweiten  Teile 
dieses  Lehrbuches.) 

4)  Sind  zufällig  die  beiden  Kreisbogen 
gleichgross  so  ist  jeder  gleich  dem 
Halbkreise  und  zählt  180  Bogengrade. 

5)  Sind  die  beiden  Kreisbogen  nicht 
gleichgross,  so  ist  stets  der  eine  kleiner, 
der  andere  grösser,  als  ein  Halbkreis; 
und  zwar  der  eine  um  ebensoviel 
kleiner  als  der  Halbkreis,  wie  der 
andre  grösser  als  der  Halbkreis. 


Frage  4.  Wie  werden  die  beiden 
durch  zwei  Kreispunkte  bestimmten  Kreis- 
bogen und  die  zugehörige  Sehne  be- 
zeichnet? 

Figur  a. 


ErkL  9«  In  Figur  2  ist  also  zu  bezeichnen: 
der  im  positiven  Umlauf  von  dem  Punkte 
A  nach  B  führende  Kreisbogen  durch: 

„Bogen  Ä^  oder  uiCJ9"; 
der  im  negativen  Umlauf  zwischen  den- 
selben Punkten  liegende  Kreisbogen  durch: 

„Bogen  ^Dß"; 

die  zwischen  denselben  Punkten  liegende 
Sehne  durch: 

„Sehne  AB  oder  Zß". 

ErkL  10«  Durch  die  Stellung  der  einen 
Bogen  bezeichnenden  Buchstaben  kann  auch  die 
Umlaufsrichtung  stets  angegeben  werden. 
Man  hat  nämlich  z.  B.: 


Antwort.  1)  Zur  Bezeichnung  eines 
zwischen  zwei  Punkten  Ä  und  B  liegen- 
den Kreisbogens  werden  die  beiden  Buch- 
staben der  Punkte  Ä  und  B  neben  ein- 
ander gestellt  und  entweder  das  Wort 
„Kreisbogen"  oder  auch  nur  „Bogen" 
ausdrücklich  beigefügt;  oder  es  wird  ein 
Bogen  "^^  über  die  beiden  Buchstaben 

gesetzt,  z.  B.  Bogen  AB  in  Figui-  2. 

2)  Zur  Unterscheidung  der  beiden 
durch  zwei  Punkte  bestimmten  Kreisbogen 
muss  irgend  ein  weiterer  Punkt  hin- 
gezogen werden,  welcher  auf  dem  zu 
bezeichnenden Bogenstücke liegt;  dessen 
Buchstaben  wird  dann  zwischen  die 
beiden  Buchstaben  der  Grenzpunkte  hin- 
eingesetzt, z.  B.  Bogen  AGB. 

3)  Wird  die  Zwischensetzung  eines 
Buchstabens  unterlassen,  so  vnxA.  stets 

derjenige  der  beiden  Bogen  AB  vorge- 
stellt, welcher  kleiner  ist,  als  der  Halb- 
ki-eis,  also  auch  kleiner  als  der  andre 
BogenzwischendenselbenbeidenPunkten, 
also  kurz  der  kleinere  der  beiden 
zwischen  diesen  Punkten  liegenden  Kz^eis- 
bogen. 

4)  Um  die  Sehne  zwischen  den  beiden 
Punkten  A  und  B  zu  bezeichnen,  werden 
die  beiden  Buchstaben  der  Endpunkte 
ohne  weiteres  nebeneinander  gesetzt;  soll 
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in  positiver  Umlaufsrichtung: 

Bogen  äCB  oder  BDA, 
in  negativer  Umlaufsrichtung: 

Bogen  BCA  oder  ABB. 

Erkl.  11*  Zur  Unterstützung  der  Vorstellung 
werden  oft  auch  mehr  als  ein  Buchstabe  zwischen 
den  Endpunkten  eines  Kreisbogens  zu  Hilfe  ge- 
nommen. So  kann  der  in  Figur  2  im  positiven 
Umlauf  von  B  nach  C  führende  Bogen  bezeichnet 

werden  als  Bogen  BDAC  oder  BDAC. 


die  Unterscheidung  der  geradlinigen 
Sehne  von  den  beiden  Bogen  zwischen 
ihren  Endpunkten  aber  ausdrücklich  her- 
vorgehoben werden,  so  wird  über  die 
beiden  nebeneinander  stehenden  Buch- 
staben der  Endpunkte  noch  eine  kurze  wag- 
rechte Linie  —  gezeichnet:  also  Sehne 

AB  im  Gegensatz  zu  Bogen  AB. 


Frage  5.  Welche  Ergebnisse  erhält 
man  bei  Untersuchung  der  Abstände 
zweier  Punkte  der  Kreisperipherie? 

Figur  3. 


Erkl«  12.  Dass  wirklich  mit  wachsendem 
Bogen  auch  der  Abstand  des  wandernden  Punktes 
von^  ständig  zunimmt  bis  zum  Durchmesser 
AD,  und  nicht  etwa  schon  von  einer  Stelle  C 
an  die  Sehne  abnimmt,  lässt  sich  folgendermassen 
beweisen: 

Voraussetzung:  Bogen  ACB'^AC 

Behauptung:  Sehne -4 B >  Sehne -ä C. 

Beweis:  Zum  Beweise  verbinde  man  noch 
die  Punktpaare  CB  und  CD.  Dann  muss  nach 
Satz  60  des  III.  Teiles  dieses  Lehrbuchs 

<^^CD  =  900 
sein,  also: 

^ACB  =  <^ACD  +  DCB>9(3ft, 

Demnach  ist  ^BC  ein  stumpfwinkliges  Drei- 
eck mit  stumpfem  Winkel  C,  AB  die  dem 
stumpfen  Winkel  gegenüberliegende  Seite,  also 
AB  grösser  als  AC, 


Antwort.  Ueber  die  Abstände 
zweier  Punkte  der  Kreisperipherie  kann 
man  folgendes  aussagen: 

1)  Da  die  beiden  Kreisbogen  zwischen 
den  Punkten  A  und  B  in  Figur  3  kr  umm  e 
Verbindungslinien  dieser  Punkte  sind,  die 
Sehne  AB  aber  eine  gerade,  so  muss 
nach  Satz  50  des  III.  Teiles  dieses  Lehr- 
buches die  Sehne  AB  kürzer  sein,  als 
jeder  der  beiden  Bogen  AB.  Man  er- 
hält also 

2)  Da  nach  Satz  60  des  HL  Teiles 
dieses  Lehrbuches  die  Verbindungsstrecke 
AB  zweier  Ki^eispunkte  mit  dem  durch 
A  gehenden  Durchmesser  AD  desselben 
Kreises  stets  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
bildet,  in  welchem  der  Durchmesser  Hypo- 
tenuse und  die  Sehne  AB  eine  Kathete 
ist,  so  ist  stets  AB<iAD.  Daher  muss 
der  Abstand  zweier  Kreispunkte  stets 
kleiner  sein,  als  der  Durchmesser 
des  Kreises;  oder  eine  Sehne  kann 
nie  grösser  sein,  als  der  Durch- 
messer; oder  der  Durchmesser  selbst 
ist  die  grösste  Sehne  eines  Kreises. 

3)  Wenn  daher  ein  Punkt  die  Kreis- 
peripherie etwa  von  A  aus  durchläuft, 
so  nimmt  sein  Abstand  von  A  ständig 
zu,  bis  die  Sehne  gleich  dem  Durch- 
messer AD,  also  der  Bogen  gleich  dem 
Halbkreis  wird.  Rückt  dann  der  Punkt 
auf  dem  Kreise  weiter,  so  nimmt  sein 
geradliniger  Abstand  von  A  wieder  ab, 
und  wird  Null,  wenn  der  wandernde 
Punkt  wieder  in  A  anlangt. 
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Frage  6.  Welche  Beziehung  besteht 
ZAnschen  den  Punkten  der  Kreisperipherie 
und  dem  Mittelpunkte  des  Kreises? 

Figur  4. 


Erkl.  18«  Zieht  man  einen  beliebigen  Durch- 
messer eines  Kreises  und  klappt  um  denselben 
um,  so  kann  kein  Punkt  des  einen  Halbkreises 
eine  andre  Lage  erbalten,  als  wieder  auf  einem 
Punkte  des  andern  Halbkreises.  Denn  wäre  dies 
irgendwo  der  Fall,  so  müsste  die  Verbindungs- 
strecke dieses  Punktes  mit  dem  Mittelpunkt  gleich 
dem  Radius  sein,  und  mflsste  auch  gleich  der  auf 
derselben  Linie  liegenden  zweiten  Verbindungs- 
strecke  des  Mittelpunktes  mit  der  Peripherie 
sein;  dies  aber  ist  unmöglich,  wenn  nicht  die 
beiden  Peripheriepunkte  zusammenfallen. 

ErkL  18  a.  Man  beachte  die  Durchführung  der 
in  den  Sätzen  97  des  III.  Teiles  ausgesprochenen 
Ergebnisse  für  den  Kreis: 

Der  Kreis  besitzt  unendlich  viele  Symmetrie- 
achsen, da  jeder  Durchmesser  eine  solche  dar- 
stellt; zwei  benachbarte  bilden  einen  unendlich 

180^ 
kleinen  Winkel  (p,  so  dass  der  Quotient  m  =  — — 

unendlich  gross  ist.  Durch  diese  unendlich  vielen 
Durchmesser  wird  die  Peripherie  und  die  ganze 
Kreisfläche  auch  in  unendlich  viele  unendlich 
kleine  kongruente  Teilchen  geteilt. 

Alle  Achsen  schneiden  sich  im  gleichen  Punkte, 
dem  Mittelpunkte,  und  durch  Umdrehung  um 
jeden  beliebigen  Betrag  —  klein  oder  gross  — 
konmit  die  ganze  Figur  mit  sich  selbst  zur 
Deckung. 

Die  in  Erkl.  441  des  III.  Teiles  betrachteten 
Grössen  r/>,  m,  i//  nehmen  daher  beim  Kreise 
folgende  Werte  an: 

r/  =  00  als  Winkel  zweier  benachbarten  Durch- 
messer, 

»I  = = =  00,  als  Anzahl  der  Achsen 

<p  1// 

und  der  kongruenten  Einzelteile, 

li'  =  00  als  Drehungswinkel  für  die  Ueberführung 

der  Figur  in  sich  selbst. 


Antwort.  Nach  den  Lehrsätzen  25 
und  26  des  I.  Teiles  dieses  Lehrbuches 
besteht  zwischen  Kreispunkten  und  Kreis- 
mittelpunkt die  Beziehung: 

dass  der  Mittelpunkt  von  allen 
Punkten  der  Peripherie  den- 
selben Abstandhat,  und  umge- 
kehrt 

Wenn  daher  der  Kreis  als  ganze 
Figui'  um  den  Mittelpunkt  als  üm- 
drehungsmittelpunkt  beliebig  ge- 
dreht wird,  so  gelangt  in  jedem  Augen- 
blicke jeder  seiner  Punkte  nur  wieder 
mit  Punkten  desselben  Kreises  zur 
Deckung.  Dies  gilt  daher  besonders  auch 
für  die  Umdrehung  von  180®  oder  die 
halbe  Umjdrehung. 

Bei  der  letzteren  aber  zeigt  sich,  dass 
die  Figur  eines  beliebigen  Durch- 
messers samt  dem  einen  Halb- 
kreis kongruent  ist  mit  der  aus  dem- 
selben Durchmesse];;  und  dem  andern 
Halbkreis  gebildeten  Figur  —  und 
zwar  gleichzeitig  gleichwendig  kon- 
gruent und  ungleichwendig  kon- 
gruent. Daher  kann  auch  beim  Um- 
klappen um  diesen  Durchmesser 
jeder  Punkt  des  einen  Halbkreises  auch 
nur  wieder  auf  einen  Punkt  des  andern 
Halbkreises  fallen,  weil  sonst  ungleiche 
Badien  entstehen  würden;  —  und  man 
erhält  den 

Satz  1.    Der  Kreis  ist: 

1)  zentrisch-symmetrisch  in 
Bezug  auf  seinen  Mittelpunkt 
als  Symmetrie-Zentrum;  und 

2)  achsig-symmetrisch  in  Bezug 
auf  jede  durch  den  Kreismittelpunkt 
gehende  Gerade  oder  jeden  Durch- 
messer als  Symmetrieachse. 
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Frage  7.    Wonach  wird  die  Bezie- 
hung emes  beliebigen  Punktes  zu       Antwort.    Die  Beziehung  eines  be- 
emer  Kreislinie  beurteüt?  ^^^^^^^  ^^^^^^  ^^  ^^^  Ebene  einer  ge- 

gebenen Kreislinie  zu  diesem  Kreise  wird 

ErkLU.    Während  es  für  die  Kreispnnkte  beurteilt   nach  dem  Abstände  dieses 
selbst  und  den  Mittelpunlrt  des  KreU^^^  Punktes  vom  Mittelpunkte  des  ge- 

wertig  bleibt,  ob  der  Kreis  nur  als  Fignr  in   ^^v,^„^„  xr,,/.,-o^o 
der  Zeichenebene  oder  als  Raumlinie  be-   geoenen  ivieises. 

trachtet  werden  soll,  tritt  für  weitere  Punkte  Ist  dieser  Abstand  kleiner,  gleich- 
die  Notwendigkeit  der  Unterscheidung  ein,  ob  gross,  oder  grösser  wieder  Eadius 
sie  in  derselben  Ebene  Hegen  oder  ausser-  ^^g  Kreises,  SO  Hegt  der  Punkt  inner- 
halb. Im  letzteren  Falle  kommt  zur  Beurteilung  ,  „  ,  v,  j^„  ir'  :«k«:?  «  „  ^  .i^  li  , 
der  Beziehung  zwischen  Kreis  und  Punkt  zur  li^lb  der  Kreislinie,  auf  derselben,  oder 
Zentralen  noch  hinzu  der  Neigungswinkel  dieser  ausserhalb  derselben.  (VergL  Lehrsatz 
Linie  zur  Kreisebene  (s.  Seipp,  Stereometrie).       29  im  I.  Teile  dieses  Lehrbuches.) 

i?,M  iK    T?5«  Ti«*«i,w«no-^^  «-«oa  Tr«i,a...       Die  Ab staudsstr ecke  elucs  Puuktes 
Erkl«  lo«  Em  Durchmesser  emes  Kreises  ^^^  rr^^i.«.,^    «•         tt-    •  j. 

ist  nach  Nebenstehendem  stets  eine  auf  einer  ^^p  Zentrum  eines  Kreises  nennt  man 
Zentralen  des  Kreises  gelegene  Strecke,  seine  Zentralstrecke  oder  seinen 
und  ebenso  jeder  einzelne  Radius,  sonst  aber  Zentralabstand;  und  die  gerade 
keine  von  allen  Sehnen  des  Kreises.  Linie,  auf  welcher  dieselbe  enthalten 

ist,  als  ganze  Linie  wii'dals  Zentrale 
des  Punktes  bezeichnet 


Frage  8.  Welche  Abstände  hat  ein 
beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  eines  ge- 
gebenen Kreises  von  den  verschiedenen       Antwort.    Unter  den  Abständen 
Peripheriepunkten  desselben ?  eines  beliebigen  Punktes  P  von  den  Peri- 

pheriepunkten eines  gegebenen  Kreises 

Erkl.  le.  In  Figur  6  smd  die  beiden  Schnitt-  sind  besonders  bemerkenswert  die  beiden 
punkte  einer  durch  P  gehenden  Linie  mit  dem  Strecken  PX  und  PF,  welche  auf  der 
Kreise  jeweils  mit  demselben  Buchstaben  A  Zentralen  des  Punktes  P  gelegen  sind. 
ä^i'i^Ä:^;.X^ÜÄeiScÄ  Um  init  diesen  beiden  Strecken  die  anf 

der  nebenstehende  Beweis  in  wörtlich  gleich-  ^iner  beliebigen  Schnittunie  durch  P  ent- 
bleibender Weise  Gültigkeit  hat.  stehenden  Abstände  PA  für  einen  innem 

„  , ,    ^^      ^         ^  „      ,  ^  oder  PB  für  einen  äussern  Punkt  zu 

steh'eS;'Lw?rt"Se^täitlten%Seh^^  vergleichen    verbindet  nm  A  bezw.  B 

Wären  für  den  inneren  Punkt  der  Mittel-  ^^^   dem  Mittelpunkt,    und  wendet   auf 

punkt  M  selber,  für  den  Äusseren  Punkt  das    entstehende   Dreieck   PMA   bezw. 

ein  unendlich  ferner  Punkt  der  Ebene.  PMB  den  Satz  49  des  HL  Teiles  dieses 

Fällt  P  nach  3f,  so  wird  wegen  3fP=  0:  Lehrbuches  an: 

.    f "^  "^  ^f."^  ^/l  .     t  m  m  1)  Liegt  der  Punkt  P  innerhalb  des 

und  es  tntt  Lehrsatz  25  mid  26  des  I.  Teiles  ^^^^^^    ^^j  5     i)    so    ist    darnach 

Fällt  Pins  Unendliche,  so  wird  MP=  00,  wegen  MP<MA  stets: 

und  man  erhält  ebenso :  MA  —  MP<C.  PA  <  MA  +  MP. 

PX  =  CO  und  PY  =  00.  Ersetzt  man  darin  den  Eadius  MA 

Bei  diesem  Grenzübergang  könnte  man  also  einmal  durch  den  gleichgrossen  Eadius 
sagen,  dass  ausser  dem  Mittelpunkte  .emes  i/v  HflQUTiHprPTnfllHiirHi  AfFqnpnt^itpht- 
Kreises  auch  sämtliche  unendüch  fernen  Punkte  -«-^,aasanaeremaiaurcüittir,soenistent. 

seiner  Ebene  von  aUen  Kreispunkten  denselben  MX—  MP<^  PA<CMY-\-MP) 

Abstand  haben.  da  also: 

Dabei  ist  aber  nicht  ausser  Acht  zu  lassen,  MX  —  MP  =  PX 

dass  für  unendlich  fernes  P  zwar:  MY  +  MP=  PY, 

PF  _  »^  __  j  SO  entsteht : 


px~"^""  px<:pa<cpy. 
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lieber  einen  Kreis  und  einen  Pankt. 


wird,  dass  aber  dennoch: 

PT^  PX=(x>  —  (x>  =  XY 
gleich  dem  Durchmesser  des  Kreises  bleibt. 

Erkl,  17  a.  Die  Strecken  PX  und  PY  selbst 
werden  als  die  beiden  Abstände  des 
Punktes  P  vom  Kreise  bezeichnet,  und 
zwar  wird  allgemein  wieder  der  kürzeste 
Abstand  PX  verstanden,  wenn  kurzweg  vom 
Abstände  eines  Punktes  von  einem 
Kreise  gesprochen  wird.  Ebenso  war  auch 
als  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Geraden 
die  senkrechte,  nämlich  die  kürzeste  Abstands- 
strecke  zwischen  dem  gegebenen  Punkte  und 
allen  Punkten  der  Geraden  bezeichnet  worden. 

Figur  5. 


2)  Liegt  der  Punkt  JP  ausserhalb  des 
Kreises  (Figur  6,  II),  so  ist  nach  dem- 
selben Satze  wegen  MP>MB  stets: 

MP—  MB  <  PJ9  <  If  P+  MB. 

Ersetzt  man  darin  wieder  den  Ea- 
dius  MB  einmal  durch  MX,  dann  durch 
MY,  so  entsteht: 

MP^  MX<C  PB <  MP+  MYi 
also  wegen: 

MP—  MX  =  PX 
MP+MY  =  PY 

wieder  wie  oben: 

PX<CPB<CPY. 


Frage  9.  Wie  lässt  sich  das  Er- 
gebnis der  vorigen  Antwort  in  Worte 
fassen? 

Erkl,  18.  Rückt  der  Punkt  P  auf  die  Peri- 
pherie des  Kreises  selbst,  so  föUt  der  Inhalt 
der  nebenstehenden  Sfttze  zusammen  mit  dem 
in  Antwort  der  Frage  5  über  die  Abstände  der 
Ereispunkte  untereinander  gesagten :  Der  grösste 
Abstand  wird  gleich  dem  Durchmesser,  der  Ideinste 
gleich  Null. 


Antwort.  Füi*  die  beiden  Fälle 
des  vorigen  Beweises  lässt  sich  folgende 
zusammenfassende  Aussage  machen: 

Satz  2.  Von  allen  Punkten  einer 
Kreislinie  liegt  einem  gegebenen 
Punkte  am  fernsten  derjenige, 
dessen  Verbindungsstrecke  mit  diesem 
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Erkl.  19.  Unter  Benützung  der  in  Erkl.  77 
des  I.  Teiles  enthaltenen  Definition  der  „Ab- 
ischnitte einer  Strecke'*  kann  man  die 
nebenstehenden  Sätze  auch  folgendennassen  aus- 
sprechen : 

Satz  2  b.  Der  grösste  und  der  kleinste 
unter  allen  Abständen  zwischen  einem  ge- 
gebenen Punkte  und  den  Punkten  einer 
Kreislinie  liefen  auf  derselben  Geraden 
und  bilden  die  beiden  Abschnitte,  in 
welche  der  Punkt  den  durch  ihn  bestimmten 
Durchmesser  teilt. 


Punkte  den  Kreismittelpunkt  ent- 
hält —  am  nächsten  derjenige, 
dessen  Verbindungsstrecke  mit  diesem 
Punkte  in  ihrer  Verlängerung 
durch  den  Kreismittelpunkt  geht. 
Oder: 

Satz  2a.  Die  Abstände  zwischen 
einem  gegebenen  Punkte  und  den 
Punkten  eines  Kreises  sind  sämtlich 
kleiner  als  der  grössere  und 
grösser  als  der  kleinere  derjenigen 
Abschnitte,  welche  auf  der  Zen- 
tralen des  Punktes  zwischen  dem 
Punkte  und  den  beiden  Kreisschnitt- 
punkten gebildet  werden. 


2)  lieber  einen  Kreis  nnd  eine  gerade  Linie. 


Frage  10.  Wonach  wird  die  Be- 
ziehung einer  beliebigen  Geraden 
zu  einer  Kreislinie  beurteilt? 

Erkl.  20.  Auch  für  die  Beziehung  einer 
nicht  in  der  Ebene  der  gegebenen  Kreislinie 
befindlichen  Eaumlinie  zu  diesem  Kreise  würde 
der  Abstand  vom  Kreismittelpunkt  massgebend 
sein;  dazu  tritt  aber  als  zweites  hinzu  der 
Neigungswinkel  dieser  Geraden  zur  Ebene  des 
gegebenen  Kreises.   (Siehe  Seipp,  Stereometrie.) 

Erkl«  21.  Da  eine  Gerade  als  Linie  un- 
begrenzt ist,  so  kann  sie  jedenfalls  nicht  ihrer 
ganzen  Erstreckung  nach  innerhalb  der  Kreis- 
linie liegen.  Diejenige  Strecke  auf  der  Ge- 
raden, welche  innerhalb  des  Kreises  liegt,  heisst 
Sehne.  Daher  ist  eine  Sehne  die  Gesamtheit 
derjenigen  Punkte  einer  Geraden,  deren  Abstand 
vom  Kreismittelpunkt  kleiner  ist  als  der  Eadius. 

Erkl.  22.  Man  sagt  sowohl,  die  Gerade  g 
berühre  im  Punkte  B  den  Kreis,  als  auch,  der 
Kreis  berühre  im  Punkte  B  die  Gerade  g.  Und 
nicht  nur  zwischen  Kreis  und  gerader  Linie, 
sondern  auch  zwischen  irgend  welchen  Gat- 
tungen krummer  Linien  unter  sich  und  mit  der 
Geraden  findet  Berührung  in  einem  Punkte 
statt,  wenn  die  zwischen  Kreis  und  Taugente 
stattfindenden  Beziehungen  erfüllt  sind.  (Vergl. 
Abschnitt  A  7  b.) 

Erkl.  28.  Nur  in  der  sog.  „analytischen 
Geometrie"  findet  auch  eine  weitere  Unter- 
suchung der  Beziehung  statt  zwischen  einem 
Kreise  und  einer  Geraden,  deren  Zentral  abstand 
grösser  als  der  Eadius  ist.  Man  findet,  dass 
wenn  Schnittpunkte  der  beiden  Linien  in  die 
Eechnung  eintreten,  dieselben  wie  sogenannte 
konjugiert  imaginäre  Grössen  zu  behandeln  sind. 
(Vergl.  Cranz,  Lehrbuch  der  analytischen  Geo- 
metrie.) 


Antwort.  Die  Beziehung  einer  be- 
liebigen Geraden  g  in  der  Ebene 
einer  gegebenen  Kreislinie  zu  diesem 
Kreise  wird  beurteilt  nach  dem  Ab- 
stände dieser  Geraden  vom  Mittel- 
punkte des  gegebenen  Kreises.  Nach 
Satz  52  des  in.  Teües  dieses  Lehrbuches 
wird  dieser  Abstand  gemessen  durch  die 
vom  Kreismittelpunkt  M  auf  die  Gerade  g 
gefällte  senkrechte  Strecke,  und  diese 
gibt  die  Entfernung  desjenigen  Punktes 
dieser  Geraden  vom  Kreismittelpunkte  an, 
welcher  der  nächste  beim  Mittelpunkte 
ist.  Indem  für  diesen  Fusspunkt  der 
Senkrechten  die  drei  in  Antwort  der 
Frage  7  erwähnten  Fälle  eintreten,  er- 
hält man  auch  für  die  Beziehung  einer 
beliebigen  Geraden  zur  Kreislinie  fol- 
gende drei  Fälle  (siehe  Figur  6): 

1)  Der  Abstand  MA  des  Fusspunktes  A 
auf  der  untersuchten  Geraden  g  vom 
Mittelpunkte  M  des  Kreises  ist  kleiner 
als  der  Radius.  Dann  liegt  der  Fuss- 
punkt A^  also  damit  auch  ein  Teil  der 
Geraden  </,  innerhalb  des  Kreises, 
und  es  entsteht  eine  Sehne;  oder  wenn 
der  Abstand  des  Punktes  A  von  M  gleich 
Null  ist,  entsteht  ein  Durchmesser. 

2)  Der  Abstand  ilf  5  des  Fusspunktes  jB 
auf  der  untersuchten  Geraden  g  vom 
Kreismittelpunkte  ist  gleich  dem  Ea- 
dius.  Dann  liegt  der  Fusspunkt  B  zu- 
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Ueber  den  Kreis  und  eine  denselben  schneidende  Gerade. 


Figur  6. 


gleich  auf  der  Geraden  g  und  auf  der 
Peripherie  desKreise's.  Alle  andern 
Punkte  der  Geraden  g  aber  liegen  nach 
dem  genannten  Satze  53  weiter  von  M 
entfernt  als  der  Fusspunkt  B,  sie  liegen 
also  sämtlich  ausserhalb  des  Kreises. 
Da  der  Punkt  B  der  einzige  Punkt  der 
Geraden  g  ist,  welcher  auf  dem  Kreise 
liegt,  so  sagt  man,  die  Gerade  g  berühre 
den  Kreis  in  dem  Punkte  B:  die  Ge- 
rade g  heisst  Tangente,  Punkt  B 
heisst  Berührungspunkt. 

3)  Der  Abstand  MC  des  Fusspunktes  C 
auf  der  untersuchten  Geraden  g  vom 
Kreismittelpunkte  ist  grösser  als  der 
Radius.  Dann  liegt  C  ausserhalb 
des  Kreises;  und  da  alle  andern  Punkte 
von  g  noch  weiter  von  M  entfernt 
sind,  so  liegt  die  ganze  Gerade  g  ausser- 
halb des  Kreises.  Diese  Lagenbeziehung 
zwischen  einer  Geraden  und  einem  Kreise, 
bei  welcher  diese  beiden  Linien  keinen 
gemeinschaftlichen  Punkt  besitzen,  wird 
nicht  durch  eine  besondere  Benennung 
der  Geraden  bezeichnet. 


a)  Ueber  den  Kreis  und  eine  denselben  schneidende  Gerade. 

Frage  11.  Wieviele  Punkte  kann 
eine  gerade  Linie  mit  einem  Kreise 
gemeinsam  haben? 


EiIlI.  24.  Es  wird  sich  im  folgenden  zeigen, 
dass  der  eine  Punkt  B,  weichen  die  Tangente 
mit  dem  Kreise  gemeinsam  hat,  als  ein  Doppel- 
punkt oder  für  zwei  zusammenfallende  Punkte 
gilt.  Unter  Bezugnahme  auf  Erkl.  23  rechnet 
man  daher  in  jedem  der  drei  betrachteten  Fälle 


Antwort.  Nach  der  vorigen  Ant- 
wort kann  eine  Gerade  mit  einem  Kreise 
gar  keinen  tunkt  gemeinsam  haben, 
wenn  ihr  Abstand  vom  Kreismittelpunkte 
grösser  ist  als  der  Radius,  so  dass  die 
ganze  Gerade  ausserhalb  des  Kreises 
verläuft. 
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Fig^ur  7. 


immer  mit  zwei  Schnittpunkten  zwischen 
Gerade  und  Kreis:  entweder  zwei  getrennten 
reellen,  oder  zwei  in  einen  Berührungspunkt 
zusammenfallenden,  oder  zwei  (konjugiert)  ima- 
ginären Schnittpunkten. 


Erkl.  25.  Nach  Erkl.  146  und  148  des 
III.  Teiles  dieses  Lehrhuches  sind  je  zwei 
gleichlange  schiefe  Strecken  von  einem  Punkte 
nach  einer  Geraden  zur  Senkrechten  symmetrisch, 
hilden  mit  ihr  und  der  gegehenen  Geraden  beider- 
seits gleiche  Winkel,  und  schneiden  auf  der  Ge- 
raden gleichlange  Sttlcke  ab  beiderseits  Tom 
Fusspunkte  der  Senkrechten.  Daher  kann  man 
auch  von  einem  Punkte  nach  einer  Geraden  nur 
zwei  schiefe  Strecken  von  gegebenerLänge  ziehen. 


Erkl,  26.-  Der  Radius  eines  Kreises  wird 
gewöhnlich  mit  dem  Buchstaben  r  bezeichnet. 
Wenn  der  Buchstabe  r  als  Masszahl  schlecht- 
weg gebraucht  wird,  so  versteht  mau  darunter 
die  Längenanzahl  einer  Strecke,  welche  gleich 
dem  Radius  des  betrachteten  Kreises  ist. 


Eine  Gerade  hat  mit  einem  Kreise 
einen  einzigen  Punkt  gemeinsam,  wenn 
ihr  Abstand  vom  Kreismittelpunkte  gleich 
dem  Radius  ist,  so  dass  die  Gerade  und 
der  Kreis  einander  im  Endpunkte  dieses 
Eadius  berühren. 

Um  zu  untersuchen,  wieviele  Punkte 
mit  dem  Kreise  eine  solche  Gerade  ge- 
meinschaftlich hat,  deren  Zentralabstand 
kleiner  als  der  Radius  ist,  denke  man 
sich  vom  Mittelpunkte  M  ausser  der 
Senkrechten  MA  noch  mehrfache  schiefe 
Verbindungsstrecken  gezogen  nach  den 
auf  g  beiderseits  von  A  gelegenen  Punk- 
ten. Für  je  zwei  dieser  Strecken  beider- 
seits MA  und  nach  Satz  1  ebenso  für 
den  Kreis  selbst  ist  MA  Symmetrieachse. 
Jede  folgende  dieser  schiefen  Verbin- 
dungsstrecken ist  aber  nach  Satz  53  im 
in.  Teile  dieses  Lehrbuches  länger  als 
die  vorhergehende,  und  beiderseits  wach- 
sen dieselben  unbegrenzt,  also  muss  auf 
der  Geraden^  beiderseits  vomPunkte  .4 
ein  einziger  Punkt  sein,  dessen  Ver- 
bindungsstrecke mit  M  gleich  dem  Ra- 
dius ist,  und  zwar  sind  die  beiden  Punkte 
achsig-symmetrisch  zu  MA.    Sie  haben 
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von  M  den  Abstand  r,  liegen  auf  g^ 
sind  also  Schnittpunkte  von  Gerade  und 
Kreis. 

Die  ganze  Gerade  g  heisst  eine  Se- 
kante des  Kreises,  die  Strecke  zwischen 
den  beiden  Schnittpunkten  heisst  Sehne. 


Frage  12.  Was  kanii  man  rttcksicht- 
lich  des  Vorstehenden  von  einer  Sekante 
aussagen? 

Erkl.  27.  Wenn  umgekehrt  ein  Kreis  mehr 
als  zwei  Punkte  mit  einer  Geraden  gemein- 
sam haben  sollte,  so  müsste  er  selbst  .mit  dieser 
Geraden  identisch  werden  als  ein  Kreis  mit 
unendlich  grossem  Badius  und  unendlich  fernem 
Mittelpunkt.    (Veigl.  die  Erkl.  111,  314,  883.) 

ErkL  28.  lieber  den  Winkel,  unter  welchem 
ein  Kreis  und  eine  Gerade  einander  schneiden 
können,  vergleiche  man  Erkl.  62,  56,  65  bis  67 
und  Satz  41a. 


Antwort.  Von  einer  Sekante  oder 
einer  den  &eis  schneidenden  Geraden 
kann  man  auf  Grund  der  vorigen  Ant- 
wort folgendes  aussagen: 

Satz  8.  Eine  Sekante  trifft  den 
Kreis  in  zwei  Punkten,  welche 
achsig-symmetrisch  sind  für  den  zur 
Sekante  senkrechten  Durchmesser. 

Satz  8  a.  Eine  Gerade  und  ein 
Kreis  können  nicht  mehr  als 
zwei  Punkte  gemeinsam  haben. 
Satz  8  b.  Wenn  eine  Gerade  und 
ein  Kreis  einen  Schnittpunkt 
gemeinsam  haben,  so  müssen  sie  auch 
einen  zweiten  Schnittpunkt  haben. 


Frage  13.  In  welcher  Beziehung 
stehen  die  Elemente  des  von  einer 
Sehne  als  Grundseite  und  dem 
Kreismittelpunkt  als  Spitze  ge- 
bildeten Dreiecks  zur  Kreislinie? 

Figur  8. 


Antwort.  In  dem  Dreieck  BCM  in 
Figur  8  ist  Grundseite  die  Sehne  BC. 
Da  deren  Endpunkte  B,  C  Kreispunkte 
sind,  so  bestimmt  nach  Antwort  der 
Fragen  2  bis  4  die  Sehne  BC  zwei 
Kreisbogen,  einen  über  und  einen 
unter  der  Grösse  eines  Halbkreises, 
nämlich: 

die  Bogen  i^<180o<CXB 

Da  zu  MA  als  Symmetrieachse  die 
Punktepaare  ß,  C  symmetrisch  sind,  so 
fällt  beim  Umklappen  um  diesen  Durch- 
messer als  Achse  nicht  nur  die  Grund- 
seite des  Dreiecks  selbst,  sondern  auch 
jeder  der  durch  dieselbe  bestimmten 
Kreisbogen  meder  in  seine  vorherige 
Lage. 

Ferner  sind  wegen  der  gleichen  Ab- 
stände aller  Kreispunkte  vom  Mittel- 
punkt die  Dreiecksseiten  MB  =  JtfC, 
also  das  Dreieck  MBC  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck.    Die  gleichen  Schenkel 
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Erkl.  29.  In  Figur  8  ist  auf  zweifache 
Weise  ein  Dreieck  MBC,  bezw,  eine  Sehne  BC 
eingezeichnet :  einmal  mit  stumpfem,  einmal  mit 
spitzem  Winkel  an  der  Spitze  M.    Daher  ist  der 

Bogen  BDC  einmal  grösser,  das  anderemal 
kleiner  als  90^.  Synmietrieachse  ist  MÄ,  und 
beim  Umklappen  um  MA  fällt  B  auf  C,  MB 

auf  MC,  AB  auf  AC,  Bogen  ß  auf  ch]  die 
Strecke  MAD  aber  behält  ihren  Platz  bei,  es 
ist  also  A  Mittelpunkt  von  BC  und  ebenso  Z> 

Mittelpunkt  von  SC,  die  Linie  MAD  ist  Hal- 
bierungslinie des  Winkels  BMC. 

Also  ist  nicht  nur  DB  z=i  BC,  sondern  auch 
<^  DMB  =  ^DMC  —  entsprechend  dem 
Lehrsatze  19  und  20  im  II.  Teile  dieses  Lehr- 
buches, womach  zu  gleichen  Kreisbogen  auch 
gleiche  Mittelpunktswinkel  gehören,  und  um- 
gekehrt.   


sind  Radien  des  Kreises;  der  Winkel 
an  der  Spitze  hat  seinen  Scheitel  im 
Kreismittelpunkte  üf,  ist  also  ein  Mittel- 
punktswinkel  oder  Zentriwinkel. 
(Siehe  Abschnitt  A  6  im  IT.  Teile  dieses 
Lehrbuches ) 


Frage  14.  Zu  welchen  Ergebnissen 
führt  eine  Umdrehung  des  Dreiecks 
MBC  (Fig.  9)  um  den  Kreismittelpunkt 
M  als  Umdrehungsmittelpunkt? 

Erkl.  80.   Auch  die  ganze  von  den  Radien 

MB  und  MC  mit  dem  Kreisbogen  BC  begrenzte 
Fläche  überstreicht  bei  der  Umdrehung  Sieselbe 
Kreisfläche,  und  es  bleibt  ebenso  die  von  der 

Sehne  BC  und,  dem  Bogen  BDC  oder  CXB 
begrenzte  Fläche  stets  gleichgross.  Eine  solche 
Ton  zwei  Radien  und  einem  der  zugehörigen 
Kreisbogen  begrenzte  Fläche  heisst  Sektor 
oder  Kreisausschnitt,  eine  von  einer 
Sehne  und  einem  der  zugehörigen  Kreis- 
bogen begrenzte  Fläche  heisst  Segment  des 
Kreises  oder  Kreisabschnitt.  Es  unter- 
scheidet sich  also  der  Kreisausschnitt  vom  Kreis-  - 
abschnitt  um  das  gleichschenklige  Dreieck  MB  C 
über  der  gemeinsamen  Sehne  BC. 


Antwort.  Wenn  das  Dreieck  MBC 
um  den  Kreismittelpunkt  beliebig 
weit  herumgedreht  wird,  so  durch- 
laufen seine  Schenkel  MB  und  MC  die 
verschiedenen  Lagen  der  Kreisradien, 
die  Endpunkte  B  und  C  selbst  durch- 
laufen die  Kreisperipherie,  die  Kreis- 
bogen BDCj  sowie  CXB  verbleiben 
stets  Bogen  desselben  Kreises,  BC  bleibt 
Sehne. 

In  jeder  neuen  Lage  deckt  also  der 
Winkel  BMC  einen  gleichgrossen  Mittel- 
punktswinkel, jeder  der  beiden  Bogen 

BC  einen  gleichgrossen  Bogen,  Sehne 
BC  die  Sehne  dieses  neuen  Bogens  — 
und  diese  Sehne  muss  daher  ebenfalls 
gleich  BC  sein  (vergl.  Antwort  der 
Frage  5). 


Frage  15.  Welche  Aussagen  über 
die  Beziehung  zwischen  Mittelpunkts- 
winkel, Sehne  und  Bogen  u.  s.  w. 
ergeben  sich  aus  der  Umdrehung  der 
Figur  MBCD  um  den  Ki-eismittelpunkt? 

Erkl.  31.  Dass  za  gleichen  Mittelpunkts- 
winkeln gleiche  Bogen  gehören  und  umgekehrt, 
war  schon  in  den  Lehrsätzen  19  und  30  des 
II.  Teiles  dieses  Lehrbudies  ausgesprochen  wor- 
den. Zum  Beweise  in  der  Antwort  der  Frage  47 
daselbst  war  ebenfalls  die  Deckung  bei  der 
Umdrehung  um  den  Ereismittelpunkt  benutzt 
worden. 


Antwort.  Durch  die  Antwort  der 
vorigen  Frage  wird  man  zu  folgenden 
Aussagen  über  die  geometrischen  Ele- 
mente bei  einem  Kreise  geführt: 

Satz  4.  Zu  gleichen  Mittel- 
punktswinkeln eines  Kreises  ge- 
hören auch  zwei  gleiche  Kreis- 
bogen, gleiche  Sehnen,  gleiche 
Sektoren  und  Segmente. 
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Erkl.  82.    Zu  der  einen  Sehne  BC  ge- 
hören 

die  beiden  Mittelpunktswinkel: 

<):5-a/C(hohlerW.) 

und      ^  CMB  (erhabener  W.), 

die  beiden  Kreisbogen: 

BDC<C  180  Bogengrade  und  CXB>1800, 

die  beiden  Sektoren: 

BMCDM<C  Halbkreisfläche  <  CMBXC 

und  die  beiden  Segmente: 
BA  CDB  <  Halbkreisfläche  <  CABXC. 

Erkl.  82a.  Bei  wachsender  Sehne  fC 
nehmen  zu: 
der  hohle  Mittelpunktswinkel  J5-afC<1800, 

der  Kreisbogen  J92>C<180o, 
der  Sektor  BMCDM, 
das  Segment  BÄCDB\ 

nehmen  ab: 
der  überstumpfe  Mittelpunktswinkel 

,- — s  C5Jf>1800, 

der  Kreisbogen  CXB  >  ISO», 
der  Sektor  CMBXC, 
das  Segment  CABXC. 


Und  umgekehrt: 

Satz  4a.  Zu  gleichen  Bogen 
eines  Kreises  gehören  auch  zwei 
gleiche  Mittelpunktswinkel, 
gleiche  Sehnen,  gleiche  Sektoren 
und  Segmente. 
Oder: 

Satz  4b.  Zu  gleichen  Sehnen 
eines  Kreises  gehören  auch  zwei 
gleiche  Mittelpunktswinkel, 
zwei  gleiche  Kreisbogen, 
gleiche  Sektoren  und  Segmente. 

Und  endlich  folgt  in  Berücksichtigung 
der  Antwort  der  Frage  5: 

Satz  4e.  Zu  einem  grösseren 
Mittelpunktswinkel  oder  Kreis- 
bogen, bezw.  Sehnenausschnitt 
eines  Kreises,  gehören  —  unterhalb 
180®  grössere  —  oberhalb  180^ 
kleinere  —  Sehnen,  bezw.  Zentri- 
winkel oder  Kreisbogen  —  und 
umgekehrt. 

Die  grösste  Sehne  ist  der 
Durchmesser. 


Fra^e  16.  Zu  welchen  Ergebnissen 
fuhrt  eine  Umklappung  des  Dreiecks 
MBC  um  die  Senkrechte  MA  als  Sym- 
metrieachse? 


Erkl.  88.  Auch  die  Sektoren  und  Seg- 
mente beiderseits  der  Symmetrieachse  decken 
sich  mit  den  symmetrisch  kongruenten: 


Antwort.  Wenn  die  Figur  10  um 
den  Durchmesser  DAME  als  Symmetrie- 
achse umgeklappt  wird,  so  behält  der 
Durchmesser  DAME  und  jeder  seiner 
Punkte  die  vorherige  Lage  bei,  die 
Achsensenkrechte  BAC  gelangt  in  die- 
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Sektor  MBDC  und  MBEC  mit  sich  selbst, 
Sektor  MDB  mit  MDC,  MEB  mit  MEC; 
^egmtJxiDCABDxi.EB ACE  mit  sich  selbst. 

Figur  10. 


Erkl*  S4.  Infolge  des  Zusammentreffens 
der  nebenstehend  genannten  vier  Eigenschaften 
in  dem  Durchmesser  DE  kann  man  jeder  Linie, 
welche  eine  derselben  hat,  alle  zuschreiben« 

Im  ganzen  kommt  in  Betracht,  dass  eine 
Linie  durch  den  Mittelpunkt  geht,  den 
Mittelpunktswinkel  halbiert,  die  Sehne 
senkrecht  trifft,  die  Sehne  oder  den 
Bogen  halbiert.  Wenn  man  daher  irgend 
eine  Linie  auswählt,  welche  zwei  dieser  Eigen- 
schaften schon  besitzt,  so  kann  man  auf 
Grund  nebenstehender  Antwort  behaupten,  dass 
sie  auch  die  beiden  andern  Eigenschaften  besitze. 


selbe  Lage,  Punkt  B  nach  C,  Strecke 
MB  auf  MC,  Bogen  BD  auf  CD,  BE 
auf  CE,  Halbkreis  DBE  auf  Halbkreis 
DCE,  Winkel  AMB  auf  ^AMC, 
^BME  auf  ^CME  und  ^MBA  auf 
^MCA;  die  rechten  Winkel  MAB  und 
DAB  auf  ihre  rechten  Nebenwinkel 
MAC  und  DAC. 

Man  erhält  daher  in  der  Linie  DAME 
als  Durchmesser  und  Symmetrie- 
achse vereinigt  eine  Reihe  von  Eigen- 
schaften, nämlich: 

1)  die  Halbierungslinie  der 
Mittelpunktswinkel  BMC  <1S0^ 
und  CMB> IQO"", 

2)  die  Senkrechte  vom  Kreis- 
mittelpunkt auf  die  Sehne  BC, 

3)  die  Mittelsenkrechte  der 
Sehne  BC, 

4)  die  Verbindungslinie  des 
Kreismittelpunktes  mit  der  Mitte 
der  Sehne  BC  oder  der  Bogen  BDC 
bezw.  CEB  —  oder  dieser  Mittelpunkte 
untereinander. 

Man  kann  daher  die  in  den  Sätzen  57 
des  HL  Teiles  dieses  Lehrbuches  zwischen 
Spitze,  Scheitelwinkel  und  Grund- 
seite eines  gleichschenkligen  Drei- 
ecks ausgesprochenen  Beziehungen  voll- 
ständig übertragen  auf  die  Beziehungen 
zwischen  Mittelpunkt,  Mittelpunkts- 
winkel und  Sehne  eines  Kreises. 


Fra^e  17.  Welche  Gestalt  nehmen 
nach  voriger  Antwort  die  Sätze  über 
das  gleichschenklige  Dreieck  an, 
wenn  dieselben  auf  den  Kreis  über- 
tragen werden? 

Erkl.  35.  Man  beachte  wohl,  dass  die  im 
vorigen  Teile  dieses  Lehrbuches  angewendeten 
Konstruktionen  eines  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  (siehe  die  Antwort  der 
Frage  98),  einer  Winkelhalbierenden 
(Aufgabe  169  am  Schlüsse  des  III.  Teiles), 
einer  Mittelsenkrechten  (Aufgabe  170 
daselbst),  einer  Senkrechten  auf  eine  Ge- 
rade aus  gegebenem  Punkte  (Aufgabe  171) 
und  in  gegebenem  Punkte  (Aufgabe  172)  und 
andere  —  schon  aufgebaut  waren  auf  denjenigen 
EinzelfäUen  der  nebenstehenden  Lehrsätze, 
welche  sich  bei  deren  einfachstem  Auftreten 
eben  beim  gleichschenkligen  Dreiecke  zeigten. 
Denn    zur   Halbierung    eines    Winkels 


Antwort.  In  der  üebertragung  auf 
die  Beziehungen  zwischen  Kreis,  Sehne 
und  Bogen  erhält  man  aus  den  Sätzen  57 
des  m.  Teiles  dieses  Lehrbuches  die 
folgenden : 

Satz  5.  Die  Halbierungslinie 
eines  Mittelpunktswinkels 
halbiert  auch  die  zugehörigen 
Bogen  und  ist  Mittelsenkrechte 
der  zugehörigen  Sehne. 

Satz  5a«  Die  Senkrechte  vom 
Kreismittelpunkt  auf  eine 
Sehne  halbiert  die  Sehne,  so- 
wie   die    beiden    zugehörigen 
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z.  B.  wurden  die  Schenkel  desselben  zn  den 
fiadien  MB  und  MC  benützt  und  die  Senk- 
rechte von  M  anf  die  zugehörige  Sehne  BC 
kooBtroiert  und  ebenso  in  den  andern  der 
aufgezählten  Beispiele. 


Kreisbogen  und  Mittelpunkts- 
winkel. 

Satz  5b.  Die  Mittelsenkrechte 
einer  Sehne  geht  durch  den 
Kreismittelpunkt  und  halbiert 
die  beiden  zugehörigen  Kreis- 
bogen und  Mittelpunktswinkel. 

Satz  6c.  Die  Verbindungs- 
linie —  entweder  des  Kreis- 
mittelpunktes mit  dem  Mittel- 
punkt einer  Sehne,  bezw.  eines 
dazu  gehörigen  Kreisbogen  — 
oder  zweier  dieser  Mittelpunkte 
unter  sich  —  ist  senkrecht  zur 
Sehne,  halbiert  die  beiden  zu- 
gehörigen Mittelpunktswinkel 
und  geht  gleichzeitig  durch 
die  Mittelpunkte  des  Kreises, 
der  Sehne,  sowie  der  beiden 
zugehörigen  Kreisbogen. 


Frage  18.  Welche  Ergebnisse  er- 
hält man  aus  den  vorigen  Sätzen  5 
bis  5c  für  mehrere  zum  gleichen 
Durchmesser  senkrechte  Sehnen? 

Figur  11. 


Erkl.  86.  In  Figur  11  ist  eine  grössere 
Zahl  paraUeler  Sehnen  mit  ihrem  gemeinsamen 
Durchmesser  und  einigen  symmetrisch  entspre- 
chenden Bogen  und  Sehnen  heryorgehoben ;  in 
Figur  12  dagegen  ist  an  einem  einzelnen  Paare 
paraUeler  Sehnen  zu  erkennen,  welche  einander 
entsprechenden  Elemente  entstehen. 

Erkl.  87.  Aus  Figur  11  ist  auch  zu  er- 
sehen, dass  die  nebenstehende  Ueberlegung  ihre 
Gültigkeit  behält,  wenn  als  einer  der  End- 


Antwopt.  Wenn  auf  demselben 
Durchmesser  einer  Kreislinie  mehrere 
Sekanten  senkrecht  stehen,  so  ist  für 
jede  der  entstehenden  Sehnen  nach  dem 
vorigen  Satze  5  a  jener  Durchmesser  die 
Mittelsenkrechte.  Auf  ihm  liegen 
daher  alle  Mittelpunkte  sämtlicher  zu 
ihm  senkrechten,  also  unter  sich  paral- 
lelen Sehnen. 

Beim  Umklappen  um  den  Durch- 
messer als  Symmetrieachse  vertauschen 
sodann  die  zwei  entgegengesetzten 
Endpunkte  jeder  solchen  senkrechten 
Sehne  ihre  Lage  miteinander  —  und 
dadurch  kommt  der  durch  ihre  Gesamt- 
heit gebildete  Halbkreis  zur  Deckung 
mit  dem  andern  Halbkreis.  Dabei 
kommen  einzeln  zur  Deckung  je  zwei 
solche  Kreisbogen,  welche  durch  ent- 
sprechende Endpunkte  begrenzt  werden, 
also  je  zw^ei  zwischen  einem  Paare  par- 
alleler Sehnen  liegende  Bogen.  Folglich 
müssen  nicht  nur  je  zwei  solche  Bogen 
selbst  kongruent  sein,  sondern  auch  die 
ihre  Endpunkte  geradlinig  verbindenden 
Sehnen  müssen  zur  Deckung  kommen. 
Demnach  sind  auch  solche  Sehnen,  welche 
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punkte  der  symmetrischen  Bogen  oder  Sehnen  die  Kreisschnittpunkte  zweier  parallelen 
der  Krei8schnitt|mnkt  des  Durchmessers  selbst  gehlen  verbinden ,  symmetrische 
gewählt  wird.    Dabei  kommt  man  zurück  auf  ox         i  ^    i.    '  •        •   j      i  •  i.i 

Figur  10  und  findet,  dass  daselbst  auch  die  Strecken,  d  h.  Sie  Sind  gleichlang, 
Sehnen  BD  und  CD  gleichlang  werden  und  in  schneiden  einander  auf  der  Achse  mid 
D  gleiche  Winkel  mit  dem  Durchmesser  DE  bilden  mit  derselben  beiderseits  gleiche 
bilden,  dass  sie  also  symmetrisch  sind  zu   Wickel 
demjenigen    Durchmesser,    welcher    durch 
ihren  Schnittpunkt  geht,  oder  welcher  ihren 
Winkel  halbiert,  oder  welcher  ihre  zuge- 
hörige Sehne  BC  senkrecht  halbiert. 


Frage  19.  Welche  Aussagen  über 
die  Beziehung  zwischen  parallelen 
Sehnen  und  der  Kreislinie  ergeben 
sich  aus  der  in  voriger  Antwort  der 
Frage  18  angestellten  Ueberlegung? 

Figur  12. 


Erkl.  38.  In  Figur  12  ist  nach  dem  Neben- 
stehenden: 

Bogen  AB=z  DC,  ABC  =  DCB 

und    DAB  =  ADC, 

Sehne  AB  z=  DC  \mä  AC  =  BD\ 

die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  P 
und  Q  geht  durch  den  Kreismittelpunkt,  halbiert 

die  Bogen  AD  und  BC  und  ist  Mittelsenkrechte 
der  Sehnen  AD  und  BC, 

Femer  sind  die  Winkel  AQM  =  DQM 
und  <^APQ  =  DPQ  =  BPM  =  CPM 
und       <^APM=  DPM==BPe  =  CPQ, 

£benso  wegen  der  Symmetrie  auch: 

<^BAC  =  BDC  und  <^ABD=zACD. 

Erkl.  39«  Zum  Beweise  des  nebenstehenden 
Satzes  7  a  verbinde  man  die  Endpunkte  B  und  C 
der  gleichen  Bogen  oder  Sehnen  und  klappe  die 


Antwort.  Ueber  parallele  Sehnen 
in  einem  Kreise  kann  man  folgende 
Aussagen  machen: 

Satz  6.  Die  Mittelpunkte 
paralleler  Sehnen  liegen  sämtlich 
auf  einer  Geraden,  nämlich  dem 
Durchmesser,  welcher  ihre  ge- 
meinsame Mittelsenkrechte  ist. 
Oder: 

Satz  6a.    Jeder  Durchmesser 
halbiert  sämtliche  zu  ihm  senk- 
rechten Sehnen. 
Ferner  kann  man  über  jedes  Paar 
von    parallelen    Sehnen    die    Aussage 
machen : 

Satz  7.  Je  zwei  parallele 
Sehnen  eines  Kreises  bestimmen 
gleiche  Bogenstücke  und  gleiche 
Sehnen,  welche  symmetrisch  sind 
für  den  zu  den  parallelen  Sehnen 
senkrechten  Durchmesser  als  Achse. 
Und  umgekehrt: 

Satz  7a.  Je  zwei  gleiche  Bogen 
oder  gleiche  Sehnen  eines  Kreises 
bestimmen  ein  Paar  paralleler 
Sehnen  und  sind  achsig-symmetrisch 
für  den  Durchmesser  durch  ihren 
zugehörigen  Sehnenschnittpunkt  als 
Achse. 

Dabei  kann  der  Sehnenschnittpunkt 
sowohl  ausserhalb  des  Kreises  liegen, 
wie  Q  in  Figur  12  als  Schnittpunkt  der 
gleichen  Sehnen  AB  und  DC,  oder  inner- 
halb des  Kreises,  wie  P  als  Schnittpunkt 
der  gleichen  Sehnen  AC  und  DB. 
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■um  8ett)statudium,  daa  yortreflOichate  Nachachlagebuch  fttr  Fachleute  and 
Techniker  jeder  Art 

8).  Alle  Buchhandlnngen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 
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Schfller,  Stadierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 
zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 
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herausgegeben  von 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  Bteht,  erscheint  monAtlich  in 
Heften  sn  dem  bllligren  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  Anficaben  ans  dem  C^esamtgebiete  der  Mathematik  9  Phjsik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie 9  des  Maschinen- ,  Strassen- 9  Eisenbahn-, 
Brficken-  nnd  Hochbanes,  des  konstraktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  swar  in  TOllst&ndig 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  ErklSrnngen  nebst  Anirabe  und  Entwickelnng  der 
benntsten  Sätze «  Formeln«  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösnng 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird^  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
ichienen  ist,  da  dieselben  sich  tn  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
flberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  spftter  in  besonderen  Heften  för  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneieh- 
nis,  Beriehtignngen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betrelfende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  11.  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgerschnlen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien ,  Schnllehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  Bangewerksehnlen^ 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngsschnlen  aUer  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  Unirersitäten ,  Land*  nnd  Forstwissensehaftssehulen, 
Militärschnlen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährifr-^^^i* 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste«  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  eta 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrQfhngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  fiberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  StQtze  fOr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
flbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schfller  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
it&ndige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Kegeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  yielleicht  yergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs* 
zweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfissser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  BL  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  nnd  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berflcksichtigt 
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Fjgnr  um  die  Mittelsenkrechte  von  BC  um.  Da 
letztere  ein  Durchmesser  sein  mnss,  so  fällt  der 
Kreisbogen  CD  jedenfalls  auf  einen  gleich- 
langen Kreisbogen  des  andern  Halbkreises^  also 
Endpunkt  D  &nf  Endpunkt  A;  demnach  ist  AD 
Achsiensenkrechte  ebenso  wie  BO,  und  folglich 
AD\\BC.  Femer  fällt  Strecke  CD  auf  Strecke 

BA  und  Bogen  CD  auf  Bogen  BA,  erstere 
auch  in  ihrer  Verlängerung,  folglich  muss  der 
Schnittpunkt  von  CD  und  BA  Achsenpunkt  sein. 


Frage  20.  Welche  Folgerungen 
lassen  sich  aus  den  Antworten  der 
Fragen  14  bis  19  entnehmen  in  Bezug 
auf  den  Abstand  einer  Sehne  vom 
Kreismittelpunkt? 

Erkl.  40.  Aus  der  im  ersten  Abschnitt  der 
nebenstehenden  Antwort  angestellten  Ueber- 
legung  lässt  sich  auch  umgekehrt  die  Folgerung 
ziehen,  dass  je  zwei  gleichgrosse  Sehnen 
eines  Kreises  durch  Umdrehung  zur 
Deckung  gebracht  werden  können  — 
und  zwar  nach  Satz  37  des  III.  Teiles  durch 
Umdrehung  um  einen  Winkel,  welcher  dem 
Nebenwinkel  der  zur  Deckung  kommenden 
Richtungen  beider  Sehnen  gleich  ist. 

Figur  13. 


Erkl«  41.  Um  die  im  zweiten  Abschnitt 
der  nebenstehenden  Antwort  angestellte  Ueber- 
legung  auch  auf  zwei  beliebige,  also  noch  nicht 
parallele  gleiche  Sehnen  anwenden  zu  können, 
konnte  man  die  eine  davon  nach  Erkl.  40  erst 

Sachs,  Ebene  £lexneiitar-Geoinetrie.  IV. 


Antwort.  Der  Abstand  einer 
Sehne  vom  Kreismittelpunkte 
wird  gemessen  durch  die  vom  Mittel- 
punkt auf  die  Sehne  gefällte  senk- 
rechte Strecke,  ist  also  ein  Stück 
der  Mittelsenkrechten  der  Sehne. 

1)  Bei  der  in  Antwort  der  Frage  14 
durchgeführten  beliebigen  Um- 
drehung des  Dreiecks  MBC  in  Fig.  8 
und  9  um  den  Mittelpunkt  M  über- 
streicht dieser  Abstand  MÄ  selbst  eine 
Kreisfläche;  es  bleibt  also  bei  der  Um- 
drehung gleichzeitig  mit  Bogen  BC 
auch  die  Sehne  BC  und  ihr  Abstand 
MÄ  vom  Mittelpunkt  stets  gleich- 
gross,  während  die  Sehne  BC  die 
Lagen  aller  der  gleichgrossen  Sehnen 
des  Kreises  durchläuft. 

2)  Von  den  vielen  parallelen 
Sehnen  in  Figur  11  sind  wegen  der 
Symmetrie  zu  derjenigen  unter  ihnen, 
welche  als  Durchmesser  durch  den  Kreis- 
mittelpunkt geht,  je  zwei  solche  einander 
gleich,  welche  auf  dem  gemeinschaft- 
lichen senkrechten  Durchmesser  gleich- 
grosse Strecken  beiderseits  vom 
Mittelpunkt  abschneiden. 

3)  Bei  der  in  Antwort  der  Frage  18 
durchgeführten  Umklappung  der 
gleichen  Sehnen  AB  und  DC  bezw. 
AC  imd  DB  in  Figur  12  und  13  um 
den  Durchmesser  MPQ  kommen  zur 
Deckung  diese  Sehnen,  also  auch  ihre 
Mittelpunkte  H  und  J  bezw.  X und  L, 
und  daher  auch  ihre  Abstandsstrecken 
MH  und  MJ  bezw.  MK  und  ML. 

4)  Sind  ganz  allgemein  AB  und  CD 
in  Figur  13  zwei  gleichgrosse  Seh- 
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soweit  herumdrehen,   dass  sie   auf  dem   zur  nen,   SO  bilden  ihre  Hälften  mit  dem 

andern  sentoechten  Durchmesser  ebenfo^  Kreismittelpunkte  je  ein  rechtwink- 

recht  stunde,  —   und  dann  m  gleicher  Weise  ,.           t\       •       i     Arntr    j       r^zinr       j 

schliessen.  liges  Dreieck  AHM  oder  BHM  und 

CJM  oder  DJM.   In  jedem  dieser  ^der 

Erkl.  42,    In  Figur  13  sind  in  Anlehnung  Dreiecke   ist  aber  ausser  dem  rechten 

an  Figur  12  zwei  Paare  gleicher  Sehnen  ein-  ^yj^j^^i  ^UCh  ein  Radius  als  Hypotenuse 

gezeichnet,  wovon  das  eine  den  Schnittpunkt ,      .         ,^        .  i-^u 

ausserhalb  («,   das  andere  innerhalb  (P)  des  ^^^    ^^^    ^^r    Vier    gleichgrossen 

Kreises  hat.    Ftlr  letzteres  wären  die  vier  kon-  Sehnenhälften    als   Kathete.      Dem- 

gruenten  Dreiecke  der  im  nebenstehenden  er-  nach    sind    diese    vier    Dreiecke    kOTl- 

wähnten  Art:  gruent,    also  auch   ihre  andern   Ka- 

^ALM^CLM^BKM^DKM,  treten  gleichgross:  HM=JK 
und   zwar  wieder  wegen  der  rechten  Winkel, 
der  Itadien  als  Hypotenusen,  und  der  gleichen 
Sehnenhälften: 

ÄL  =  CL  =  BK=z  DK, 
Folglich  ist  auch  wieder: 

MK  =  ML, 

Frage  21.  Was  lässt  sich  auf  Grund 
der   vorigen  Antwort   behaupten    über 

gleiche  Sehnen  und  ihre  Abstände  Antwort.     Ueber    gleichlange 

vom  Mittelpunkt?  Sehnen  und  ihre  Abstände  vom 

Mittelpunkt    lassen   sich    folgende 

Erkl.  48.   Die  im  nebenstehenden  Satze  8a  Aussagen  machen: 

behauptete  Umkehrung  des  in  voriger  Antwort  ° 

auf  vierfache  Weise  bewiesenen  Satzes  8  lässt  Satz  8.     Gleichlange  Sehnen 

sich  nach  jeder  derselben  Arten  beweisen:  eines  Kreises   haben    gleichen 

1)  Bringt  man  durch  Umdrehung  die  gieichen  Abstand  vom  Kreismittelpunkt. 
Abstandsstrecken  zur  Deckung ,  so  decken  sich  y^    ,             ,    ,    . 

auch  die  in  deren  Endpunkten  senkrechten  Sehnen.  ^  "^  umgCKenri : 

2)  Bringt  man  durch  Umdrehung  diegleichen  Satz  8a.  Sehnen  eines  Kreises 


Abstandsstrecken  auf  den  gleichen  Durchmesser,        mit     gleichem    Abstand    vom 
_,_:.._   j..  a-,._-_  ._  j        7^«j     ,...^       Kreis 

lang. 


so   werden   die   Sehnen   in   deren  Endpunkten        Kreismittelpunkt  sind  ffleich- 
symmetrisch.  -  ^  ° 


3)  Klappt  man  um  die  Halbierungslinie  PM 
der  gleichen  Abstände  um,  so  kommen  diese 
Abstände  zur  Deckung,  also  auch  die  in  ihi'eu 
Endpunkten  senkrechten  Sehnen. 

4)  Sind  in  den  Dreiecken  AHM  und  CJM 
ausser  dem  rechten  Winkel  und  den  gleichen 
Hypotenusen   auch  die  Katheten  HM  =  JM, 
so  sind  die  Dreiecke  kongruent,  also  auch: 
AH=  CJ  und.  AB  =  2'AH=Q'CJ=CD. 


Frage  22.    Was  folgt  aus  dem  Bis- 
herigen für  ungleichlange  Sehnen 

oder  Sehnen  mit  ungleichen  Ab-  Antwort.  Wegen  der  Sätze  8  und  8  a 

ständen  vom  Kreismittelpunkt?  können  ungleiche  Sehnen  jedenfalls 

nicht  gleiche  Abstände  vom  Mittel- 

Erkl.  44.   Zwei  andere  Beweisarten  als  die  P^^kt  haben  und  umgekehrt.    Um  eine 

beiden  nebenstehenden,  sind  die  folgenden  (siehe  Beziehung  zwischen  Länge  und  Abstand 

die  Figuren  15,  I  und  15,  II) :  zweier  Sehnen  zu  finden,  kann  man  auf 

Man  drehe  die  eine  Sehne  so,  dass  sie  vom  verschiedene  Weise  verfahren: 

gleichen  Kreispunkt  C  ausgeht  wie  die  andere,  -i\T\i-i.           j              j        •        oi 

und  suche  die  aus  den  ungleichen  Sehnenhälften  1)  -Di^^ht  man  das  von  der  einen  Sehne 

C^und  CF,  bezw.  den  ungleichen  Abständen  mit  dem  Mittelpunkt  gebildete  Dreieck 
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ME  und  MF  jetzt  gebildeten  Dreiecke  CEF 
und  MEF,  Für  ersteres  erhält  man  dann 
<^CEF<^'^CFE^  wenn  angenommen  wird 
CE^CF;  deshalb  wird  in  Figur  15,  I: 
-;^  jr^F=  900— (7j&F>  900 — C  FjE:  =  3f  F^; 
folglich  Gegenseite  ME<^MF, 

In  Figur  15, 11  dagegen  ergänzt  der  Winkel 
CEF  den    rechten  Winkel   CEM  zu    einem 
stampfen,  folglich  wird  wieder  Gegenseite: 
ME<CMF, 

Figur  14. 


Figur  15. 


soweit  herum,  dass  die  Mittelsenk- 
rechten beider  Sehnen  auf  denselben 
Durchmesser  zu  liegen  kommen,  so 
erhält  man  die  in  Figur  11  gezeichnete 
parallele  Lage  verschieden  langer 
Sehnen.  Dabei  erkennt  man,  dass  die 
Sehnen  desto  kürzer  werden,  je  weiter 
ihr  Fusspunkt  auf  dem  Durchmesser  vom 
Mittelpunkt  entfernt  liegt  —  denn 
der  von  der  Sehne  ausgeschnittene  Kr  eis- 
bogen wird  beiderseits  stets  um  ein 
gleichgrosses  Stück  kleiner.  Und  um- 
gekehrt muss  eine  längere  Sehne, 
um  ein  grösseres  Bogenstück  ab- 
schneiden zu  können,  näher  zum  Mittel- 
punkte hinrücken. 

2)  Sind  ganz  aUgemein  AD  und  BC 
in  Figur  14  zwei  ungleiche  Sehnen 
mit  den  ungleichen  Abständen  ME 
und  EF,  so  bilden  die  ungleichen  Sehnen- 
hälften und  diese  ungleichen  Abstände 
je  mit  einem  Radius  ein  rechtwink- 
liges Dreieck  mit  gleichgrosser  Hy- 
potenuse und  ungleichen  Katheten.  Nach 
Aufgabe  134  des  III.  Teiles  müssen  so- 
dann die  beiden  Katheten  sich  in  un- 
gleichem Sinne  unterscheiden,  also 
die  Dreiecke  mit  der  grösseren  Ab- 
standsstrecke die  kleinere  Sehnen- 
hälfte haben,  und  umgekehrt. 


Frage  23.  Welche  Aussagen  über 
Sehnen  von  beliebigen  Längen  und  Ab- 
ständen ergeben  sich  aus  der  Antwort 
der  vorigen  Frage? 

Erkl.  45.  Für  die  Umkehrung  des  Satzes  9 
ist  in  Figur  15,  1  derselbe  Beweisgang  Tom 
Dreieck  MEF  auf  das  Dreieck  CEF  rückwärts 
zu  machen.  In  Figur  15,  II  entsteht  wegen 
MF^ME  der  Winkel  MFE  bei  F,  welcher 
den  rechten  Winkel  CFM  zum  stumpfen 
Winkel  CFE  ergänzt.  Deshalb  ist  im  Dreieck 
CFE  die  Gegenseite  CjE'>  CF, 


Antwort.  Auf  Grund  der  mehrfachen 
gleichartigen   Ergebnisse    der    vorigen 
Antwort  kann  man  die  Aussage  machen: 
Satz  9.  Sehnen  von  ungleicher 
Länge    haben   entgegengesetzt 
ungleiche  Abstände  vom  Kreis- 
mittelpunkt und  umgekehrt. 
Oder  in  anderer  Ausdrucksweise: 

Satz  9a.  Je  länger  eine  Sehne 
ist,  desto  näher  liegt  sie  dem 
Kreismittelpunkt. 
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Erkl.  46.  Die  Abstände  vom  Mittelpunkt,  Und  umgekehrt: 
welche  eine  Sehne  überhaupt  haben  kann,  liegen 
zwischen  0  und  r.  Die  Länge  der  zugehörigen 
Sehne  ist  für  den  Abstand  0  gleich  dem  Durch- 
messer, für  den  Abstand  ?•  gleich  Null  (vergl. 
Satz  4  c). 


Satz  9b,  Je  weiter  eine  Sehne 
vom  Kreismittelpunkt  entfernt 
ist,  desto  kürzer  ist  sie. 
Der  Durchmesser  ist  also  wieder 
die  grösste  Sehne. 


Frage  24.  Welches  ist  die  längste 
bezw*  kürzeste  der  durch  einen  be- 
stimmten Punkt  der  Kreisfläche 
gehenden  Sehnen? 

Figur  16. 


Erkl«  47«  Da  die  Länge  einer  Sehne  durch 
einen  gegebenen  Punkt  P  stets  aus  zwei 
Stücken  von  meist  verschiedener  Grösse 
besteht,  so  lässt  sich  aus  Satz  2  kein  Mittel 
entnehmen  zur  Aufsuchung  der  Sehnenlänge. 
Vielmehr  benutzt  man  Satz  9,  um  nicht  die 
Länge  der  Sehnen  selbst,  sondern  deren 
Abstand  vom  Mittelpunkt  zur  Grundlage  der 
Untersuchung  zu  machen.  Da  auf  diese  Weise 
leicht  der  grösstmögliche  Abstand  zu  finden  ist, 
ergibt  sich  auch  umgekehrt  die  kleinste  Sehne. 

Erkl«  48«  Umgekehrt  kann  man  aus  neben- 
stehendem Satze  10  für  d«n  Satz  2  die  Anwen- 
dung entnehmen,  dass  das  Stück  FY  auf  dem 
Durchmesser  durch  P  sosehr  die  grösste  aller 
Strecken  zwischen  P  und  dem  Kreise  ist,  dass 
die  Zufügung  der  allerkleinsten  derselben 
Strecken,  nämlich  des  Stückes  PX,  zu  dem- 
selben genügt,  um  zusammen  doch  noch  die 
grösstmögliche  Sehne  durch  P  zu  liefern.  Auf 
der  kleinsten  aller  Sehnen  durch  P  liegt 
also  keineswegs  die  kleinste  Strecke 
zwischen  P  und  dem  Kreis,  sondern  die- 
jenige wird  die  kleinste  Sehne,  auf  welcher  die 


Antwort.  Da  durch  jeden  Punkt 
ein  Durchmesser  bestimmt  ist,  und 
der  Durchmesser  die  grösstmögliche 
Sehne  ist,  soist  jedenfalls  die  grösste 
Sehne  durch  einen  gegebenen  Punkt 
sein  Durchmesser.  Legt  man  femer 
durch  einen  gegebenen  Punkt  P  eine 
weitere  Anzahl  von  Sehnen,  so  bilden 
deren  Abstandsstrecken  vom  Kreismittel- 
punkt mit  den  Sehnenabschnitten  zwi- 
schen P  und  dem  Sehnenmittelpunkt 
stets  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
über  der  Verbindungsstrecke  der  Punkte 
P  und  M  als  Hypotenuse.  Nach 
Satz  60  des  HL  Teiles  liegen  daher  die 
Fusspunkte  alle  auf  einem  Halbkreise 
über  dieser  StreckeifP,  und  die  Abstands- 
strecken bilden  in  diesem  Halbkreise 
Sehnen  vom  Peripheriepunkte  M  aus. 
Da  nach  Satz  9  im  grossen  Kreise  die 
kleinste  von  allen  Sehnen  durch  P  die- 
jenige ist,  welche  den  grössten  Abstand 
von  M  hat,  und  unter  allen  Sehnen  des 
kleinen  Ki-eises  von  M  aus  der  Durch- 
messer MP  selbst  die  grösste  ist,  —  so 
ist  die  kleinste  Sehne  durch  P  die- 
jenige, welche  die  Strecke  MP  selbst 
als  Abstandsstrecke  hat,  also  die  Strecke 
AB1.PM. 

Man  erhält  daher  den 

Satz  10.  Von  allen  Sehnen 
durch  einen  gegebenen  Punkt 
einer  Kreisfläche  ist  die  längste 
der  Durchmesser  durch  diesen 
Punkt  —  und  die  kürzeste  die 
auf  diesem  Durchmesser  im 
gegebenen  Punkte  senkrecht 
stehende  Sehne. 
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beiderseitigen  Strecken  PÄ  und  FB  einander 
symmetrisch  gleich  sind;  denn  da  ÄP\_PM 
ist}  so  mnss  ns^  Satz  6a  PA  =  PB  werden. 


b)   Ueber  den  Kreis  und  eine  denselben  berührende  Gerade. 


Frage  25.  Was  wiid  aus  dem 
Dreieck  MBC  in  Figur  8,  wenn  nach 
der  Antwort  der  Frage  10  der  Ab- 
stand der  Geraden  BC  gleich  dem 
Radius  wird? 

Figur  17. 


Erkl«  49*  Da  eine  Tangente  zwei  unmittel- 
bar aufeinanderfolgende  Punkte  eines  Kreises 
enthält,  und  da  eine  gerade  Linie  nach  Lehr- 
satz 1  des  I.  Teiles  durch  eine  ununterbrochene 
Aufeinanderfolge  zweier  Punkte  eindeutig  be- 
stimmt ist,  so  kann  man  auch  sagen,  die 
Tangente  sei  eine  gerade  Linie,  welche  durch 
ein  Linienelement  des  Kreises  bestimmt  ist. 

Eine  Sekante  hat  daher  mit  einem  Kreise 
zwei  getrennt  liegende,  also  nicht  aufeinander- 
folgende Punkte  gemein;  eine  Tangente  zwei 
unmittelbar  aufeinanderfolgende,  zwei  unendlich 
nahe  Punkte. 

Erkl.  50.  Da  durch  ein  Linienelement  eine 
gerade  Linie  bestimmt  ist,  so  kann  man 
andererseits  auch  sagen,  dass  die  Tangente  die 
Richtung  angibt,  in  welcher  sich  ein  die 
Kreislinie  durchlaufender  Punkt  an  der  be- 
trachteten Stelle  gerade  bewegt.  Nach  Er- 
klärung 100  des  III.  Teiles  entsteht  eine  krumme 
Linie  durch  diejenige  Bewegung  eines  Punktes, 
bei  welcher  dieser  die  Hichtung  seiner  Ver- 
schiebung in  jedem  Augenblick  ändert.  Die- 
jenige Richtung,  in  welcher  sich  der  Punkt  an 
einer  bestimmten  Stelle  des  Kreises  gerade  be- 
wegt, ist  also  die  Richtung  der  Tangente. 

Man  Tergl.  hierüber  den  Abschnitt  über  die 
krummlinige  Bewegung  und  die  Zentrifugal- 
kraft in  Klimperts  Lehrbuch  der  Dynamik 
fester  Körper.  


Antwort.  Wenn  der  Abstand  der 
Geraden  BC  (Figur  8)  grösser  als  MA 
wird,  so  rücken  die  Schnittpunkte  B 
und  C  näher  zusammen  (vergl.  auch 
Figur  11)  und  fallen  zuletzt  mit  dem 
Endpunkte  des  Durchmessers  MA 
selbst  zusammen.  Dabei  wird  der 
Winkel  BMC  des  Dreiecks  BMC  gleich 
Null,  jeder  der  Winkel  MBC  und  MCB 
wird  ein  Rechter.  Die  Länge  der  Grund- 
seite BC  ist  gleichfalls  Null,  ihr  Mittel- 
punkt fallt  daher  ebenso  wie  die  ganze 
Sehne  BC  in  den  einen  Punkt,  den 
Berührungspunkt. 

Dieser  Punkt  ist  der  einzige,  welchen 
die  Tangente  und  der  Kreis  gemeinsam 
haben;  er  ist  aber  kein  gewöhnlicher 
Schnittpunkt,  sondern  er  besteht  aus 
zwei  unendlich  nahegerückten,  aus 
zwei  zusammenfallenden  Punkten, 
w^elche  ein  der  Geraden  und  dem  Kreise 
gemeinsames  Linienelement  bilden. 
(Vergleiche  Antwort  der  Frage  50  und 
Erkl.  171  bis  174  im  L  Teile  dieses 
Lehrbuches.) 

Da  der  Berührungspunkt  der  Fuss- 
punkt  der  Senkrechten  ist,  so  ist 
er  auf  der  ganzen  Tangente  der  dem 
Kreismittelpunkt  zunächstliegende, 
und  er  ist  der  einzige,  dessen  Abstand 
gleich  dem  Kreisradius  ist,  also  der 
einzige  Punkt  der  Geraden,  welcher 
auf  dem  Kreise  liegt.  Alle  Verbin- 
dungsstrecken des  Kreismittelpunktes 
mit  andern  Punkten  der  Tangente  sind 
länger  als  die  Senkrechte,  also  länger 
als  der  Radius ;  folglich  liegen  alle  übri- 
gen Punkte  der  Tangente  ausserhalb 
des  Kreises. 
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Frage  26.  Wie  kann  man  sich  nach 
vorstehender  Antwort  eine  Tangente 
an  eine  krumme  Linie  in  einem  Punkte 
derselben  auch  entstanden  denken? 


£rkl.  51»  Eme  beliebige  krumme  Linie 
wird  allgemein  auch  mit  dem  Namen  Kurve 
bezeichnet,  vom  lateinischen  curvus  =  krumm. 


Figur  18. 


Erkl.  52.  Da  eine  krumme  Linie  nach  dem 
Nebenstehenden  und  Erkl.  50  in  jedem  ihrer 
Punkte  eine  bestimmte  Bichtung  besitzt,  so 
kann  man  auch  von  dem  Schnittwinkel 
zweier  Kurven  bezw.  von  dem  Schnitt- 
winkel einer  Kurve  mit  einer  sie 
schneidenden  Geraden  reden:  als  dem 
Winkel  der  beiderseitigen  Tangenten,  bezw. 
dem  Winkel  zwischen  der  Tangente  und  der 
Sekante. 

Erkl.  58«  Die  Entstehung  der  Tangente 
an  einen  Kreis  als  Grenzlage  einer  um 
ihren  Schnittpunkt  gedrehten  Sehne 
kann  in  Figur  16  erkannt  werden.  Die  durch 
den  Punkt  P  gehenden  Sehnen  des  grossen 
Kreises  nämlich  sind  gleichzeitig  Sekanten  des 
kleinen  Kreises  über  FM  als  Durchmesser.  Das 
in  diesem  kleinen  Kreis  enthaltene  Stück  zwischen 
Punkt  P  und  dem  andern  Kreispunkt  (dem  Fuss- 
punkt  der  Senkrechten  von  M  aus)  ist  jeweils 
eine  Sehne  dieses  kleinen  Kreises,  deren  zweiter 
Schnittpunkt  von  M  gegen  P  hinrückt, 
so  dass  die  Sehne,  von  der  Lage  PM  ausgehend, 
stets  kürzer  wird  und  zuletzt  als  Sehne  von  der 
Länsre  NuU  in  den  Punkt  P  zusammenföUt  bei 
der  Lage  ÄPB  der  Geraden.  Dann  ist  MP 
Durchmesser  des  kleinen  Kreises,  und  dessen 
Tangente  AB  \&t  nach  Antwort  der  Frage  24 
senkrecht  zu  diesem  Durchmesser  in 
seinem  Endpunkte  B, 

Erkl.  54.  Während  ein  Berührungspunkt 
zwischen  Kreis  und  Gerade  oder  auch  zwischen 
Kreis  und  Kreis  nur  immer  als  Doppelpunkt 
zu  denken  ist,  kann  bei  andern  krummen  Linien 
auch  der  Fall  eintreten,  dass  in  dem  Berührungs- 
punkt mehr  als  zwei  Punkte  zusammenfaUen. 


Antwort.  Um  an  einer  beliebigen 
krummen  Linie  in  einem  gegebenen 
Punkte  B  derselben  die  Tangente  zu 
erhalten,  ziehe  man  durch  den  Punkt  B 
eine  beliebige  Sekante  BA  der  Kurve 
und  drehe  diese  Gerade  um  den  Punkt  B 
so,  dass  der  Punkt  A  sich  gegen  den 
Punkt  B  bewegt.  In  dem  Augenblicke, 
wo  der  Punkt  A  den  Bogen  AB  zurück- 
gelegt hat,  fällt  Punkt  A  mit  Punkt  B 
zusammen,  und  die  Gerade  BA  hat  die 
Grenzlage  als  Tangente  BT  er- 
reicht. 

Verbindet  man  einen  beliebigen 
Punkt  P  innerhalb  der  Kurve  mit  B 
und  dem  wandernden  Punkte  A^  so 
wird  der  Winkel  P  des  Dreiecks  P^^ 
immer  spitzer,  und  wenn  Punkt  A  m  B 
fällt,  wird  <APB  =  (i  und  -^PAB  = 
1800  — ^P5J. 

Die  Tangente  gibt  auch  bei  der 
beliebigen  krummen  Linie  die  Richtung 
der  Kurve  im  betrachteten  Punkte  an 
(vergl.  Erkl.  50). 

Das  Dreieck  PBA  ist  bei  einer  be- 
liebigen Kurve  oder  auch  beim  Kreise 
kein  gleichschenkliges,  solange  nicht  P 
Kreismittelpunkt  ist.  Nur  wenn  P  mit 
dem  Mittelpunkt  des  Kreises  zusammen- 
fällt, wird  stets  PB  =  PA  in  allen 
Lagen,  und  daher  stets  <^  PBA  =  PAB. 
Deshalb  wird  auch  nur  für  die  nach  dem 
Kreismittelpunkte  gehende  Sehne 
von  B  aus  der  Winkel  TBP  zum  rech- 
ten Winkel  (s.  die  folgenden  Sätze  11). 
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So  erkennt  man  leicht  in  Figur  19,  dass  bei 
Drehnng  der  Sekante  AC  nm  den  Punkt  B 
nicht  nur  Punkt  A^  sondern  gleichzeitig  yon 
der  andern  Seite  auch  der  Schnittpunkt  C  gegen 
den  Punkt  B  hinrückt,  und  dass  gleichzeitig 
mit  dem  Punkte  A  auch  Punkt  C  im  Punkte  B 
anlangt,  dass  also  im  BerührungspuDkte  Jß  drei 
zusammenfallende  Punkte,  also  zwei 
benachbarte  Linienelemente  der  krummen  Linie 
auf  der  geraden  Tangente  liegen.  Einen 
Punkt  dieser  Kurve  Ton  der  in  Figur  19  ge- 
zeichneten Art  nennt  man  einen  Wendepunkt. 
Ebenso  können  aber  auch  zwischen  einem  Kreis 
und  einer  Ellipse  Berührungen  stattfinden,  bei 
Tvelchen  drei  und  sogar  vier  unendlich  nahe- 
liegende Punkte  den  beiden  Kurven  gemeinsam 
sind. 


Figur  19. 


Frage  27.  Welche  Aussagen  über 
(lie  Beziehungen  zwischen  der  Kreislinie 
und  einer  Tangente  derselben  ergeben 
sich  aus  den  Antworten  25  und  26? 


Erkl.  55.  Satz  11  ist  eine  Formulierung 
der  Definition  der  Tangente,  wonach  eine 
solche  Gerade  Tangente  wird,  deren  seiikrechte 
Abstandsstrecke  vom  Kreismittelpunkt  gleich 
dem  Radius  ist.  Die  Sätze  IIa  bis  11c  sind 
eine  wörtliche  Uebert ragung  der  Sätze  5a 
bis  5  c  über  das  Dreieck  MBC  der  Figur  10, 
indem  ftlr  Sehne  eintritt  Tangente,  für 
Mittelpunkt  der  Sehne  —  Berührungs- 
punkt der  Tangente.  Da  der  Mittelpunkts- 
winkel und  ebenso  der  ausgeschnittene  Kreis- 
bogen verschwindet,  so  bleibt  Satz  5  selbst 
ohne  Uebertragnng  und  ebenso  die  in  den 
Sätzen  5  vorkommenden  Beziehungen  dieses 
Winkels  und  der  Kreisbogenstücke. 

Figur  20. 


Antwort.  Auf  Grund  der  vorigen 
Antworten  kann  man  über  eine  Tangente 
folgende  Aussagen  machen  (s.  Figur  20): 

Satz  11.  Die  im  Endpunkte 
eines  Radius  errichtete  Senk- 
rechte ist  eine  Tangente  des 
Kreises. 

Und  femer: 

Satz  Ha.  Die  Senkrechte  vom 
Kreismittelpunkte  auf  eine  Tan- 
gente trifft  den  Berührungs- 
punkt. 

Satz  Hb.  Die  Senkrechte  auf 
einer  Tangente  im  Berührungs- 
punkte geht  durch  den  Kreis- 
mittelpunkt, ist  also  Radius  bezw. 
Durchmesser. 

Satz  Uc.  Die  Verbindungs- 
linie des  Kreismittelpunktes 
und  des  Berührungspunktes 
einer  Tangente  ist  senkrecht 
zur  Tangente. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser 
Sätze  ergibt  sich  sowohl  aus  der  Ant- 
wort der  Frage  25,  als  auch  aus  einer 
Wiederholung  der  in  Antwort  der  Frage  1 6 
angestellten  Ueberlegung.  Der  Durch- 
messer MB  (Figur  20)  ist  nämlich  wieder 
Symmetrieachse  für  den  Kreis  und  die 
Tangente  als  selbstentsprechende  Achsen- 
senkrechte und  vereinigt  daher  in  sich 
die  Eigenschaften: 
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ErkL  56.    Nach  Erkl.  52  sagt  man,  dass       1)  als  Senkrechte  vom  Kreismittel- 

jeder  Radius  eines  Kreises  den  Kreis  senk-  p^j^j  jy^  g^f  ^^  Tangente  BT, 

recht  schneidet,  oder  unter  einem  rechten  ^  °  ' 

Winkel  schneidet,  oder  dass  ein  Kreis  mit       2)  als  Senkrechte  der  Tangente  BT 

jedemRadius  einen  rechten  Winkel  bildet,-  -^  Berührungspunkte  £, 
weil  der  Radius  mit  der  Tangente  des  Kreises  °  *  ' 

in  seinem  Endpunkte,   also   mit  der  Richtung         3)  als    Verbindungslinie     des    Kreis- 

des  in  seinem  Schnittpunkte  gelegenen  Linien-  mittelpunktes  M  mit   dem   BertihrunffS- 

elementes  einen  rechten  Winkel  bildet.  T^nnlr+Ä   R 

Die  Tangente  selbst,  deren  Richtung  mit  P»l"^1^6  ^• 
diesem  Linienelemente  zusammenfällt,  bildet  mit       Infolge  des  Zusammentreffens  dieser 

dem  Kreise  einen  Winkel  von  Oo,  oder  der  Eigenschaften    kann    man    daher    einer 

Kreis    wird    von    der  Tangente    unter    einem  t,-^,*^     «.«i«t>^   «,-^^   ^«^  i\.^^^   i.^«,'*»-«- 

Winkel  von  oo  getroffen,  d.  h.  der  Kreis  ^^^^^  welche  eine  von  ihnen  besitzt, 

wird  von  der  Tangente  berührt.   Es  ist  daher  alle    zuschreiben. 
Berührung  und  y,Schneiden  unter  einem  Win- 
kel von  00"  für  gleichbedeutend  zu  halten. 

Erkl.  57.  Wenn  in  Figur  18  1)  die  Kurve 
BA  eine  Kreislinie  ist,  und  2)  der  Punkt  P 
in  den  Mittelpunkt  dieser  Kreislinie  fällt, 
dann,  aber  auch  nur  bei  Erfülluug  dieser 
beiden  Bedingungen,  ist  das  Dreieck  PBA 
ein  gleichschenkliges  und  in  demselben: 

A  PH 
^PAB=  PBA  =  900 :1±^, 

Wird  hierin  <^APB  =  0,  dann  wird: 
<^PAB=  PBA  =  9(P. 

Das  Dreieck  PBA  in  Figur  18  selbst  aber 
erhält  beim  Zusammenfallen  der  Punkte  A  und  B 
zwar  auch  einen  <^APB  =  0,  da  aber  <^  PBA 
nicht  gleich  <^P-4B  ist,  so  wird  auch  beim 
Zusammenfallen  der  Punkte  nicht  jeder  dieser 
beiden  Winkel  ein  Rechter.  Die  Entstehung  des 
rechten  Winkels  ist  also  eine  ganz  besondere 
und  hervorragende  Beziehung  zwischen  Tan- 
gente und  Bad  ins  des  Kreises.  Bei 
andern  krummen  Linien,  welche  einen  Mittel- 
punkt besitzen,  heisst  auch  die  Verbindungs- 
linie des  Mittelpunkts  mit  einem  Kurvenpunkte 
ein  Badius ;  dieser  bildet  aber  keineswegs  rechte 
Winkel  mit  einer  in  jenem  Kurvenpimkte  als 
Berührungspunkt  gezogenen  Tangente;  vielmehr 
ist  dann  die  auf  der  Tangente  im  Berührungs- 
punkte errichtete  Senkrechte  oder  Kurven- 
normale  ganz  verschieden  von  dem  vom  Be- 
rührungspunkte zum  Mittelpunkte  der  Kurve 
führenden  Badius. 


Frage  28.  Welche  Ergebnisse  er- 
hält man  aus  den  vorigen  Sätzen  für 
die  zwei  in  den  Endpunkten  des 
gleichen  Durchmessers  errichteten 

Tangenten?  Antwort.  Wenn  in  den  beiden  End- 

punkten desselben  Durchmessers 

Erkl. 58.  Die  vorliegende  Frage 28  schliesst  Tangenten   emchtet   werden,    so    steht 

sich  an  Frage  27  genau  so  an,  wie  Frage  18  nach   Satz  11    dieser  Durchmesser  auf 

an  Frage  17     Daher  ist  auch  der  erhaltene  jeder  der  beiden  Tangenten  senkrecht. 

Satz  12  eine  Lebertragung  der  m  Satz  6  ent-  %-.  v-j        ij-v'jm  i. 

haltenen  Behauptung^   auf  die  Beziehungen  Demnach  Sind  auch  die  beiden  Tangenten 

zwischen  Kreis  und  Tangente.  parallel   unter  sich   und  parallel  zu 
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Figur  21. 


Erkl«  59«  Die  Gesamtheit  der  in  Figur  21 
enthaltenen  Linien  bildet  daher: 

1)  eine  achsig-symmetrische  Figur  zur  Linie 
^3f  B  als  Symmetrieachse, 

2)  eine  achsig-symmetrische  Figur  zur  Linie 
CMD  aJs  Symmetrieachse, 

8)  eine  zentnsch- symmetrische  Figur  zum 
Punkte  M  als  Umdrehungsmittelpunkt. 

Und  es  sind  entsprechend  symmetrisch 
«lie  Strecken  MÄ,  MB-,  MC,  MD;  AS^,  ÄS^\ 

BT,,  BT^i 
nach  der  ersten  Beziehungsweise  mit: 

MÄ,  MB)  MD,  MC]  AS,,  AS^\  BT^,  BT,, 
nach  der  zweiten  Beziehungsweise  mit: 

MB,  MA;  MC,  MD-,  BT,,BT^]  AS„  AS^; 
nach  der  dritten  Beziehungsweise  mit: 
MB,  MA;  MD,  MC;  BT^,  BT,]  AS^,  AS,, 

Erkl.  60.  Die  Gerade  CD  ist  nach  den 
Ausführungen  in  den  Abschnitten  B  2  und  B  3 
des  in. Teiles  die  Mittelparallele  der  beiden 
Tangenten.  Es  ist  daher  bemerkenswert,  dass 
jede  beliebige  Senkrechte  der  drei  Parallelen 
als  Durchmesser  eines  Kreises  dienen  kann, 
welcher  die  beiden  Tangenten  bertlhrt.  Oder 
wenn  man  von  irgend  einem  Punkt  der  Mittel- 
parallelen einen  Kreis  zeichnet,  der  die  eine  der 
Parallelen  berührt,  so  berührt  er  auch  die  andere. 
(Vergl.  Abschnitt  B  2  dieses  Teiles.) 


allen  nach  Figur  1 1  auf  demselben  Durch- 
messer senkrecht  stehenden  Sehnen. 

Beim  Umklappen  um  den  Durch- 
messer als  Symmetrieachse  vertauschen 
daher  die  beiden  entgegengesetzten  Rich- 
tungen auf  jeder  der  beiden  Tangenten 
ihre  Lage,  und  gleichzeitig  die  beiden 
Halbkreise,  welche  zwischen  den  ent- 
gegengesetzten Berührungspunkten  lie- 
gen. Wird  aber  um  denjenigen 
Durchmesser  umgeklappt,  welcher 
auf  dem  vorigen  senkrecht  steht,  so 
vertauschen  die  gleichgerichtet  parallelen 
Eichtungen  auf  den  beiden  Tangenten 
gegenseitig  ihre  Lage,  und  ebenso  die 
Berührungspunkte  und  die  in  ihnen 
halbierten  Halbkreise.  Wird  endlich  die 
ganze  Figur  um  den  Kreismittelpunkt 
um  180^  herumgedreht,  so  erhält  der 
Kreis  als  ganzer  und  jeder  einzelne  Durch- 
messer wieder  seine  vorige  Lage,  die 
beiden  Tangenten  vertauschen  ihre  Lage, 
und  zwar  jede  Richtung  auf  der  einen 
mit  der  entgegengesetzt  parallelen  der 
andern. 

Man  kann  also  die  Aussage  machen: 

Satz  12.  DieBerührungspunkte 
zweier  paralleler  Tangenten 
eines  Kreises  liegen  auf  einem 
Durchmesser,  nämlich  auf  der- 
jenigen Geraden  durch  denKreismittel- 
•  punkt  und  durch  die  Mittelpunkte  aUer 
zu  den  Tangenten  parallelen  Sehnen, 
welche  die  beiden  Tangenten  in  den 
Berührungspunkten    senkrecht   trifft. 


Frage  29.    Zu  welchem  Ergebnisse 

führt  eine  Umdrehung  der  Figur  MBT 

oder  MBS  um  den  Kreismittelpunkt  M        .    .        ,    ,,,       ,.         ^     ox     i 

als  Umdrehungsmittelpunkt?  ,,^^*7S^^^^'^.^^^^^^^^ 

^  ^  MB  und  BTm  Figur  20,  bezw.  aus  MA 

v^t  Äi   T^-  •    X- V     *  V.    j       *  -1  u    und  S'.So  oder  aus  MB  und   T.  7.,  in 
EmI.  61.  Die  im  Nebenstehenden  entwickelte   -p,.        kn^     u-u  x    t:>-  j      tt      • 

Anschauung  der  Erzeugung  eines  Kreises  als  Figur  21  gebüdete  Figur  um  den  Kr eis- 
Liniengebilde  durch  die  Bewegung  einer  mittelpunkt  M  beliebig  weit  herum- 
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Geraden  (vergl;  Erkl.  2  im  III.  Teile)  findet 
auch  ganz  allgemein  Anwendung  auf  Erzeugung 
beliebiger  krummer  Linien  durch  eine  bewegte 
Gerade.  Diese  Gerade  bleibt  stets  Tangente 
der  Kurve  und  durch  die  Gesamtheit  dieser 
Tangenten  wird  die  Kurve  eingehüllt,  die 
Kurve  entsteht  als  „Umhüllungsfigur'*  ihrer 
Tangenten  (vergl.  auch  Erkl.  307). 

Jede  dieser  einhüllenden  Geraden  hat  mit 
jeder  der  beiden  unendlich  nahe  benachbarten 
Tangenten  einen  Schnittpunkt  gemein,  mit 
der  eingehüllten  Kurve  aber  zwei  zusammen- 
fallende Punkte,  einen  Doppelpunkt,  ein 
Linienelement,  nämlich  den  Schnittpunkt 
mit  der  nächstvorhergehenden  und  denjenigen, 
mit  der  nächstfolgenden  Geraden.  Diese  Schnitt- 
punkte bilden  bei  der  als  Liniengebilde  er- 
zeugten Kurve  ebenso  die  auf  der  Kurve  lie- 
genden Kurvenpunkte,  wie  durch  die  von  zwei 
unmittelbar  aufeinanderfolgenden  Punkten  ge- 
bildeten Linienelemente  der  als  Punktgebilde 
erzeugten  Kurve  die  Kurventangenten  be- 
stimmt werden. 

Figur  22. 


gedreht  wird,  so  durchlaufen  die 
Strecken  MÄ  oder  MB  die  verschiedenen 
Lagen  der  Kreisradien,  die  Endpunkte  Ä 
oder  B  selbst  durchlaufen  die  Kreis- 
peripherie, das  im  Berührungspunkt  dem 
Kreis  und  der  Geraden  gemeinsame 
Linienelement  bleibt  stets  beiden 
Gebilden  gemeinsam,  der  Abstand  der 
Geraden  T^T^  bleibt  stets  gleich  der 
Länge  der  Senkrechten,  also  stets  gleich 
dem  Kadius  (vergl.  Abschnitt  B  3  des 
m.  Teiles),  folglich  bleibt  T,T^  stets 
Tangente  an  den  Kreis. 

Man  gelangt  daher  zu  der  Vorstellung, 
dass  irgend  eine  Gerade  TiT^,  wenn 
sie  sich  um  irgend  einen  Punkt  M  als 
ümdrehungsmittelpunkt  herum- 
dreht, stets  Tangente  eines  Kreises 
bleibt,  dessen  Mittelpunkt  der  Üm- 
drehungsmittelpunkt M  ist,  und  dessen 
Radius  die  senkrechte  Abstandsstrecke 
der  Geraden  vom  Mittelpunkte  ist  Man 
sagt,  dieser  Kreis  werde  als 
Liniengebilde  von  der  Geraden 
erzeugt,  er  werde  von  der  Geraden 
umhüllt  oder  eingehüllt,  und  man 
fasst  den  Kreis  auf  als  Inbegriff 
aller  ihn  berührenden  oder  um- 
hüllenden Geraden,  geradeso,  wie 
er  angesehen  werden  kann  als  Inbegriff 
der  auf  ihm  liegenden  Punkte. 


"  Frage  30.  Welche  Beziehungen  be- 
stehen zwischen  zwei  beliebigen  von  den- 
jenigen Lagen,  welche  die  Tangente 
bei  der  Erzeugung  eines  Kreises 
annehmen  kann? 


Erkl«  62.  Bei  der  Drehung  einer  Geraden 
aus  der  Lage  der  Tangente  im  Punkte  A  nach 
jener  der  Tangente  im  Punkte  B  gelangt  der 
Tangentenabschnitt  AS  selbst  nicht  mit 
dem  achsig -symmetrischen  Tangentenabschnitt 
BS  zur  Deckung,  sondern  da  Punkt  A  auf 
Punkt  B  und  die  Richtung  von  A  nach  S 
auf  die  Richtung  von  S  nach  B  kommt,  so 


Antwort.  Werden  unter  den  vielen 
Lagen  der  Tangenten  an  einen  Kreis 
in  Figur  22  irgend  zwei  ausgewählt, 
und  ihre  Berührungspunkte  A  und  B 
mit  dem  Kreismittelpunkte  verbun- 
den, so  sind  (s.  Figur  23)  MA  und  MB 
Radien,  also  gleichlang,  -^MAS  und 
'^MBS  sind  nach  Satz  11c  beide  rechte 
Winkel,  ^ASB  ist  nach  Antwort  der 
Frage  45  des  IL  Teiles  ein  „Tangenten- 
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fällt  ^S  in  eine  von  B  aus  jenseits  des  Be- 
rährangspnnktes  anf  der  Eichtnng  SB  gelegene 
Strecke  BT,  für  welche  dann  anch: 
MA  =  MB,    <^MAS  =  <^MBT=9(y>, 

AS=BT,  MS=  MT. 
Bei  der  Umklappnng  nm  MS  als  Achse 
aber  gelangen  zur  Deckung  die  gleichen  Winkel- 
hälften AMS  =  BMS  und  ASM  =  BSM, 
sowie  die  gleichen  Strecken  MA  =z  MB  und 
AS=zBS.  Diese  letztere,  aus  der  achsigen 
Symmetrie  folgende  Gleichheit,  welche  in  den 
Betrachtungen  tlber  die  Umdrehung  allein 
(im  III.  Teile)  nur  nebensächlich  erschien,  tritt 
jetzt  unter  dem  wichtigen  Gesichtspunkte  der 
Tangentenabschnitte  in  Vordergrund. 

Figur  23. 
(Vergl.  Figur  42  des  III.  Teiles.) 


Winkel".  Nunist  if  der  ümdreliungs- 
mittelpunkt,  um  welchen  die  Gerade 
AS  gedreht  werden  muss,  um  mit  der 
Richtung  SB  zur  Deckung  zu  kommen. 
Daher  treten  die  Sätze  36  und  37  des 
in.  Teiles  in  Geltung,  und  es  wird  der 
Winkel  der  Richtungen  AS  und  SB, 
also  der  Nebenwinkel  des  Winkels 
ASB  als  Winkel  der  Anfangs-  und  End- 
lage der  gedrehten  Tangente  gleich  dem 
Winkel  der  durchlaufenen  Drehung, 
nämlich  gleich  ^AMB,  beide  gleich 
1800  —  <^ASB',  die  Linie  MS  halbiert 
den  Winkel  ASB  und  den  Winkel  AMB: 
die  Linie  MS  ist  Symmetrieachse 
für  die  aus  den  Tangenten  und  ihren 
zugehörigen  Radien  gebildete  Figur,  folg- 
lich nicht  nur  als  Durchmesser  Sym- 
metrieachse für  den  Kreis,  sondern  auch 
für  die  beiden  Strecken  AS  und  BS  auf 
den  Tangenten. 

Diese  Strecken  SA  und  SB  auf  den 
von  einem  Punkte  S  an  einen  Kreis 
gehenden  Tangenten  zwischen  S  und 
den  Berührungspunkten  mit  dem  Kreise 
heissen  Tangentenabschnitte;  MA 
und  MB  heissen  die  Berührungs- 
radien der  den  Tangentenwinkel 
ASB  bildenden  Abschmtte. 


Frage  31.    Welche  Aussagen  über 
zwei  Tangenten   ergeben  sich  aus 


voriger  Antwort? 


Erkl.  68«  Der  Beweis  für  die  nebenstehenden 
Sätze  13  nnd  14  kann  ohne  ünterlegung 
der  Sätze  des  Torigen  Teiles  dieses 
Lehrbuches  auch  unmittelbar  geführt  werden, 
wie  folgt: 

Wenn  ^5und  BS  Tangenten  vom  Punkte iS 
ans  an  den  Kreis  um  M  sind,  so  sind  die  Radien 
MA  =z  MB  und  die  rechten  Winkel  MAS  = 
MBS.  Wird  also  um  die  Halbierungslinie 
des  Winkels  AMB  um&;eklappt,  so  fällt  MA 
auf  MB,  Punkt  A  auf  5,  der  rechte  Wmkel 
MAS  auf  den  rechten  Winkel  MBS,  die 
Schenkelrichtung  AS  auf  die  Schenkel- 
richtung BS\  also  ist  auch  ihr  Schnittpunkt  S 
als  Schnittpunkt  achsig- symmetrischer  Geraden 
ein  sich  selbstentsprechender,  ein  Achsen- 
Punkt:  folglich  geht  die  Achse  durch 
Punkt  5,  und  es  fällt  auch  Strecke  AS  auf 
Strecke  BS  und  Winkel  ASM  auf  Winkel 
BSM,  d.  h.  MS  halbiert  nicht  nur  <^AMB, 
sondern  auch  ASB. 


Antwort.  Auf  Grund  der  vorigen 
Antwort  lassen  sich  über  zwei  Tangenten 
folgende  Aussagen  machen: 

Satz  18.  Ein  Tangentenwinkel 
und  der  Mittelpunktswinkel  der 
zugehörigen  Berührungsradien 
sind  supplementär;  die  Verbin- 
dungslinie der  beiden  Scheitel- 
punkte ist  gemeinsame  Halbie- 
rungslinie beider  Winkel. 

Oder: 

Satz  18a.  Die  Halbierungs- 
linie eines  Tangentenwinkels 
geht  durch  den  Kreismittel- 
punkt und  halbiert  den  zum 
ersteren  supplementären  Win- 
kel der  zugehörigen  Berüh- 
rungsradien. 
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Erkl.  6i.  Dass  die  Winkel  ÄMB  und  ÄSB 
supplementär  sind,  lässt  sich  auf  verscbiedene 
Art  nachweisen: 

1)  ^ach  Antwort  der  Frage  156  des  III.  Teiles 
ist  das  Viereck  AMBS  ein  Deltoid;  da  das- 
selbe zwei  rechte  Winkel  hat,  so  sind  seine 
andern  Winkel  supplementär. 

2)  Die  Schenkelrichtungen  des  Neben- 
winkels zu  <^ASB  stehen  senkrecht  zu  den 
Schenkeln  des  Winkels  AMB^  folglich  ist 
dieser  Nebenwinkel  =  AMB  =  ISO^^  AS B. 

3)  Im  rechtwinkligen  Dreieck  MAS  ist: 
<^ASM=90O--AMS=9O0-^±^. 

Winkel  ASB  aber  ist  gleich: 

2.^  ^Ä3f=  2^900— t^i^^  =  1800— ^JfÄ 

Da  der  Mittelpunktswinkel  ebensoviel  Winkel- 
grade hat,  als  sein  zugehöriger  Kreisbogen  Bogen- 
grade, so  kann  man  auch  sagen,  dass  die  Grad- 
zahlen des  Tangentenwinkels  und  seines  zu- 
gehörigen Bogens  zusammen  180  geben.  


Und  umgekehrt: 

Satz  13b.  Ein  Mittelpunkts- 
winkel  und  der  Tangentenwinkel 
der  zu  seinen  Radien  zugehörigen 
Tangenten  sind  suppplementär, 
und  die  Halbierungslinie  des 
Mittelpunktswinkels  geht  durch 
den  Tangentenschnittpunkt  und 
halbiert  den  Tangentenwinkel. 
Femer  erhält  man  die  Aussage: 

Satz  14.  Die  Tangenten- 
abschnitte auf  zwei  vom 
gleichen  Punkte  an  einen 
Kreis  gehenden  Tangenten 
sind  gleichlang. 


Frage  32.  Zu  welchen  Vorstellungen 
über  die  Beziehungen  zweier  Tan- 
genten zu  den  Elementen  des  von 
ihnen  berührten  Kreises  gelangt  man 
auf  Grund  der  vorigen  Sätze? 

Erkl.  65.  Bei  der  beliebigen  Geraden  AB 
als  Scbnittlinie  des  Kreises  lassen  sich  nach 
Erkl.  52  und  56  die  Schnittwinkel  mit  dem 
Kreise  au&uchen.  Da  nämlich  AS  und  AB 
die  in  den  Schnittpunkten  A  und  B  gezogenen 
Tangenten  sind,  so  stellen  die  Winkel 
zwischen  AB  und  diesen  Tangenten  auch  die 
Schnittwinkel  der  Geraden  AB  mit 
dem  Kreise  dar.  Wie  nun  am  Schnittpunkt 
zweier  Geraden  zweierlei  supplementäre  Winkel- 
grössen  entstehen,  deren  jede  zweimal  auftritt 
in  der  Lage  zweier  Scheitelwinkel,  so  entstehen 
auch  zwischen  einem  Kreise  und  einer  Geraden 
an  jedem  Schnittpunkte  vier  Winkel,  gemessen 
durch  die  vier  Winkel  zwischen  dieser  Geraden 
und  der  Tangente.  Man  hat  nämlich  (siehe 
Figur  25):  

1)  den  Winkel  der  Richtung  AB  mit  dem 

Kreisbogen  AX,  gemessen  durch  den  gerad- 
linigen Winkel  BAS,  

2)  den  Winkel  der  Richtung  AB  mit  dem 

Kreisbogen  AY,    gemessen  durch  den   gerad- 
linigen Winkel  BAT,  

3)  den  Winkel  der  Richtung  AD  mit  dem 

Kreisbogen  AX,   gemessen   durch   den  gerad- 
linigen Winkel  DAS,  

4)  den  Winkel  der  Richtung  AD  mit  dem 

Kreisbogen  AT,    gemessen  durch  den  gerad- 
linigen Winkel  DAT. 


Antwort.  1)  Auf  Grund  der  obigen 
Ergebnisse  gelangt  man  zu  der  Vor- 
stellung, dass  zu  je  zwei  gegebenen 
Tangenten  eines  Kreises  zwei  Be- 
rührungspunkte auf  diesem  &eise 
gehören,  also  auch  zwei  bestimmte 
Kreisbogen  und  eine  bestimmte  Sehne 
als  Verbindungslinie  der  Berührungs- 
punkte der  Tangenten.  Diese  Sehne 
wird  die  zum  Tangentenschnitt- 
punkte oder  zum  Tangentenwinkel 
zugehörige  Berührungssehne  ge- 
nannt. 

2)  Man  gelangt  zu  der  Vorstellung, 
dass  zu  einer  beliebigen  Sehne  eines 
Kreises  ausser  den  beiden  Radien,  den 
Kreisbogen  und  dem  Mittelpunktswinkel 
auch  zwei  ganz  bestimmte  Tan- 
genten des  Kreises  gehören  und  ein 
bestimmter  Tangentenschnittpunkt 
mit  einem  Tangentenwinkel,  zu 
welchen  jene  Sehne  Berührungs- 
sehne ist. 

3)  Man  gelangt  zu  der  Vorstellung, 
dass  bei  einer  Umdrehung  der  aus 
einem  Mittelpunktswinkel  und  den 
zugehörigen  Bogen,  Sehnen,  Tangenten, 
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ErU.  66.    Nach  der  vorigen  Erkl.  65  sind 
also  an  Fignr  25  als  gleichgross  anzusehen 

der  Winkel  der  Kichtnng  J5  mit  Bogen  AX 
und  derjenige  der  Eichtung  AD  mit  dem  Bogen 

AY,  nnd  ebenso  als  gleichgross  nnd  dem 
Torigen  Winkel  supplementär  der  Winkel 


sowie  dem  Tangentenschnittpunkt 
und  TangentenwiBkel  gebildeten 
Figur  um  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
die  sämtlichen  Elemente  dieser  Figur 
die  gleiche  Grösse  behalten,  &ss 
also  an  allen  Stellen  eines  und  desselben 
Kreises  wieder  gleiche  Sehnen,  Tan- 
gentenabschnitte und  Tangentenwinkel 
entstehen. 

4)  Man  gelangt  zu  der  Vorstellung, 
dass  wenn  umgekehrt  an  einem  Kreise 
durch  zwei  verschiedene  Paare  von 
Tangenten  gleiche  Tangenten- 
winkel oder  gleichgrosse  Tan- 
gentenabschnitte gebUdet  werden  — 
dann  diese  Tangentenschnittpunkte  und 
Tangentenwinkel  zur  Deckung  ge- 
bracht werden  können  durch  Um- 
drehung um  den  Kreismittel- 
punkt: ebenso  wie  gleiche  Sehnen, 
Bogen  oder  Mittelpunktswinkel  durch 
solche  Umdrehung  zur  Deckung  ge- 
bracht werden  konnten. 

5)  Man  gelangt  zu  der  Vorstellung^ 
dass  bei  einer  Umklapp ung  um  die 
Linie  SM  als  Symmetrieachse  zur 
Deckung  kommen  müssen  ausser  (siehe 
Erkl.  63): 

den  Tangentenabschnitten  SA 
und  SB, 

den  gleichen  Hälften  des  Tangenten- 
winkels ASM  und  BSM, 

und  den  Berührungspunkten  A 
und  J5,  —  auch: 

die  gleichen  Hälften  der  Sehne  ABy 
nämlich  AC  und  BC, 

die  rechten  Winkel  in  C,  näm- 
lich ACS  und  BCS,  sowie  ACM 
und  BCM, 

die  Winkel  zwischen  Berüh- 
rungssehne und  Tangenten 
SAG  und  SBC,  sowie  deren  Neben- 
winkel, 

die  Kreisbogen  AX  und  BX,  so- 
wie AY  und  BY. 

6)  Man  gelangt  zu  der  Vorstellung, 
bei  einem  Kreise  zusammen- 
fallen in  bezw.  auf  eine  und  dieselbe 
gerade   Linie   YMCXS    als    Sym- 
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zwischen  Eichtnng  AB  und  Bogen  AY  mit  dem 
Winkel  zwischen  Eichtnng  AD  und  Bogen  AX. 
Man  könnte  anch  hier  je  einen  über- 
stumpfen  Schnittwinkel  betrachten  zwi- 
schen einer  der  Richtungen  AB  oder  AD  mit 
jedem  der  benachbarten  Kreisbogen,  z.  B.  den 
in  Figur  25  durch  das  punktierte  Bögehen  an- 
gedeuteten Winkel  DAY,  jedoch  werden  bei 
Besprechung  von  Winkeln  zwischen  einem  Kreis 
und  einer  Geraden  stets  nur  hohle,  und  auch 
hier  in  der  Regel  nur  spitze  Winkel  unter 
den  vier  vorhandenen  in  Betracht  gezogen. 

Erkl.  67.  Wie  aus  der  Symmetrie  der 
Figur  24  hervorgeht,  schneidet  eine  Sekante 
einen  Kreis  in  ihren  beiden  Schnittpunkten 
auch  unter  zwei  gleichgrossen  Schnitt- 
winkeln; es  werden  nämlich  in  Figur  24 
durch  die  geradlinigen  Winkel  SAB  und  SBA 
die  Schnittwinkel  der  Geraden  AB  mit  dem 
Kreise  angegeben.  Und  wie  die  Richtungen 
CA  und  CB  und  die  Kreisbogen  AX  und  BX 
oder  AY  und  BY  symmetrisch  sind,  so  sind 
auch  alle  zwischen  der  Geraden  AB  bXi  den 
beiderseitigen  Schnittpunkten  mit  diesen  Kreis- 
bogen gebildeten  Winkel  symmetrisch  gleich. 

Erkl.  68«  Es  besteht  nicht  nur  zwischen 
den  Winkeln  AMB  und  ASB  die  auf  Grund 
des  Satzes  13  vorhandene  Beziehung,  sondern 
wegen  der  rechtwinkligen  Dreiecke  ACM  und 
ACS  und  MAS  lassen  sich  alle  vorhandenen 
Winkelgrössen  auf  eine  einzige,  z.  B.  CMA^ 
zurückführen.    So  ist: 


metrieachse  sämtlicher  Elemente  der 
ganzen  Figur: 

die   Winkelhalbierende    eines 

Mitt  elpunkts  wink  eis  j 
die  Mittelsenkrechte   der  zu- 
gehörigen Sehne, 
die  Winkelhalbierende  des  zu- 
gehörigen Tangentenwinkels, 
bezw. 

der  Kreismittelpunkt,  die  Mittel- 
punkte der  Berührungssehne 
und  beider  zugehörigenBogen, 
und  der  Schnittpunkt  der  beiden 

zugehörigen  Tangenten. 
Zieht  man  daher  eine  Linie,  welche 
eine  jener  genannten  drei  Eigenschaften 
hat,  oder  welche  durch  zwei  dieser  fünf 
Punkte  geht,  so  hat  sie  auch  alle  drei 
Eigenschaften  und  geht  durch  alle  fünf 
Punkte. 


<^CAMz=i%Qft-^CMA, 
<^CAS  =900  — <^C^if 

=  900  — (900— CJtf^) 
^CSA  =900-<^CJ[Sf 

=  900— CJlf^  = 

U.  8.  W. 


:  -^  CMA, 


im-- AMB 
2 


Weitere  Ausführungen  üher  diese  Winkel- 
grössen findet  man  im  Ahschnitt  üher  Peri- 
pheriewinkel. 


Frage  33.  Welche  Aussagen  über 
die  Berührungssehne  zweier  Tan- 
genten ergeben  sich  noch  aus  der 
Antwort  der  vorigen  Frage? 

Erkl.  69.  Sowohl  die  spitzen  Winkel 
SAB  und  SBA^  als  auch  deren  stumpfe 
Nebenwinkel  zwischen  den  Tangenten  und 
der  Sehne  sind  gleichgross,  die  Sehne  wird 
Grundseite  in  dem  gleichschenkligen  Dreieck 
der  Tangentenabschnitte. 

Wird  der  Bogen  AXB  und  mit  ihm  die 
Sehne  AB  immer  grösser,  so  fällt  zuletzt  Ä^B 


Antwort.  In  Eücksicht  der  Ant- 
wort der  vorigen  Frage  kann  man  noch 
folgende  Aussagen  machen: 

Satz  16.  Zwei  Tangenten  eines 
Kreises  bilden  mit  ihrer  Berührungs- 
sehne beiderseits  gleichgrosse 
Winkel:  die  Mittelsenkrechte 
der  Sehne  geht  durch  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  zugehörigen  Tan- 
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mit  dem  Durchmesser  zusammen,  die  Tangenten  genten  und  halbiert  den  Winkel 

AS  und  BS  werden  parallel,  und  man  erhält  /IprcplhPTi 

als  besonderen  Fall  des  nebenstehenden  Satzes  ^t;i  öciucii. 
wieder  den  Satz  12. 


3)  lieber  einen  Kreis  und  einen  Winkel, 
a)  Ueber  den  Peripheriewinkel. 

Frage  34.     Ueber  welche   Peri- 
pheriewinkel  ist  schon  im  Bisherigen        .    ^        ^     ^       ,       .      t^.  ,     . 
gehandelt  worden?  ,  J^^^P^KJ''^  ?^'\™  B^^^engen 

behandelten  Winkeln  beim  Kreise 

„  ^,   -^    ^.  ,   ,     .  ,     ^     *        sind  Peripheriewinkel: 

Erkl.  70.    Nach  der  Antwort  der  Frage  44         ,  v    ,       ^j.  ,    ,    r,  ^  »r     j       n-mkr  > 
des   IL  Teües    ist    ein  Peripheriewinkel         ^)  ^^^   VVinkel   bAM  oder  bBM  m 
jeder  Winkel   bei   einem  Kreise,    der  seinen  Figur   24,    denn    derselbe    hat    seinen 
Scheitel    auf  der  Kreisperipherie  hat.     Dabei   Scheitel  A  bezw.  B  auf  der  Peri- 

^P^r'^;?.?^f."*Ä  Plierie    des    Kreises.     Um   seinen 

sein ,    oder    em    Schenkel    Sehne    und    einer  ^         i...    •  t»  ^sj         i_x 

Tangente.     Ein  Peripheriewinkel   der  letz-  zugehörigen  Bogen   ZU  linden,    hat 

teren  Art  heisst  insbesondere  auch  Sehnen-  man    seinen    Schenkel    AM  bezw.   EM 

taiiffentenwinkel    oder    Berührungs-  zum   Schnitt  mit  dem  Kreise   ZU  ver- 

winkel      Dass    beide    Schenkel   Tangenten  längern.    Da  dieser  Schenkel  aber  Ea- 

wären,  ist  nicht  allgemem  möglich,  denn  da  es  , .  °     .  .  ^^°^i   k^^iii:.iiivci  »yci   xva 

nadi  Satz  11   in  einem  Punkte   eines  Kreises  ^^^^    ist,    SO    schneidet    er   bei    seiner 

nur  eine  Tangente  geben  kann,  so  müsste  Verlängerung    einen    Halbkreis    aus. 

dann  der  betrachtete  Winkel  ein  solcher  von  (fi  Für  den  Peripheriewinkel  SAM  ist  also 

±U''L\r^J'l'i;^^^^  °"'  ^''  Grenznber-  ^^  zugehörige  Sehne  ein  Durch- 
gangen  eintreten  kann.  °     ,  nr-^^.   i         i  ^       •    i     i 

messer,  dessen  Mittelpunktswinkel 

Erkl.  71.    Nach  Antwort  der  Frage  46  des  ^1^  gestreckter   von    180^,    der    ZUge- 

IL  Teiles  hat  man  bei  jedem  Winkel  beim  hörige-Bogen  ein  Halbkreis,  oder 

Kreise,  also  auch  sowohl  beim  allgemeinen  ein  Bogen   von    180®,    und    die   Grösse 

Peripheriewinkel,   wie   beim   Sehnen-  ^  Winkels    selbst   ist    nach   Satz  11 

tangentenwinkel  zu  unterscheiden:  .  ""»-^a*^    tt/.    i     i      ^      r^r^ 

iT  j     T>       X  -1  j     TT   . ,.  .         , .  em  rechter  Winkel  oder  90^. 

1)  den  Bogenteil  der  Kreislinie,  welcher  in  xv/v.uuv.x    tt^uxv^x 

den  Innenraum  des  betrachteten  Winkels  2)  Der  in  der  Antwort  der  Frage  32 
fällt,    oder    „auf  welchem   der  Winkel  und  in  Erkl.  68  betrachtete  Winkel  S^J5 

^^^lll'  J!rit!.h^tf  ^^t'^HK^t^f/Ta  bezw. Si?.4  ist  ebenfalls  einPeripherie- 

ijogen    oder    auch    der    o tandbogen    des  .    ,     i         j              ,              .     j        v 

Peripheriewinkels;  Winkel,  und  zwar  ebenso  wie  der  eben- 

2)  die  zu  diesem  Bogen,   also  auch  zum  genannte   von  der  besondern   Art   der 
Peripheriewinkel  zugehörige  Sehne;  Sehnen  tangentenwinkel..  Seine 

3)  den  zu  diesem  Bogen  und  seiner  Sehne,  zugehörige     Sehne     ist    beidemale 

also  auch  zum  Peripheriewinkel  zugehörigen  ^^—"^ 

Mittelpunktswinkel.  AB^    der    Standbogen    ist    AXB, 

Bei  einem  Sehnentangentenwinkel  ist   dessen     Mittelpunktswinkel     ist 
der  eine  Schenkel  selbst  die  zugehörige  AMB,  und  die  Grösse  des  Winkels  S^£ 

a°iiwSikScSlelbi"unrrfich'lt  ^f  .^5  ^rkl  68  gleich  C^^,  also 
zum  andern  Schnittpunkt  dieser  Sehne  mit  dem  gleich  der  Haltte  des  Mlttelpunkts- 
Kreise.  Winkels  AMB. 


Frage  35.     Welche  Aussage  über 
die   im   Bisherigen    betrachteten   Pen-       Antwort.    Auf  Grund  der  Antwort 
pheriewinkel    kann   man   in  Rücksicht  der  vorigen  Frage  ergibt  sich  die  Aus- 
der  vorigen  Antwort  aufstellen?  sage: 

Erkl.  72.    Es  ist  der  Gegenstand  der  fol-  Satz  16.    Der  Peripheriewinkel 

genden  Fragen  und  Antworten,  die  allgemeine         ist    halb    SO   gross   als   der   mit 


Digitized  by 


Google 


32 


Ebene  Elementar- Geometrie.  —  IV.  Teil, 


Gültigkeit  der  nebenstehenden  Behanptnng  für 
alle  Arten  von  Peripheriewinkeln  vollständig 
nachzuweisen. 


ihm  über  demselben  Bogen 
(oder  über  derselben  Sehne) 
stehende  MittelpunktswinkeL 


Frage  36.    Wie  lässt  sich  die  all- 
gemeine Richtigkeit  des  Satzes  16  für 
alle  Sehnentangentenwinkel  be- 
weisen? ^.      «^ 
Figur  26. 


Erkl«  78.  Von  den  nebenstehenden  Beweisen 
des  Satzes  16  ist  der  erste  derjenige,  welcher 
die  einfachsten  Hilfsmittel  benutzt.  Der  fünfte 
beruht  auf  dem  von  der  Kreislehre  ebenfalls 
unabhängigen  Satze  über  die  Gleichheit  von 
Winkeln  mit  paarweise  senkrechten  Schenkeln, 
der  zweite  benutzt  die  Sätze  13  und  15  über 
den  Tangentenwinkel.  Im  dritten  und  vierten 
Beweis  aber  ist  der  Satz  60  des  III.  Teiles  zu 
Grunde  gelegt,  welcher  selbst  ein  besonders 
einfacher  Fall  des  allgemeinen  Periphejiewinkel- 
Satzes  ist.  Andere  Beweise  des  Satzes  über  den 
Sehnentangentenwinkel  benutzen  den  Satz  über 
den  allgemeinen  Peripheriewinkel  zweier  Sehnen 
als  Grundlage  und  können  daher  erst  nach 
diesem  Satze  behandelt  werden. 

Figur  27. 


Erkl«  74*    Im  gleichschenkligen  Dreieck  ist 
ein   Basiswinkel    die    Hälfte  des   Supplement- 
winkels zum  Winkel  an  der  Spitze  des  Dreiecks, 
also  in  der  gewöhnlichen  Bezeichnun gs weise : 
180  — y 


a=z  a  z= 


=  90- 


Antwort.  Die  allgemeine  Richtig- 
keit des  Satzes  16  lässt  sich  fiir  Sehnen- 
tangentenwinkel oder  Berührungs- 
winkel auf  folgende  verschiedene  Arten 
beweisen: 

Beweis  L 

Ist  ^S  in  Figur  26  eine  beliebige 
Tangente  und  AB  eine  beliebige 
Sehne  durch  ihren  Berührungspunkt, 

so  ist  AB  der  zum  Berührungs- 
winkel SAB  zugehörige  Bogen  und 
AMB  der  zugehörige  Mittelpunkts- 
winkeL Fällt  man  nun  vom  Mittel- 
punkte M  auf  die  Sehne  AB  eine  Senk- 
rechte MC,  so  halbiert  diese  nach 
Satz  5   den  Mittelpunktswinkel  AMB, 

so  dass  <^AMC  =  -^^AMB.   In  dem 

rechtwinkligen  Dreieck  MAC  ist  nun 
derselbe  Winkel  AMC  Komplement- 
winkel zum  <^MACy  also: 

1)  .  .  .  ^AMC=90^  —  <^MäC 

Da  aber  femer  nach  Satz  11  auch 
der  Winkel  MAS  ein  Rechter  sein  muss, 
so  ist  auch  der  zu  untersuchende  Be- 
rührungswinkel: 

2)  .  .  .  <^SAB=:z90(>^<^MAC 

Durch  Zusammenfassung  der  beiden 
Gleichungen  1)  und  2)  erhält  man  daher: 

<^  SAB  =  <^AMC  =  —  <>i:AMB. 


2 


Beweis  IL 


Zieht  man  in  Figur  27  im  andern 
Endpunkte  der  Sehne  AB  auch  noch 
die  zweite  zugehörige  Tangente  BS,  so 
wird  nach  Satz  16  der  Winkel  ASB  = 
ISO^  — AMB.  Da  aber  nach  Satz  15 
das  Dreieck  ASB  ein  gleichschenkliges 
ist,  so  wird  als  Basiswinkel  dieses 
gleichschenkligen  Dreiecks  der  unter- 
suchte Beruhrungswinkel : 


<^SAB  = 


ISOfi- ASB       1800-(1800-^lfJ?) 


2 


=^^<^AMB, 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M.  1881, 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  luhalts- 
yerzeichiiis  der  „vollständig  gelösten  Anfgabensammlung  yon 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von  der 
Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  and  gat  brochiert  am  den  sofortigen  and  dauern- 
den Oebranch  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeich|iis,  Berichtigongen 
und  Erkl&rangen  am  Schlosse  desselben. 

8).  Aof  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8 — 4  Hefte  zn  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

6).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedeateten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersiohtUch,  ohne  jede  Bedeutung 
fOr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  aberhaapt  aof  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formehi  and  Regehi  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Angaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  angelöster  analoger  Aaf- 
gaben  and  vielen  vortre£Qichen  Figaren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fflr  Lehrer  and  Examinatoren,  das  vorzügUchste  Iiohrbuch 
lum  Selbststudium,  das  Yortrefflichste  Nachschlagebuch  ftlr  Fachleate  and 
Techniker  jeder  Art 

8).  Alle  Bachhandlangen  nehmen  Bestell ani^eD  entgegen. 


H^  Das  vollst8ndige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen   Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Draok  Ton  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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NOV     6    1?.91 

Ist^Mf^gelOste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

iD^bfl  md  Entflcklmg  der  bointzten  Sfttze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  AitiorttD 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aai  allen  Zweigen 
der  Sechenkunsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  a.  ■phftrtechen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analytii^ 
g  Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u,  des  RaumeB  etc.);  — 
I  aas  allen  Zwei«ren  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodäsie,  Nantlk) 
I  mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Straften-,  EiMenbahn-)  Wasser-i 
'&  Brieken-  n.  Hochban's;  der  Konstrnktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  n. 
!si  Parallel-Perspectlre,  Schattenkons triiktlonen  etc.  etc 

S  für 

1       Schtüer,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc 

1  zum  einzig  richtigen  und  erfoigreichen 

%      Studium,  ZOT  Forthülfe  bei  Schal  arbeiten  and  zar  rationellen  Verwertung 
fa  der  exakten  Wissenschaften, 
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W^  Das  VOllsUndige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieiei  Werk,  welchem  kein  fthnliebes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in 
Heften  zu  dem  bilHgren  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
Hten  and  praktischsten  Anfgraben  ans  dem  Oesamt^eblete  der  Mathematik,  Physik, 
^lechanlk,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbühn-, 
Rrflcken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstraktlren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOllstftndigr 
gel5ster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benutzten  S&tze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  In  Ihrer  Gesamtheit  ergSnxen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benntst 
werden  können.  —  Die  LOsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  dea 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneieh- 
nis,  Berichtignngen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen üntenichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  ü.  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgerschnlen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pr^ 
gymnaslen,  Schnllehrer- Seminaren,  Polyteehnlken ,  Techniken,  Bangewerksehnlen, 
.  Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn. Torbereltnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwfssenschaftsschnlen, 
Mllitärschnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ährlg-Frei» 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematiRchen ,  technischen  und 
naturwisBenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelüste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  eta 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezei|?t,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  ancb 
die  überaus  grosse  Fmchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  znm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voU- 
Btändige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militäm 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfs* 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yer&saer, 
Dr.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.  Fi&cherfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thnnlichst  berücksichtigt 

Stattgart  Die  Yerlagshaudlnng. 
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Erkl.  7o.  In  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
SAD  in  Figur  28  ist  SD  die  Hypotennae,  AB 
die  Höhe  anf  dieselbe,  also  der  spitze  Winkel 
BAS  zwischen  Höhe  und  der  einen  Kathete 
gleich  dem  spitzen  Winkel  ADS  zwiscJien  der 
andern  Kathete  nnd  der  Hypotenuse. 

Die  Gerade  AD  schneidet  die  beiden  Paral- 
lelen DB  nnd  MC  unter  den  Winkeln  AD^ 
und  AMC,  Da  aber  letztere  ihrer  Lage  nach 
korrespondierende  Winkel  sind,  so  sind  sie 
gleichgross. 

Figur  29. 


Erkl«  76.  Beim  gleichschenkligen  Dreieck 
ist  nach  Antwort  der  Frage  96  des  III.  Teiles 
der  Aussenwinkel  an  der  Spitze  gleich  der 
Summe  der  beiden  gleichgrossen  Basiswinkel, 
also  doppelt  so  gross  wie  ein  einzelner 
der  letzteren. 

Umgekehrt  ist  also  ein  einzelner  Basiswinkel 
des  gleichschenkligen  Dreiecks  halb  so  gross 
als  der  Aussenwinkel  an  der  Spitze  desselben. 
(Vergl.  Aufgabe  51  der  Aufgabensammlung  am 
Schlüsse  des  II.  Teiles.) 

Figur  30. 


Beweis  III. 

Zieht  man  in  Figur  28  den  Durch- 
messer AMD  durch  den  Winkelscheitel 
A,  so  wird  nach  Satz  60  des  UI,  Teiles 
der  Winkel  ABD  ein  rechter.  Ver- 
längert man  also  DB  zum  Schnittpunkt  S 
mit  der  Tangente  und  zieht  zu  DS  die 
Parallele  MC  durch  3f ,  so  wird  auch 
diese  letztere  senkrecht  zu  AB,  halbiert 
also  den  Mittelpunktswinkel  AMBy  so 

dass  u4JfC  =  Y<^^ifB  und  auch  als 

korrespondierender  Winkel  =  -^ADB. 
Nun  gehört  aber  der  Winkel  ASB  so- 
wohl dem  (bei  B)  rechtwinkligen  Drei- 
eck ABS  an,  als  dem  (bei  A)  recht- 
winkligen Dreieck  DAS,  folglich  ist: 

^SAB  =  Wi  —  ^ASD  =  <^ADB 

Beweis  IV. 
Zieht  man  in  Figur  29  den  Durch- 
messer AD  und  verbindet  B  mt  M 
und  D,  so  ist  wegen  Satz  60  des 
m.  Teiles  das  Dreieck  ABD  bei  D 
rechtwinklig,  also  <^ADB  das  Komple- 
ment zu.  ^BAD  und  wegen  Satz  11 
ebenso  ^SAB  Komplement  zu  <^BADy 
also: 

1)  .  .  .  <^SAB=i<^ADB. 

Nun  ist  aber  MBD  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck,  AMB  der  Aussenwinkel 
an  dessen  Spitze,  also  nach  Antwort 
der  Frage  96  des  UI.  Teües  als  Basis- 
winkel desselben: 

1 


2) .  .  .  ^ADB: 


2 


<^AMB. 


Erkl.. 77.  Lehrsatz  39  des  IL  Teiles  hat 
nach  Erkl.  129  daselbst  folgenden  rollständigen 
Inhalt: 

Der  Winkel  zweier  Senkrechten  zu  den 
Schenkeln  eines  Winkels  ist  diesem  gleich 
oder  supplementär,  je  nachdem  die  rechten 
Winkel  im  gleichen  oder  entgegengesetz- 
ten Drehnngssinne  Ton  den  Schenkeln  durch- 
laufen sind. 

Sa  Chi,  Ebene  Elementar-Geometrie.  IV. 


Aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  folgt 
wiederum: 

<^SAB  =  ^<^AMB. 

Beweis  V. 

Zeichnet  man  in  Figur  30  zu  dem 
Sehnentangentenwinkel  SAB  den  zuge- 
hörigen Mittelpunktswinkel  AMB  und 
den  Kadius  MC,  welcher  diesen  halbiert, 
so  ist  MC  nach  Satz  6  senkrecht  zu  AB. 
Es  ist  also  jeder  Schenkel  des  Winkels 
AMC  senkrecht  auf  einem  der  Schenkel 
des  Winkels  SAB,  nämlich  AM±SA 
und  MC±AB:  folglich  ist  nach  Satz  39 

3 
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In  Figur  30  ist  die  eine  Senkrechte  AM  des  11.  Teiles  auch  der  Winkel  der  ersten 

nämlich: 

Weitere   Beweise    desselben    Satzes 
findet  man  in  der  Antwort  der  Frage  39. 


Frage  37.  Besteht  die  in  Satz  16 
ausgesprochene  Beziehung  auch  für  den 
stumpfen  Winkel  zwischen  einer 
Tangente  und  einer  Sehne? 

Figur  31. 


Erkl«  78*  Als  Grenzlage  zwischen  dem 
spitzen  und  stumpfen  Bertlhrungswinkel  er- 
scheint wieder  der  rechte  Winkel  zwischen 
Tangente  und  Radius.  Während  zum  spitzen 
Berührungswinkel  ein  hohler  Mittelpunkts- 
winkel  und  ein  Standbogen  im  ersten  oder 
zweiten  Quadranten  gehört ,  so  gehOrt  zum 
stumpfen  Sehnentangentenwinkel  ein  über- 
stumpfer Mittelpunktswinkel  und  ein  Stand- 
bogen im  dritten  oder  vierten  Quadranten. 
Zum  rechten  Winkel  zwischen  Tangente 
und  Radius  aber  gehört  der  gestreckte  Mittel- 
punktswinkel gleich  dem  Durdimesser,  und  als 
Standbogen  der  Halbkreis. 


Erkl.  79.  Während  in  Figur  30  der  rechte 
Winkel  zwischen  den  Richtungen  der  Winkel- 
schenkel AS  gegen  MA  bezw.  AB  gegen  MC 
beidemale  gegen  den  Uhrzeiger  gemessen  sind, 
wird  der  Winkel  A  T  gegen  MA  im  negativen 
Drehungssinne  durchlaufen,  während  AB  gegen 
MC  positiv  bleibt.  Daher  ist  auch  jetzt  der 
Winkel  bei  M  nicht  mehr  gleichgross,  sondern 
supplementär  dem  Winkel  TAB, 


Antwort.  Dass  der  Satz  16  auch 
für  stumpfe  Sehnentangenten- 
winkel gilt,  lässt  sich  sowohl  ans 
dem  vorigen  ableiten,  als  auch  dii-ekt 
beweisen. 

1)  Der  stumpfe  Winkel  TAB  in 
Figur  31  ist  als  Nebenwinkel  gleich 
im'^  —  ^SAB.  Letzterer,  nämlich  der 
spitze  Winkel  iS-4J5,  ist  nach  den  vorigen 
Beweisen  gleich  der  Hälfte  des  stumpfen 
Mittelpunktswinkels  AMB.  Zu  dem 
stumpfen  Berührungswinkel  TAB  ge- 
hört aber  als  zugehöriger  Kreis- 
bogen der  grosse  Bogen  AXB  und 
als  zugehöriger  Mittelpunktswinkel  der 
überstumpfe  Winkel  AMB.  Letz- 
terer ist  gleich  360®  — <^^ilfJ5,  also 
gleich: 

^?^^=i*^  =  2.(180.-5^3) 
=  2.<^  TAB. 

Folglich  ist  auch  der  stumpfe  Be- 
rührungswinkel TAB  gleich  der 
Hälfte  des  zugehörigen  überstumpfen 
Standbogens. 

2)  Der  dem  fünften  der  vorigen  Be- 
weise zu  Grunde  gelegte  Satz  in  der 
Erkl.  77  liefert  unmittelbar  (s.  Figur  30): 
^TAB=zlS^  —  ^AMC 


=  1800- 


^^^  =4-(3600-.^3f^). 


2 

Es  ist  aber  360®  — ^3f J5  der  zum 
Berührungswinkel  TAB  gehörige  Mittel- 
punktswinkel. 
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Frage  38.  Wie  lässt  sich  die  all- 
gemeine Bichtigkeit  des  Satzes  16  für 
solche  Peripheriewinkel  beweisen, 
die  nicht  Sehnentangentenwinkel  sind? 

Figor  32. 


Erkl«  80«  Von  den  nebenstehenden  Beweisen 
des  Satzes  16  fUr  aUgemeine  Peripheriewinkel 
sind  der  erste  nnd  zweite  gestützt  auf  die 
Kenntnis  desselben  Satzes  für  den  Sehnen- 
tangentenwinkel nnd  können  daher  nur  nach 
Dnrchftthrnng  dieses  ersteren  erbracht  wer- 
den. Der  dritte,  vierte  und  fünfte  dagegen 
sind  von  jenem  unabhängig  nnd  kOnnen  daher 
anch  für  sich  selbständig  aufgestellt  werden. 
Darunter  enthält  der  dritte  die  ursprünglichsten 
Hilfsmittel,  entnommen  der  Lehre  vom  gleich- 
schenkligen Dreieck;  der  vierte  dagcjeen 
stützt  «ich  auf  den  Satz  60  des  III.  Teiles, 
welcher  selbst  ein  besonderer  Fall  dieses 
selben  Satzes  ist. 

Der  letzte  Beweis  aber  beruht,  wie  der 
letzte  der  Beweise  in  der  Antwort  der  Fra^n  36 
und  37,  nur  auf  dem  Satze  von  der  gleichen 
bezw.  supplementären  Grösse  von  Winkeln 
mit  gleichgerichtet  oder  ungleichgerichtet  senk- 
rechten Schenkeln. 


Antwort.  Die  Richtigkeit  des 
Satzes  16  lässt  sich  für  allgemeine 
Peripheriewinkel  anf  folgende  ver- 
schiedene Arten  beweisen: 

Beweis  L 

Sind  AB  und  AC  in  Figur  32  zwei 

beliebige  Sehnen  durch  denselben  Kreis- 

punkt  A,  so  ist  der  Winkel  BAC  der 

zu  betrachtende  Peripheriewinkel,  Bogen 

BC  der  zugehörige  Bogen  oder 
Standbogen  und  ^BMCier  zuge- 
hörige Mittelpunktswinkel.  Zieht 
man  nun  im  Punkte  A  den  Badins  und 
die  Tangente  nach  der  einen  Richtung, 
z.  B.  A  T,  so  bildet  diese  Tangente  mit 
jedem  Schenkel  des  Peripheriewinkels 
einen  Sehnentangentenwinkel,  und 
der  Peripheriewinkel  BAC  wird  die 
Differenz  der  beiden  Sehnentangenten- 
winkel TAB  und  TAC,  also: 

^BÄC=^TAB  -TAC. 

Nun  ist  nach  den  Antworten  der 
beiden  vorigen  Fragen  der  Sehnen- 
tangentenwinkel TAB  gleich  der  Hälfte 
des  überstumpfen  Mittelpunkts- 
winkels AMB,  der  Sehnentangenten- 
winkel TAC  gleich  der  Hälfte  des 
stumpfen  Mittelpunktswinkels  AMC,  also 
ist  -^BAC  als  Differenz  der  beiden 
Sehnentangentenwinkel  auch  gleich  der 
Differenz  der  Hälften  dieser  Mittelpunkts- 
winkel, also  gleich  der  halben  Differenz 
des  überstumpfen  Winkels  AMB  und 
des  Winkels  AMC,  also  gleich  der 
Hälfte  des  Winkels  BMC. 

Beweis  IL 

Zieht  man  im  Punkte  A  (Figur  33) 
die  Tangente  nach  beiden  Richtungen, 
so  entstehen  im  Punkte  A  drei  Peri- 
pheriewinkel, nämlich  ausser  dem 
betrachteten  Peripheriewinkel  £.40  über 
Bogen  BC  noch  beiderseits  je  ein 
Sehnentangentenwinkel:  <^TAC 
über  Bogen  AC,  und  ^SAB  über 
Bogen  AB.  lieber  denselben  Bogen- 
stücken  BC,  AC,  AB  stehen  auch  die 
drei    Mittelpunktswinkel    BMC, 
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Erkl.  81.  Auch  im  Beweis  I  hätte  man  bei 
Fignr  32  statt  der  Eicbtung  A  T  der  Tangente 
die  Bichtnng  ÄS  wählen  können;  dann  wäre 
der  Sehnentangentenwinkel  SAC  ein  stumpfer, 
nnd  dessen  zugehöriger  MittelpnnktswinkeI^3fC 
liberstumpf  geworden. 

Wird  in  Firar  32  der  Beweis  II  durch- 
geführt, so  sind  die  beiden  Sehnentangenten- 
winkel SAB  und  TAC  spitze,  und  es  treten 
keine  überstumpfen  Mittelpunkts- 
winkel auf. 

Wird  dagegen  an  Figur  33  der  Beweis  I 
durchgeführt,  so  entstehen  bei  der  Wahl  der 
Tangentenrichtnng  AT  ebenfalls  nur  zwei 
spitze  Sehnentangentenwinkel,  also  keine 
überstumpfen  Mittelpunkts winkel;  bei  der 
Wahl  der  Tangentenrichtung  AS  aber  würden 
sowohl  SAB  als  SAC  stumpfe  Sehnen- 
tangentenwinkel werden,  und  ihre  beiden  zuge- 
hörigen Mittelpunktswinkel  auf  den  Bogen  AB 

und  ^^C  zu  überstumpfen  Winkeln  werden. 
Will  man  daher  das  Auftreten  überstumpfer 
Winkel  etwa  ganz  vermeiden,  so  hätte  man  den 
Beweis  I  anzuwenden  für  Figuren  wie  Figur  33,. 
wo  der  Kreismittelpunkt  ausserhalb  des  Winkels 
liegt;  dagegen  den  Beweis  11  filr  Figuren  wie 
Figur  32,  wo  der  Kreismittelpunkt  im  Innern 
des  betrachteten  Peripheriewinkels  liegt 


Figur  34. 


Erkl.  82.  Für  die  Beweise  I  und  II  bringt 
der  Fall  der  Figur  34  keine  besonderen  Um- 
stände mit  sich.  Man  erhält  für  den  Winkel 
SAB  'm  Fignr  33  einen  rechten  Winkel,  die 
Badien  MA  und  MB  daselbst  fallen  mit  dem 
Winkelschenkel  AB  zusammen,  aber  der  Gang 
beider  Beweise  bleibt  völlig  ungeändert 


AMC  nnd  der  überstnmpfe  AMB.  Jene 
drei  Peripheriewinkel  bei  A  bilden  zu- 
sammen einen  gestreckten  Winkel 
von  180^,  diese  drei  Mittelpnnktswinkel 
zusammen  einen  Vollwinkel  von  360°. 
Es  ist  also  jedenfalls  die  Summe: 

-^SAB  +  ^^BAC  +  ^CAT 
=  ^(^AMB+BMC-^CMA) 

=  1^AMB  +  ^^BMC  +  ^<^CMA 

Da  aber   nach   den  Antworten   der 
vorigen  Fragen  einzeln  bekannt  ist: 


und 


<^SAB  =  ^^AMB 
^CAT=^^CMA, 


SO  kann  man  auf  beiden  Seiten  der 
vorigen  Gleichung  das  erste  und  dritte 
Glied  als  beiderseits  gleichgrosse  Glieder 
wegnehmen,  und  man  behält  übrig: 

^BAC=z^<^BMa 

Beweis  HL 

Man  betrachte  getrennt  von  einander 
die  drei  Fälle,  dass  der  Kreismittel- 
punkt a)  auf  einem  der  Schenkel 
(Figur  34),  b)  zwischen  beiden 
Schenkeln  (Figur  36),  c)  ausser- 
halb der  Schenkel  (Figur  36)  des 
betrachteten  Peripheriewinkels  liege. 

a)  Im  ersten  Falle  (Figur  34)  ist 
ABM  ein  gleichschenkliges  Drei- 
eck, worin  der  betrachtete  Peripherie- 
winkel J5u4C  Basiswinkel  ist,  —  und 
der  auf  gleichem  Bogen  stehende  Mittel- 
punktswinkel BMC  ist  Aussenwinkel 
an  der  Spitze.  Folglich  ist  nach 
früheren  Sätzen  (vergl.  Erkl.  74  und  76): 

<^BAC  =  ^^BMC. 

b)  Im  zweiten  Falle  (Figur  35)  ziehe 
man  durch  A  den  Durchmesser  AMD, 
und  erhält  so  den  zu  betrachtenden 
Peripheriewinkel  zerlegt  in  zwei 
Peripheriewinkel  der  zuvor  in  a) 
betrachteten  Art,  nämlich: 

<^BACz=z^BAM+^MAa 
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Figar  35. 


Hierin  ist  aber  nach  dem  soeben  voran- 
gegangenen : 

folglich: 

^BAC  =  ^^BMD  +  ^^DMC 

=z^(<^BMD  +  DMC)  =  ^<^BMa 

c)  Im  dritten  Falle  (Figur  36)  ziehe 
man  wieder  durch  A  den  Durchmesser 
AMD,  und  erhält  so  den  zu  betrach- 
tenden Peripheriewinkel  dargestellt 
als  Differenz  zweier  Peripherie- 
winkel der  zuvor  in  a)  betrachteten 
Art,  nämlich: 

^BAC  =  ^BAM—<^CAM. 

Hierin  ist  aber  nach  a): 


Erkl.  88«  In  den  Figoren  zum  Beweis  I 
und  n  sind  die  beiden  Fälle  (b)  nnd  (c)  dar- 
gestellt, nämUch  in  Fignr  82  Fall  {h),  in 
Figur  33  Fall  (c),  jedoch  ist  beidemale  zum 
Zwecke  der  Allgemeinheit  des  Beweises  gerade 
derjenige  FaU  in  der  Fignr  gewählt,  der  den 
Beweis  eher  erschwert  als  erleichtert  (vergl. 
Erkl.  81).  Man  wUrde  daher  von  obigen  beiden 
ersten  Beweisen  am  leichtsten  anwenden  bei 
Figur  35  den  zweiten,  bei  Figur  86  den 
ersten  mit  der  Tangentenrichtung  am  Bogen 

AB,  also  von  A  aus  mit  der  ührzeigerdrehung 
gemessen. 

Figur  87. 


<^BAM=~<^BMD 


Erkl.  84.  Der  mehrfach  angezogene  Satz  60 
des  m.  Teiles  ist  daselbst  vollständig  unab- 
hängig von  der  Ereislehre  gefunden 
worden  als  Ausdruck  einer  aUgemeinen  Eigen- 
schaft des  rechtwinkligen  Dreiecks. 
Wenn  nämlich  in  Figur  87 : 

MA  =  MB=z  MC 


und  I 

<^CAM=-^<^CMD, 
folglich: 
^BAC  =  ^^BMD  —  ^^CMD 

=  ~(<^BMD--^CMD)=:^^BMC. 

Beweis  IV. 

Betrachtet  man  wieder  zuerst  den 
ersten  der  drei  yorigen  Fälle  und 
zieht  (Figur  37)  die  Sehne  BC  und 
zum  Schenkel  AB  die  Parallele  MD 
durch  Jf,  so  ist  nach  Satz  60  des 
in.  Teiles  ^ABC  ein  Eechter,  also 
auch  MD±BC\  folglich  ist  nach  Satz  5: 

<^DMC=^^BMC. 

Da  aber  als  korrespondierender 
Winkel  ^BAC  =  DMC  ist,  so  ist 
auch: 

<^BAC=^BMa 

Hiemach  ergibt  sich  die  Gültigkeit 
für  die  Fälle  b)  und  c)  der  Lage  des 
Kreismittelpunktes  in  derselben  Weise 
durch  Darstellung  als  Summe  oder 
Differenz  zweier  Peripheriewinkel 
dieser  ersten  Art. 
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irt,  80  wird  £_ÄMB  und  i^CMB  gleich- 
schenklig, also: 

<^MAB  =  '<^MBA  nnd  <^MBC=^MCB, 
da  aber  im  /^.ABC  die  Winkelsumme: 

1800  =  BAM-\'MCB-\'{äBM+  CBM), 
so  folgt  durch  Einsetzung  der  gleichen  Werte: 
1800  =  ABM+  CBM  +  MBA  +  CBM 
=  2  (^B  Jf  +  CB2£)  =  2-4:  ABC; 
<^  ABC  =i90fi. 
In  der  That    ist   ^ABC  Peripherie- 
winkel Aber  dem  Halbkreis   oder  über 
dem    Durchmesser,    also    der    zugehörige 
Hittelpunkt 8 Winkel  ein  gestreckter, 
der  Peripherie  Winkel  als  Hälfte  eines  ge- 
streckten Winkels  ein  Rechter. 

Figur  88. 


also: 


Beweis  V. 

Man  trenne  wieder  die  drei  F&Ue  a), 
b),  c)  wie  im  dritten  nnd  vierten  Be- 
weise, nnd  falle  jeweils  vom  Kreis- 
mittelpnnkte  M  ans  die  Senkrechte 
anf  die  Schenkel  des  Peripherie- 
winkels, also: 

DM±AB,  EM±AC. 

a)  Dann  ist  im  ersten  Falle  (Figur  38) 
wegen  senkrechter  Winkel- 
schenkel: 

^BAC=^DME. 

Da  aber  ^AME  nach  Satz  6  gleich: 

1 


2 


<^AMC 


Erkl,  85«  Der  fünfte  der  nebenstehenden 
Beweise  ist  genau  analog  dem  fünften  der  in 
Antwort  der  Frage  86  geführten  Beweise.  Wie 
dort  in  Figur  80,  so  wird  hier  in  den  Figuren  88 
bis  40  jeweils  vom  Mittelpunkt  M  aus  auf  jeden 
Schenkel  des  betrachteten  Winkels  eine  Senk- 
rechte gefällt.  Während  aber  in  Figur  80  die 
eine  dieser  Senkrechten  (MA)  durch  den  Scheitel  A 
des  betrachteten  Winkels  selbst  geht,  und  nur 
die  andere  als  Halbierende  des  zur  Sehne  AB 
gehörigen  Mittelpunktswinkels  in  Betracht 
kommt,  so  sind  unter  den  Figuren  88  bis  40 
nur  die  erste  von  ähnlidier  Einfachheit,  bei 
beiden  andern  treten  die  Senkrechten  einzeln 
in  der  Eigenschaft  als  Winkelhalbierende  von 
3Iittelpunktswinkeln  auf,  wie  dies  nur  bei  der 
einen  {MC)  in  Figur  30  der  Fall  war. 


ist,  nnd 

EMD  —  AMD  —  AME, 
SO  wird  auch: 
^BAC=zAMD-'AME  =  W^'-^<^AMC 

=  -(1800-  AMC)  =  -i^BJtfC. 

Hiemach  könnten  die  Fälle  b)  und  c) 
durch  Addition  und  Subtraktion 
gebildet  werden,  wie  im  Beweis  m 
und  IV,  oder  aber  auch  direkt,  dem 
vorigen  analog,  wie  folgt: 

b)  Im  zweiten  Falle  (bei  Figur  39) 
ist  wegen  gleichwendig  bezw.  ungleicli- 
wendig  senkrechter  Schenkel: 

^B^C  =  <^2>3fF=  1800  — <^i>3fR 

Es  ist  aber: 

<^DME  =  <^DMA-\--^EMA 

=  ^<^BMA+^^AMC 

=  -^-{<^BMA  +  <^AMC) 

=  4- (3600  — <J:B3fC) 

=  1800  — i-<^B3fC. 

Man  hat  also: 
^BAC=z  ISOO  — DME 

=  1800  — Asoo— -^<^B3fC^ 

=  ^<^BMa 

c)  Im  dritten  Falle  (bei  Figur  40) 
ist  ifsieder  wegen  gleichwendig  senk- 
rechter Winkelschenkel: 

<^BAC  =  <^DME. 
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Figur.  40. 


Darin  ist  aber: 

und  - 

<^AMD  =  ~<^AMB 

und  . 

^AUE^\^AMC. 

Folglich  wird: 

^BAC^^<^AUC-^~^AMB 

=  ~{r^AUC^^AMB) 

=  i^BMC. 


ErkL  80.  Die  Figuren  82  bis  40,  welche 
sämtlich  die  Darstellung  des  Peripheriewinkels 
bezwecken,  sind  in  den  verschiedensten  Lagen- 
▼erhältnissen  ausgewählt,  so  dass  sich  die 
mannigfachen  Arten  des  Auftretens  dieser  Win- 
kel einprägen.  Man  beachte  also  jeweils  die 
Lage  und  GrGsse  des  Standbogens,  sowie  des 
zQgehdrigen  Mittelpunktswinkels.  


Frage  39.  Welche  Beweise  der 
Gültigkeit  des  Satzes  16  für  Sehnen- 
tangentenwinkel  lassen  sich  noch  an- 
geben auf  Grund  einer  der  drei  letzten 
Beweisführungen  in  voriger  Antwort  38? 

Figur  41. 


Erkl.  87.  Der  nebenstehende  Beweis  VI 
könnte  auch  als  selbständiger  Beweis  für  die  später 
in  Satz  16  c  ausgesprochene  Ausdrucksform  des 
Satzes  16  angesehen  werden.  Denn  der  Beweis 
führt  unmittelbar  aus,  dass  ein  Sehnentangenten- 
winkel  gleich  ist  einem  auf  demselben  Bogen 
stehenden  Peripheriewinkel;  da  jedoch  sowohl 
vom  Peripheriewinkel  als  auch  vom  Sehnen- 
tangeutenwinkel  einzeln  nachgewiesen  wird, 
dass  jeder  gleich  der  Hälfte  der  auf  gleichem 
Bogen  stehenden  Mittelpunktwinkel  sei,  so  ist 
auch  ohne  solchen  besonderen  Beweis  die  Gleich- 
heit solcher  zwei  Winkelgrössen  ersichtlich.  Man 
hat  eben  nur  den  SehnentangentenwiDkel  als  be- 
sonderen FaU  des  Peripheriewinkels  aufzufassen 


Antwort.  Wenn  auf  eine  der  drei 
letzten  Beweisarten  in  Antwort  38  der 
Satz  16  für  den  allgemeinen  Peripherie- 
winkel bewiesen  wurd,  unabhängig  von 
den  in  Antwort  37  vorhergehenden  Be- 
weisen fflr  den  Sehnentangentenwinkel, 
so  kann  man  für  letzteren  selber  noch 
folgende  Beweisführungen  aufstellen: 

Beweis  VI. 

Zieht  man  den  Durchmesser  vom 
Scheitel  des  Berührungswinkels  SAB 
(s.  Figur  41)  und  die  Sehne  BDy  so  ist 
der  Winkel  ABD  ein  Rechter  —  ent- 
weder als  Peripheriewinkel  über  den 
Halbkreis  A  D  mit  dem  gestreckten  Mittel- 
punktswinkel AMD,  oder  nach  Satz  60 
des  ni.  Teiles  —  und  ^ADB  ist  ein 
Peripheriewinkel  über  demselben 
Bogen  ABy  wie  der  Sehnentangen- 
tenwinkel SAB.  Nun  ist  wegen  des 
rechten  Winkels  SAD  zwischen  Tan- 
gente SA  und  Kadius  AM: 

^SAB^^Qß  —  BAD; 

und  wegen  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
ABD  ist  auch: 

<^ADB=z{iO0--BAD. 
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und  für  beide  Winkelgattungen  den  Satz  16  in 
aller  Allgemeinheit  anzuwenden. 

Figur  42. 


Erkl.  88.  Beweise  von  der  Art  der  neben- 
stehenden werden  genannt  Beweise  durch 
Grenzübergang  oder  durch  Grenzbetrach- 
tung. Bei  solchen  ist  es  von  Wichtigkeit, 
nachzuweisen,  dass  der  üebergang  1)  vollständig 
stattfindet,  und  dass  er  2)  ohne  einen  Sprung 
im  Augenblicke  des  üebergangs  stattfindet.  £s 
ist  daher  im  nebenstehenden  Beweise  ausdrück- 
lich hervorgehoben,  dass  der  Üebergang  aus  dem 
Peripheriewinkel  BACio.  den Sehnentangenten- 
winkel  BAS  1)  unbegrenzt  nahe  statt- 
findet, und  dass  er  2)  unmittelbar  stattfindet; 
d.  h.  der  Winkel  BAC  nimmt  ohne  Eintreffen 
eines  Zwischenzustandes  oder  einer  Zwischen- 
^össe  und  ohne  einen  sprungweisen  Wechsel 
im  letzten  Augenblicke  der  Annäherung  die 
Grösse  und  Lage  des  Winkels  BAS  aji.  Und 
ebenso  unbegrenzt  und  unmittelbar  nähert 
sich  auch  der  Bo|;en  BC  dem  Bogen  BA  und 
der  Mittelpunktswmkel  BMC  dem  tiberstumpfen 
Mittelpunkts  Winkel  BMA,  


Folglich  ist: 

<^SAB  =  ^ADB. 

Letzterer  aber  ist  als  Peripheriewinkel 
gleich  der  Hälfte  des  auf  gleichem  Bogen 
stehenden  Mittelpunktswinkels  AMB. 

Beweis  VIL 

Man  denke  sich  den  Sehnentangenten- 
winkelS^B  entstanden  aus  einem  Peri- 
pheriewinkel mit  feststehendem 
Schenkel -4 J5  und  drehbarem  Schenkel 
AC,  nämlich  durch  Drehung  des 
Schenkels  AC  durch  die  Lagen  ^Cj, 
AC^,  AC^  •  •  •  bis  in  die  Lage  AC^=:AS. 
Dann  hat  man  nach  dem  vorigen: 

^BAC,=~^^BMC,, 

<^BAC^  =  -^<^BMC^  u.  8.  w. 

Dabei  wird  der  Winkel  BAC  stets 
grösser,  mit  ihm  auch  der  Winkel  BMC 
stets  grösser,  aber  immer  bleibt: 

^BAC=^^<^BMC. 

Rückt  also  der  Winkelschenkel  AC 
durch  die  Lagen  AC^,  AC^  und  die 
weiteren  bis  in  die  Lage  AC^,  so 
nähert  sich  der  Peripheriewinkel 
BAC  unbegrenzt  nahe  und  unmittel- 
bar der  Lage  und  Grösse  des  Sehnen- 
tangentenwinkels  BAS,  gleichzeitig 
nähert  sich  der  Bogen  BC  dem  Bogen 
BA  und  der  Mittelpunktswinkel 
BMC  dem  überstumpfen  Winkel  BMA  — 
stets  aber  bleibt  aer  Peripheriewinkel 
halb  so  gross  als  der  letztere  Mittel- 
punktswinkeL  Demnach  muss  der  Peri- 
pheriewinkel auch  in  der  Grenz  läge 
BAS  als  Sehnentangenten  Winkel  d^e 
Hälfte  des  Mittelpunktswinkels  betragen. 


Frage  40.  Zu  welchen  Vorstellungen 
gelangt  man  auf  Grund  des  Vorhergehen- 
den, sowie  in  Rücksicht  der  zentrischen 
Sjinmetrie  des  Kreises  und  des  Lehr- 
satzes 21  im  n.  Teile? 


Antwort,  1)  Man  gelangt  zu  der 
Vorstellung,  dass  beliebig  verschieden 
liegen  de  Peripheriewinkel  eines  Kreises, 
wenn  deren  Schenkel  nur  durch  die- 
selben beiden  Kreispunkte  B  und  C 
gehen,  auch  gleichgross  sein  müssen. 
Denn  zum  Bogen  BDC  (siehe  Figur  43) 
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Erkl.  89.  Denkt  man  sich  als  wandernden 
Punkt  das  Ange  eines  Menschen,  so  mnss  dieses 
in  einer  gewissen  Richtung  vom  Punkte  Ä  nach 
B  sehen,  und  muss  sich  nm  einen  bestimmten 
Winkel  a  drehen,  nm  ans  der  Sehrichtnng 
i(£  in  die  Sehrichtung  Ä  C  überzugehen.  Dieser 
Winkel  a  zwischen  den  Gesichtslinien  nach  den 
beiden  äussersten  Punkten  einer  Strecke  oder 
eines  Körpers  wird  (besonders  in  der  Astronomie) 
die  „scheinbare  Grösse''  der  Strecke  BC 
oder  des  Bogens  BDC  genannt,  und  man  sagt 
auch,  das  Auge  sehe  £e  Strecke  BC  unter 
dem  Winkel  a,  oder  die  Strecke  BC  „er- 
scheine" aus  dem  Punktet  unter  dem  Winkel  a. 

Nach  der  nebenstehenden  Antwort  kann  man 
also  erkennen;  dass  wenn  ein  Auge  auf  einer 
Kreislinie  wandert,  dann  eine  bestimmte 
Sehne  oder  ein  bestimmter  Bogen  des- 
selben Kreises  stets  unter  dem  gleich- 
bleibenden Winkel  a  von  demselben  gesehen 
wird,  nämlich  unter  einem  Winkel  a  gleich  dem 
Peripheriewinkel  in  diesem  Kreise  über 
diesem  Bogen  oder  gleich  dem  Sehnentan- 
^enten Winkel,  welcher  durch  die  Sehne  und 
Tangente  dieses  Bogens  gebildet  wird.  —  Sowie 
aber  das  Auge  über  den  Punkt  B  oder  C  weg- 
geht, sieht  es  die  Sehne  BC  unter  einem  zum 
vorigen  Gesichtswinkel  supplementären 
Winkel. 

Imgekehrt  kann  man  also  auch  sagen, 
wenn  ein  Auge  die  zwischen  zwei  Punkten  B 
und  C  liegende  Strecke  BC  unter  einem  be- 
stimmten Winkel  a  sehen  soll,  dass  es  dann 
sich  befinden  muss,  bezw.  dass  es  noch 
freie  Bewegung  hat  auf  einem  Kreis- 


gehört  nach  Satz  4  nur  der  einzige 
Mittelpunktswinkel  J5il/C,  also  liefert 
der  Beweis  fttr  jeglichen  der  auf  dem- 
selben Bogen  BDC  stehenden  Peri- 
pheriewinkel dieselbe  Grösse. 

2)  Man  gelangt  zu  der  Vorstellung, 
dass  wenn  man  einen  Punkt -4  auf  der 
Kreisperipherie  wandern  lässt,  während 
er  stets  mit  denselben  zwei  festen  Kreis- 
punkten B  und  C  verbunden  bleibt  — 
dann  der  Winkel  BAC  stets  dieselbe 
Grösse  behält,  bis  der  Punkte  in  einen 
der  beiden  festen  Punkte  B  oder  C  selbst 
hineingerückt  ist.  Bevor  der  Punkt  A 
in  B  ankommt,  erhält  die  Sehne  AB  eine 
stets  kleiner  werdende  Grösse  (vergleiche 
Figur  18  und  die  Antwort  der  Frage  26), 
die  schliesslich  zu  0  wird,  die  Lage  der 
Sehne  AB  aber  wird  zur  Lage  der 
Tangente. 

3)  Man  gelangt  daher  zu  der  Vor- 
stellung, dass  in  Figur  43  die  beiden 
spitzen  Sehnentangentenwinkel 
BCS  und  C5r beiderseits  der  Sehne  BC 
und  des  Bogens  BAC  wirklich  die  beiden 
äussersten  und  letzten  derjenigen  Peri- 
pheriewinkel sind,   welche  auf  dem 
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bogen  BäC,  für  welchen  der  Winkel  a  der 
Peripheriewinkel  über  der  Strecke  BCoder 
der  Sehnentangentenwinkel  am  Bogen  BC 
ist.  üeber  weitere  Ausführungen  dieser  An- 
schauung vergleiche  man  den  Abschnitt  über 
die  geometrischen  Oerter,  sowie  die  Aufgaben- 
sammlung am  Schlüsse  dieses  Teiles. 

Figur  44. 


Erkl«  90.  Für  besondere  Grössen  des  Stand- 
bogens  oder  der  Sehne  wird  man  nach  neben- 
stehendem auch  die  besondem  Grössen  des 
Peripherievnnkels  bezw.  Sehnentangentenwinkels 
zu  erwarten  haben. 

Hat  z.  B.  der  Kreisbogen  die  Länge  von 
Y  Umfang  oder  120^,  so  hat  der  Peripherie- 
winkel die  Grösse  von  -^  Vollwinkel  oder  60^. 

0 

Erhält  der  Kreisbogen  die  Länge  0,  rückt 
also  die  Sehne  BC  in  Figur  48  soweit  in  den 
Bogen  BDC  herab,  dass  ihre  Länge  0  wird,  so 
wiä  auch  der  Peripheriewinkel  BAC  immer 
kleiner  bis  0,  und  der  Sehnentangentenwinkel 
TBC  wird  ebenfalls  immer  kleiner  bis  0,  denn 
die  Sehne  von  der  Länge  0  ist  selbst  mit  der 
Tangente  zusammengefdlen. 

Erhält  der  Kreisbogen  die  Länge  8600,  rückt 
also  die  Sehne  BC  m  Figur  43  soweit  in  den 
Bogen  BAC  hinauf,  dass  ihre  Länge  wieder  0 
wird,  so  wird  der  Peripheriewinkel  S^C  immer 
grösser  bis  IBOo,  und  auch  der  Sehnentangenten- 
winkel TBC  wird  immer  stumpfer  bis  zu  180o, 
da  die  Sehne  in  diesem  Grenzfalle  wieder  mit 
der  Tangente  zusammenfällt. 


Bogen  BDC  stehen  und  ihre  Scheitel 

auf  dem  Bogen  BAC  haben. 

4)  Man  gelangt  zu  der  Vorstellung, 
dass  sowie  der  wandernde  Punkt  als 
Punkt  D  (siehe  Figur  43)  über  den 
Punkt  B  hinausgerückt  ist,  der  Peri- 
pheriewinkel BDC  nicht  mehr  ein  Peri- 
pheriewinkel über  dem  Bogen  BDC  ist, 
sondern  ein  solcher  über  dem  Bogen  BACj 
also  auch  nicht  mehr  gleich  der  Hälfte 
des  hohlen  Mittelpunktswinkels  BMC. 
sondern  gleich  der  Hälfte  des  über- 
stumpfen   Mittelpunktswinkels    360® 

—  BMC,  also  gleich  im^'  —  ^^BMC. 

Daher  ist  jeder  der  Peripheriewinkel 
BDC  gleich  dem  Supplementwinkel 
der  Peripherie  Winkel  BAC.  Die  Grenz- 
lage aller  dieser  Peripheriewinkel  bildet 
wieder  der  beiderseitige  Sehnentan- 
gentenwinkel, nämlich  nun  BCS*  und 
CBT  beiderseits  der  Sehne  BC  und  des 

Bogens  BDC,  also  die  Nebenwinkel 
der  vorigen  Grenzwinkel  BCS  undCjBT. 

5)  Man  gelangt  zu  der  Vorstellung 
(siehe  Figur  44),  dass  wenn  zwei  be- 
liebig liegende  Peripheriewinkel 
eines  Kreises  an  verschiedenen  Stellen 
des  Kreises  gleichgrosse  Bogen- 
stücke  oder  gleiche  Sehnen  aus- 
schneiden, dann  durch  Umdrehung 
des  einen  Winkels  samt  zugehörigem 
Bogen  und  Sehne  um  den  Kreismittel- 
punkt-Bogen  bezw.  Sehne  derselben  mit 
Bogen  bezw.  Sehne  des  andern  zur 
Deckung  gebracht  werden  kann,  so  dass 
dann  auch  beide  Winkel  als  Peripherie- 
winkel über  demselben  Bogen  und 
derselben  Sehne  gleiche  Grösse 
haben  müssen  —  auch  ohne  dabei  selbst 
zur  Deckung  zu  gelangen  (s.  Figur  44). 

6)  Man  gelangt  zu  der  Vorstellung, 
da  die  Anzahl  von  Winkelgraden  des 
Mittelpunktswinkels  und  die  Anzahl 
von  Bogengraden  des  zugehörigen 
Kreisbogens  dieselbe  ist,  dass  also 
der  Peripheriewinkel  bezw.  der 
Sehnentangentenwinkel  halb  so  viel 
Winkelgrade  hat,  als  sein  Standbogen 
Bogengrade.     Macht   man   also  die 
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Festsetzung,  dass  bei  Nennung  einer 
Winkelgrösse  immer  Winkelgrade  und 
bei  einer  Bogengrösse  stets  nurBogen- 
grade  bezeichnet  werden  wollen,  so 
kann  man  auch  in  minder  pünktlicher 
Redeweise  den  Peripheriewinkel 
gleich  seinem  halben  Standbogen 
setzen;  denn  ursprünglich  werden  ja  die 
Bogengrade  eines  Bogens  eben  durch 
die  Winkelgrade  des  zugehörigen  Mittel- 
punktswinkels gemessen.  Man  schreibt 
dann  dies  in  der  einfachen  Form: 


Frage  41.  Welche  Ausdrucksweisen 
des  Satzes  1 6  über  den  Peripheriewinkel 
ergeben  sich  aus  den  in  vorigen  Ueber- 
legungen  gewonnenen  Vorstellungen? 

Erkl«  91«  Die  wichtigste  der  besondem 
Längen,  welche  der  Standbogen  oder  die  Sehne 
eines  Peripheriewinkels  annehmen  kann,  ist 
der  Halbkreis  bezw.  der  Dnrehmesser. 
Bei  diesem  ist  die  Gradzahl  des  Bogens  180^, 
also  die  Gradzahl  des  Perlpheriewmkels  900. 
In  der  That  ist  der  Peripherie winkel 
über  dem  Dnrehmesser  nichts  anderes, 
als  der  in  Satz  60  des  III.  Teiles  behandelte 
Winkel  am  Scheitel  eines  recht- 
winkligen Dreiecks.  Der  Sehnentangen- 
tenwinkel  zwischen  einem  Durchmesser  nnd 
der  Tangente  im  Endpunkt  desselben  ist  nach 
Satz  11  ein  Rechter,  nnd  zwar  mit  beiden  Rich- 
tungen der  Tangente  und  auf  beiden  Seiten 
des  Durchmessers  —  in  üebereinstimmung  mit 
Satz  12.  Die  beiden  durch  den  Durchmesser 
als  Sehne  getrennten  Bogen  sind  beide  Halb- 
kreise, der  Peripheriewinkel  also  auch  auf 
beiden  Seiten  ein  Rechter.  Auch  dies  ist  in 
üebereinstimmung  mit  Satz  16  d,  denn  der  rechte 
Winkel  ist  mit  sich  selbst  supplementär. 

Erkl.  92.  In  Benutzung  der  in  Erkl.  89 
entwickelten  Anschauung  kann  man  aussagen, 
dass  jeder  Durchmesser  eines  Kreises  Ton 
jedem  Punkte  der  Kreislinie  ans  unter 
einem  rechten  Winkel  gesehen  wird,  oder 
unter  einem  rechten  Winkel  erscheint, 
oder  die  scheinbare  Grösse  von  90o  hat. 

Erkl.  98«  Der  Satz  16  d  kann  auch  so  aus- 
gesprochen werden,  dass  zwei  Peripheriewinkel 
supplementär  sind,  wenn  ihre  Standbögen 
zusammen  einen  ganzen  Kreis  bilden.  Ent- 
sprechend kann  man  auch  aussagen,  dass  zwei 
Peripherie  Winkel  komplementär  sein  müssen, 
wenn  die  Sunome  ihrer  Standbögen  einen  Halb- 
kreis ergibt,  oder  wenn  ihre  Standbögen  ein- 
ander zu  einem  Halbkreis  ergänzen. 


Antwort.  Auf  Gnind  der  Antworten 
auf  die  vorige  Frage  40  kann  man  den 
Satz  16  auch  in  folgende  Fassungen 
bringen: 

Satz  16a-  Alle  Peripherie- 
winkel über  demselben  Bogen 
oder  fiber  derselben  Sehne  eines 
Kreises  sind  gleichgross. 

Satz  16b.  Die  Verbindungs- 
linien jedes  beliebigen  Punktes 
auf  einem  gegebeneuKreisbogen 
mit  den  Endpunkten  dieses  Bogens 
bilden  gleichgrosse  Winkel. 

Satz  16o.  Jeder  Peripherie- 
winkel ist  gleich  den  beiden 
Sehnentangenten  winkeln,  wel- 
che denselben  Kreisbogen  mit 
ihm  ausschneiden. 

Satz  16  d.  Zwei  Peripheriewinkel 
über  denbeideuKreisbogen,  welche 
durch  eine  Sehne  getrennt  werden, 
sind  supplementär. 

Satz  16e.  Peripheriewinkel 
oder  Sehnentangentenwinkel 
über  gleichgrossen  Bogen  des- 
selben Kreises  sind  gleichgross. 

Satz  16f.     Jeder  Peripherie- 
winkel hat  halb  so  viel  Grade 
als  sein  Standbogen. 
Und  als  wichtigste  Anwendung  des 
letztern  (vergl.  Erkl.  11): 
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Satz  16gr.  Jeder  Peripherie- 
winkel über  einem  Halbkreis 
oder  über  einem  Durchmesser 
ist  ein  Rechter. 


b)  lieber  den  Sehnen-  und  Sekantenwinkel. 
Frage  42.  Wie  verändert  sich  die 
Winkelgrösse,  wenn  der  wandernde       Antwort.     Eückt    der   wandernde 
Scheitel  (nach  Antwort  der  Frage  40)  p^^^^  ^  /gi^^^  j^^^  45)  i^g  innere 
die  Kreishme  nach  innen  oder  aussen  ^^s  Kreises  nach  P,  so  ist  der  Winkel 
v^^l^sst?  5jPC  Aussen  Winkel  des  Dreiecks  B^C. 

also  ist  ^BPC  grösser  als  -^BAC, 
EM.  94.    Da  alle  Peripheriewinkel  über  Hückt  der  Punkt  A   ausserhalb  des 

mit  dem  Winkel  bei  P  oder  Q  beigezogen  wird,  der  Winkel  BQC  Dreieckswinkel  im 
Man  kann  daher  denjenigen  von  ihnen  auswählen,  Dreieck  BQC,  und  BAC  ist  Aussen- 
dessen  Scheitel  durch  den  Schenkel  des  neuen  winkel,  also  ^BAOBQC  oder  um- 
Winkels oder  dessen  VerlÄngerung  ausgeschnitten  ^piraw  BOC<,BAC 

Man  kann  daher  ganz  allgemein  sagen. 
Erkl.  95.  Der  Winkel  bei  P  ist  nach  dass  der  Winkel  der  Verbindungslinien 
Abschnitt  AC  des  II.  Teiles  dieses  Lehrbuches  der  Endpunkte  eines  Kreisbogens  mit 
em  Sehnenwinkel,  der  Winkel  bei  Q  ein  p,-„~  PnnlrtA  inriPrlifllh  Hp^T  TCrpi^p*? 
Sekantenwinkel.  Zu  jedem  von  beiden  ist  ®^^?°^  ±Tin^e  innerüaiD  ües  Ji^reises 
nicht  nur  Bogen  BC  allein,  sondern  auch  der  grösser  ist,  mit  einem  Punkte  ausser- 
zweite  von  den  Schenkeln  des  Winkels  oder  halb  des  Kreises  kleiner  ist,  als  der 
deren  Verlängerungen  ausgeschnittene  Bogen  über  demselben  Boflren  stehende  Peri- 
in  Beziehung  zu  setzen.  pheriewinkel. 

Frage   43.     Welche    Grössen- 
beziehung   besteht   zwischen  einem 
Sehnenwinkel  oder  einem  Sekanten- 
winkel und  seinen  zugehörigen  Kreis-       Antwort.     1)  Um  die  Grössenbe- 
^ogen'i  Ziehung  zwischen  dem  Sehnenwinkel 

Figur  45.  bei  P  (siehe  Figur  45)  und  seinen  beiden 

zugehörigen  Bogen  BC  und  AD 
festzustellen,  ziehe  man  eine  der  vier 
Sehnen  zwischen  den  Kreispunkten  ABCD, 
z.  B.  die  Sehne  AB.  Dann  ist  der  Winkel 
BPC  als  Aussenwinkel  gleich: 

^BAP+^ABP  =  ^BÄC+^ABD, 

oder  nach  Antwort  6)  der  Frage  40  auch: 

Erkl.  96.  Durch  Benutzung  der  Sehne  CD  Ebenso  erhielte  man  durch  die  Sehne 
erhält  man  filr  denselben  Winkel  BPC  als  BC  für  den  Winkel  APB  als  Aussen- 
Aussenwinkel  des^Dreiecks  CPD  den  gleichen  ^^^^j^^i   ^^g   Dreiecks  BPC   den   Weit: 

Wert  — s— +  — H~-'    ü^d  ebenso  mittels  Sehne  AB       CD 

^  2  BCA  +  CBD=:^^^  +  -^-, 

^Z>  für  den  Winkel  ilP^  als  Aussenwinkel  des  2     '      2 

T%-,  >.«r.  j  ^  TTT«.-4^  CD  2)  Um  die  Grössenbeziehung  zwischen 
Dreiecks  A PD  wieder  den  Wert  -^ — 1-  — ^r— .   j^^ '^  0  ^  ^  „  „  +  ^  „  ^, ,•    1,  ^  1    k^:   n   /^i^Ur. 

2^2      dem  oekantenwinkel  bei  (J  (siehe 
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Erkl«  97«  Anch  fär  den  Sekantenwinkel 
bei  Q  könnte  man  die  Qrösse  des  Nebenwinkels 
in  Betracht  ziehen.  Dieser  wird  Anssenwinkel 
des  Dreiecks  BCQ,  also: 


ÄDB    .    CAD 


2 


2 


oder  einzeln: 


AD    ,    BD    ,    AC    ,    AD 


Figui'  46)  und  seinen  beiden  zuge- 
hörigen Bogen  BC  und  AD  fest- 
zustehen, ziehe  man  die  eine  der  beiden 
Sehnen  AB  oder  CD.  Durch  erstere 
entsteht  das  Dreieck  ABQ^  für  welches 
^BAC  als  Anssenwinkel  gleich  ist: 

^ABQ  +  <^BQA^<^ABD-{-<^BQa 
Daher  wird: 

BC       AD 


AC+BD 

2 


■AD. 


Und  ebenso  erhielte  man  mittels  Benutzung 
der  Sehne  ^i>  für  denselben  Winkel  AQN  als 
Anssenwinkel  des  Dreiecks  ADQ  die  Grösse: 
<^QAD+QDA 

=  1800  —  C^i>  + 1800  —  BD^ 


^BQC=^BAC--<^ABD  =  ^         ^ 

Figur  46. 

yN 


=  3600- 


CBD 


ACB 


2 


2 


360— C-BD    ,    360  — ^CJ5 


CAD    ,    ADB 


wie  oben. 


2 


Frage  44.  Welche  Aussagen  er- 
geben sich  aus  der  Antwort  der  vorigen 
Frage  43? 

£rkl»  98«  Während  der  im  nebenstehenden 
für  den  Sehnenwinkel  ausgesprochene  Satz 
sowohl  für  den  Winkel  BPC,  als  auch  für 
den  Winkel  BFA  wörtlich  gültig  ist,  trifft 
dies  beim  Sekantenwinkel  nur  für  den 
<^BQC  zu,  denn  der  in  Erkl.  97  für  dessen 
>ebenwinkel  AQN  abgeleitete  Wert  lässt 
keine  unmittelbaren  Uebertragungen  zu.  Man 
vergleiche  jedoch  Erkl.  99. 

Erkl.  99.  Der  Uebergang  aus  dem 
Sehnenwinkel  in  den  Sekantenwinkel 
liefert  eine  ähnliche  Orenzbetrachtung,  wie 
die  mittelparallele  Strecke  des  Trapezes  in 
Erkl.  291  des  III.  Teiles.  Lässt  man  nämlich 
den  Schenkel  BP  des  Sehnenwinkels  BPC  sich 
Tun  Punkte  drehen,  so  rückt  der  Ereisschnitt- 
punkt  D  der  Verlängerung  des  Schenkels  BP 
gegen  A  hin,  fällt  mit  A  zusammen, 
wenn  P  auf  die  Peripherie  kommt,  und  rückt 
über  A  hinaus  in  den  Bo^n  BA^  wenn  der 
Winkelflcheitel  Q  über  die  Penpherie  hinausrückt. 
Für  den  Winkel  BPC  ist  der  Bogen  ^D  in 
gleichem  Drehungssinne  gemessen  vom 
Schenkel  CA  aus,  wie  Bogen  CB  von  demselben 
Schenkel;  für  den  Winkel  BQC  dagegen  ist 
der  Bogen  AD  in  entgegengesetztem  Dre- 


Antwort.  Auf  Grund  dieser  vorigen 
Ergebnisse  kann  man  den  Satz  aus- 
sprechen : 

Satz  17.  Ein  Sehnenwinkel  ist 
gleich  der  Summe,  ein  Sekanten- 
winkel gleich  der  Differenz  der 
auf  seinen  beiden  zugehörigen 
Bogen  stehenden  Peripherie- 
winkel. 

Oder  nach  Antwort  6  der  Frage  40: 

Satz  17a.  Ein  Sehnenwinkel 
hat  soviel  Grade,  wie  die  halbe 
Summe,  ein  Sekantenwinkel  so- 
viel Grade,  wie  die  halbe  Diffe- 
renz seiner  zugehörigen  Kreis- 
bogen. 
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hnngssinne  gemessen  vom  Schenkel  CA  ans, 
wie  Bogen  CB  von  demselben  Schenkel.  Man 
kann  also  sagen,  der  Bogen  AD  sei  für  den 
Winkel  BPC  positiv,  nehme  ab  bis  zn  Null 
nnd  werde  noch  kleiner,  nämlich  negativ  für 
den  Winkel  BQC.    Dem  entsprechend  wird  in 


dem  Ausdruck  für  den  Winkel  P  = 


BC    .    AD 


der  zweite  Teil 


AD 


erst  positiv;  er  wird  zu 


Null  für  AD  =  0,  also  für  denjenigen  Winkel 
BAC^  welcher  als  Peripheriewinkel  gleich 


ist 


BC 


+-0.    Und  derselbe  zweite  Teil 


AD 


2    -^^-     " "^"^ 2 

wird  negativ,  wenn  er  von  Schenkel  CA  aus 
im  entgegengesetzten  Drehungssinne 
ausgeht,  als  CB^  nämlich  für  den  Wmkel: 

.90  =  ^, 


AD 
2   • 


Erkl.  100«  Mit  Grundlegung  dieser  in 
£rkL  d9  entwickelten  Anschauungen  kann  man 
nun  auch  für  den  Nebenwinkel  die  lieber- 
einstimmung  der  Auswertung  mit  dem  Satz  17 
herbeiführen.   Während  nämlich  für  den  Winkel 


CPD  der  Wert 


AB    ,    CD 


sich  nach  vorigem 


2     '      2 

ergibt,  so  wird  mit  Verkleinerung  des  Bogens 
AD  der  Bogen  CD  immer  grösser,  wogegen 
AB  gleichbleibt.  Wird  AD  =  0,  so  wird 
€D  =  CA,  und  der  Winkel  CAN  erhält  den 


Wert 


BA 


CA 
2 


BAC 


=  180- 


BC 


2     ^     2     ""       2  —         2 

Letzteres  aber  ist  der  richtige  Wert  für  den 
Nebenwinkel  des  PeripheriewinkelsB^C. 

Es  ist  Bogen  AB,  gemessen  vom  Schenkel  CA 
aus  bis  zum  einen  Schnittpunkt  B  des  Schenkels 

AB,  und  Bogen  CA  ebenfalls  vom  Schenkel  CA 
aus  in  gleicher  Bicbtung  mit  dem  vorigen 
bis  zum  andern  Schnittpuäit  A  des  zweiten 
Schenkels  AB, 

Rückt  nun  Q  über  den  Kreis  hinaus,  so  sind 
immer  noch  die  Schnittpunkte  des  einen  Schenkels 
A  und  C,  die  des  andern  B  und  Z>.  Aber  die 
Bogenstrecken  von  A  und  C  in  der  gleichen 
Drehungsrichtung  von  diesem  Schenkel  QC 
aus,  in  welcher  durch  diesen  der  Winkel  CQN 
beschrieben  wird,  bis  zu  den  Punkten  B  und  D 

«ind  jetzt  ADB  und  CAD:  und  deren  halbe 
Summe  liefert  die  Grösse  des  Winkels  CQN, 
Ebenso  wird  der  Scheitelwinkel  BQJf  beschrieben 
vom  Schenkel  QBin  derselben  Drehungsrichtung, 
in  welcher  man  gelangt  von  B  nadi  A  durch 

den  Bogen  BDA,  und  von  D  nach  C  durch 

Bogen  DAC.  Wieder  erhält  man  daher  als  Wert 

des  Winkels  BQM=  ^(BDA  +  DAC),  wie 


Figur  47. 
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znvor  für  den  gleichgrossen  Scheitelwinkel  CQN, 
Wenn  daher  überhaupt  von  den  zugehörigen 
Kreisbogen  eines  Winkels  von  der  Lage  CQN 
oder  BQM  gesprochen  werden  soll,  so  sind  als 
solche  zu  bezeichnen  die  beiden  Bogen,  durch 
welche  man  von  dem  Schnittpunkte  des 
einen  Schenkels  in  gleicher  Umlauf  srich- 
tnng,  wie  der  Winkel  selbst,  zu  denen 
des  andern  Schenkels  (oder  seiner  Ver- 
längerung) gelangt. 

Erkl.  101«  Auch  für  Satz  17  hat  man  die 
bemerkenswerten  Grenzfälle  des  S  ehnenwinkels 
und  des  Sekantenwinkels.  Rfickt  nämlich  der 
Punkt  P  in  den  Ereismittelpunkt  selbst,  so  wird 
nach  Satz  21  des  IL  Teiles  der  Sehnenwinkel 
als  Mittelpunkts  winkel  gleich  seinem  Bogen. 
Dies  stimmt  mit  Satz  17  überein,  wonach  (siehe 

Figur  481)  <^  ^  P5  =  4-  (^  +  ^)  sei^^  soll- 
Denn  da  für  den  Mittelpunktswinkel  APB 
die  Bogen  AB  :=  CD  sind,  so  sind  auch: 

^APB=i\*2ABz=~^CD=iAB=zCD, 

Und  ebenso  ist  <^BPC  =.BCz=l  aD. 

Werden  dagegen  die  durch  Punkt  Q  gehenden 
Sekanten  zu  Tangenten  (siehe  Figur  48X1), 
so  fallen  die  Punkte  B  und  D  bezw.  C  und  A 
zusammen,  es  wird  <^^QC  Tangenten  Winkel, 
also  nach  Satz  \^  ^et-^BQC gleich  dem  Supple- 
ment des  kleineren  Bogens  DA,  <^BQM  gleich 

demselben  Bogen  DA  selbst.  Auch  dies  stimmt 
mit  Satz  17  überein,  denn  zum  Winkel  BQC 

gehören  die  beiden  Bogen  BC  und  DA,  und 

~  {BC—  DA)  =  -i-  (36Ö0  --DA  —  DA) 

=  1800  —  DA, 
Cnd  zum  Winkel  BQM  gehört  nach  Erkl.  100 
der  Bogen  AD  selbst  doppelt,  also: 

^BQM=^(AD+AD)  =  AD, 


4)  Uebep  einen  Kreis  in  Verbindung  mit  einem  Dreieck, 

a)  lieber  das  einem  Kreis  eingeschriebene  Dreieck 
oder  über  den  einem  Dreieck  umgeschriebenen  Kreis. 

Frage  45.   Wann  heisst  eine  Figur 

einem  Kreise  eingeschrieben?  ^    ^        ^     ^.      -r..  .        . 

Antwort.   Eine  Figur  heisst  einem 

ErU.  102.   Auch  bei  andern  geometrischen  f  ^^^^^  eingeschrieben    wenn  ihi^e 

GebUden,  als  beim  Kreise,  spricht  man  von  ein-  ii-ckpunkte  Punkte  der  Kreislinie 

Tmd  umgeschriebenen  Figuren.    So  wurde  sind;  der  Kreis  selbst  heisst  dieser  Figur 

in  der  Angabe  102  der  Aufgabensammlung  am  umgeschrieben 

Schlüsse  des  m.  Teües  einem  Dreieck  ein        ir^    z^f    „w    ^'a^,   Spi,«p    p:«^   ^^^ 

ebensolches    ein-  bezw.  umgeschrieben.     Man  ^    .^    .      ^,  J.  ?   ^^'^^^   ®"^®   ^^^ 

vergleiche  auch  die  Aufgaben  288  bis  309  da-  -^^^  eingeschriebene  Strecke,  weil 

selbst  über  ein-  und  umgeschriebene  Vierecke,  die  Endpunkte  der  Strecke  Kreis- 
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punkte  sind.  Ein  Peripheriewinkel 
ist  ein  dem  Kreise  eingeschriebener 
Winkel,    da    sein   Scheitelpunkt 

Der  Peripheriewinkel  als  Kreispunkt  ist  ,    ,    .  , 

-  -  -    -   .        Ein  Dreieck  oder  Vieleck  heisst 

einem  Kreise  eingeschrieben,  wenn 


ErU.  108« 

ein  Winkel,  dessen  Scheitelpunkt  anf  der  Pen 
pherie  eines  Kreises  liegt,  hat  daher  im  ftran 


zösischen  ausdrücklich  seinen  Namen  „anglein-  seine  Eckpunkte  auf  der  Kreislinie 
scrit«,  also  wörtlich  „eingeschriebener  Winkel",  liegen,  so  dass  also  aUe  seine  Seiten 

Sehnen  des  Kreises  sind.  Daher  nennt 
man  ein  einem  Kreise  eingeschriebenes 
Vieleck  auch  ein  Sehnenvieleck. 


Frage  46.  Wie  kann  man  sich  ein 
einem  Kreise  eingeschriebenes  Drei- 
eck oder  ein  Sehnendreieck  ent- 
standen denken? 

Erkl.  104.  Da  jeder  der  drei  Winkel  eines 
dem  Kreise  eingeschriebenen  Dreiecks  ein  Peri- 
pheriewinkel ist,  also  nach  Satz  16  halb  so 
viel  Grade  hat,  wie  sein  Standbogen,  so 
müssen  alle  drei  zusammen  halb  so  viel  Grade 
haben,  wie  ihre  drei  Standbogen  zusammen. 
Die  drei  Standbogen  bilden  aber  zusammen  den 
y ollkreis,  also  360o,  ihre  Hälfte  I8OO  ~  also 
eine  Bestätigung  der  Winkelsumme  des  Dreiecks 
gleich  zwei  Rediten.  


Antwort  Ein  einem  Kreise  ein- 
geschriebenes Dreieck  kann  man 
sich  entstanden  denken  entweder  durch 
Verbindung  dreier  auf  der  Kreislinie 
beliebig  ausgewählter  Kreispunkte,  oder 
durch  Schnitt  dreier  Sehnen,  deren  je 
zwei  vom  gleichen  Kreispunkte  ausgehen. 

Jede  Seite  des  Dreiecks  ist  also 
eine  Kreissehne,  jeder  Winkel  ein 
PeripheriewinkeL 


Frage  47.  Welche  Vorstellungen 
über  die  Beziehungen  zwischen  den 
Seiten,  Kreisbogen,  Mittelpunktswinkeln 
eines  eingeschriebenen  Dreiecks 
ergeben  sich  aus  den  Sätzen  4  und  9? 

Erkl.  105.  Während  zu  einer  beliebigen 
Sehne  zwei  Kreisbogen  gehören,  ist  zn  einer 
Seite  eines  eingeschriebenen  Dreiecks  nnr  ein 
Kreisbogen  zu  rechnen,  nämlich  deijenige  der 
beiden  durch  die  Seite  ausgeschnittenen,  auf 
welchem  die  Gegenecke  des  Dreiecks  nicht  liegt 

Erkl.  106.  Man  hat  nach  Nebenstehendem 
in  Figur  49  (und  entsprechend  auch  in  Figur  50, 
nur  mit  andern  Buchstaben) 

Dreiecksseiten: 

BC^CA^AB, 
Mittelpunktswinkel : 

Kreisbogen,  -ausschnitte  und  -abschnitte: 

dagegen :  • 

Abstandsstrecken  vom  Mittelpunkt: 
Jtf/)<JtfJ5<JfF. 


Antwort.  Da  jede  Seite  eines 
eingeschriebenen  Dreiecks  (siehe 
die  Figuren  49  und  50)  eine  Sehne 
ist;  so  gehören  zu  jeder  derselben  ein 
Mittelpunktswinkel,  ein  Kreisbogen,  eine 
Abstandsstrecke  vom  Mittelpunkt;  und 
man  erhält  folgende  Vorstellungen: 

1)  Durch  die  Radien  nach  den  di*ei 
Eckpunkten  eines  eingeschriebenen  Drei- 
ecks entstehen  drei  gleichschenklige 
Dreiecke  mit  gemeinsamer  Spitze 
im  Ereismittdpunkt 

2)  Von  diesen  drei  gleichschenkligen 
Dreiecken  haben  die  Längen  der  Grund- 
seiten dieselbe  Grössenfolge  wie 
die  Grössen  der  Mittelpunktswinkel, 
der  Kreisbogen,  der  Kreisaus- 
schnitte und  Kreisabschnitte. 

3)  Der  Durchmesser  eines  Kreises 
ist  die  grösstmögliche  Seiten- 
länge eines  diesem  Kreise  eingeschrie- 
benen Dreiecks. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „YoUständig  gelösten  Aufgabensammlimg  von 
Dr.  Ad.  Kleyer*'  kann  Yon  jeder  Bnchliandlung,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  und  gut  brochiert  am  den  sofortigen  and  dauern- 
den Oebraach  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigongen 
und  Erklärungen  am  Schlosse  desselben, 

3).  Anf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  S — 4  Hefte  za  dem  Abonnementspreiee  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeateten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

G).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  aberhaapt  aaf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  angelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schaler  aUer  Schiden,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
■um  Selbststudium,  das  vortrefEliohste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

S).  Alle  Bachhandlangeu  nebmep  Bestellac^en  eotgcgeu. 


MT  Das  vollsttndige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druok  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart.  ^.^.^.^^^  by  GOOgle 
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'3,1  ■  ^  Vfl 

Freie     8  Ebene  Eiementar-Geometrie 

de.  Hefte«     \        (PI;Vni.notne).    4^  Teil. 

I  Die  Lehre  vom  Kreis. 

4JI  IPf  •    I    Forts.  V.  Heft  000.  —  Seite  49—64. 

/-^^^^^  i  Mit  lg  Figuren^^ 
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Aufgaben  -  Sammlung 


%  -  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  fGr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

I  ""* 

I  io^be  iBdSntflGkliinj  dar  benititin  Sitze,  Formeln,  RogelB  In  Fragninndintforteo  | 

%  erl&utert  durch                                                             - 

i  viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

I  aai  allen  Zweigen 

§  der  Beeheakiuifty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  iphAriichen 

I  Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  AnalysiSj 

g  Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  a.  des  Baumes  etc.);  — 

I  aus  allea  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatlk,  Chemie,  Oeodftsie,  Nantik, 

S  mafhemat,  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strafeen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 

l  Brfleken-  u.  Hochban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  n. 

l!  Parallel-PerspeetiTe,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc 

I  ^ 

I  Schäler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milißrs  etc. 

I  zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

%  Stadium,  zur  Forthfilflo  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

I  der  exakten  Wissenschaften, 

B  herausgegeben  von 

I  Hr.  Adolph  Kleyer^ 

S  Mathemfttilcor,  vereideter  IcOnigl.  preusB.  Feldmeaser,  Tereidoter  groash.  hessischer  Ooomeier  I.  Klasie 

I  in  Frankfurt  a.  M. 

I  unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 

j 

I  Ebene  Eiementar-Geometrie  (Planimetrie).     \ 

1  Vierter  Teil.                                                     \ 

1  Die  Lehre  vom  Kreis. 

I  Die  geometrischen  Oerter  und  die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 

I  Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J.  Nach». 

I  Forts.  V.  Heft  990.  —  Seite  4!i— 04."  Mit  li>  Figuren. 

I  Inhalt: 

i  l'tber  daa    einem  Kreis   eingeschriebene  Droiock    oder  über   den    lintMii  Dreieck    umcreachriobcüpn  Kreis. 

iS  Ueber  dae  einem  Kreis  um-  oder  angescliriebcne  Dreieck  oder  über  dou  einem  Dreieck  um-  oder  au- 

S  geschriebenen  Kreis. 

Stuttgart  1891.       r 
Verlag  von  Julius  Maier. 
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Das  YOllstindige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden.  ^  _ 


Preisgekrönt  in  Frankhirt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei  Werk,  welchem  kein  fthnliehes  zur  Seite  steht,  erBcheint  monatlich  in  3—4 
heften  zu  dem  billigren  Preise  von  25  /^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Anfiraben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Phjslky 
Jfechanik,  math.  Geographie ,  Astronomie 9  des  MaAobinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Orflcken-  und  Hochbaues,  des  konstriiktlTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOllstindig 
gel5ster  Form,  mit  rlelen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  nnd  Entwiekelnng  der 
benntiten  Sfttze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  LOsung 
jedermann  verst&ndlich  sMn  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  Ihrer  Gesamtheit  ergftnsen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  --  nach  besonderen  selbständigen  Ei^i- 
teln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fEir  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Losungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fCür  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneieh- 
nls,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklämngren  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 
Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  11.  Ord.,  gleich* 
berechtigten  hSheren  Bflrgersehnlen,  PrlTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, SchuUehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlony 
Gowerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereltnngsschnlen  aUer  Arten,  gewerbllehe 
Fortblldnngsschnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissenschaftssehnlen, 
Militärschnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ährig*Frei- 
willige«  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schttler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  fär  Schritt  gelSste,  Aufgaben- 
sammlung  Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  eta 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfelübaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  fiberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfitze  ffir  den  Schul* 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Benüs* 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 
Alle  Bachhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  YerÜuser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  nnd  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt 
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Ueber  das  einem  Kreis  eingeschr.  Dreieck  oder  über  den  einem  Dreieck  nmgeschr.  Kreis.       49 


Figur  49. 


4)  Die  Grössenfolge  der  Seiten- 
strecken  eines  eingeschriebenen  Drei- 
ecks ist  gerade  entgegengesetzt  der 
Grössenfolge  der  Abstandsstrecken 
dieser  Seiten  vom  Kreisndttelpunkte. 

6)  Durch  diese  Abstandsstrecken  selbst 
wird  das  ganze  Dreieck  zerlegt  in  drei 
Viere.cke  mit  gemeinschaftlicher  Spitze, 
deren  jedes  zwei  rechte  Winkel  hat;  jedes 
der  gleichschenkligen  Teildreiecke 
wird  zerlegt  in  zwei  kongruente  recht- 
winklige Dreiecke,  welche  diese  Mittel- 
senkrechte als  gemeinsameXathete  haben. 


Frage  48.  Was  folgt  aus  den 
Sätzen '5  über  die  Abstandsstrecken 
der  Dreiecksseiten  vom  Kreismittel- 
punkte? 

Erkl.  107.  Aus  den  Sätzen  8  ebenso  wie 
aus  den  Sätzen  4  und  der  Antwort  auf  die 
Frage  5  lässt  sich  auch  als  Bestätigung  früher 
bewiesener  Sätze  die  Folgerung  ziehen,  dass 
zu  gleichen  Seiten  eines  eingeschriebenen 
Breiecks  auch  gleiche  Mittelpunktswinkel,  Kreis- 
bogen, Kreisaus-  und  -abschnitte,  sowie  gleiche 
Gegenwinkel  und  gleiche  Ahstandsstrecken  der 
Seiten  vom  Kreismittelpunkte  gehören. 


Antwort.  Da  die  Abstandsstrecken 
MD,  ME,  MF  in  Figur  49  nach  Satz  5  a 
Mittelsenkrechte  der  Dreiecks- 
seiten sein  müssen,  so  folgt,  dass  die 
drei  Mittelsenkrechten  eines  einem 
Kreise  eingeschriebenen  Dreiecks 
durch  denselben  Punkt  gehen, 
nämlich  durch  den  Kreismittelpunkt, 
welcher  selbst  gleichen  Abstand  hat 
von  den  drei  Ecken  des  Dreiecks 
als  Kreispunkten. 


Frage  49.  Welches  ist  die  gegen- 
seitige Lage  der  Mittelsenkrechten 
eines  beliebigen  Dreiecks? 

ErkL  108.  StaU  zur  Mittelsenkrechten  MD 
die  Mittelsenkrechte  M£  zuzufügen,  hätte  man 
anch  die  Mittelsenkrechte  MF  als  zweite  zu 
MD  w&hlen  kOnnen,  und  hätte  wieder  MA  = 
MB  =  MC  gefunden.  Und  ebenso ,  wenn  als 
erstes  Paar  die  beiden  Mittelsenkrechten  ME 
nnd  MF  gewählt  worden  wären.  Immer  findet 
man,  dass  dieMittelsenkrechte  derdritten 
Seite  eines  beliebigen  Dreiecks  durch 
denselben  Punkt  gehen  muss,  in  welchem 
sich  die  beiden  ersten  schneiden. 

Erkl.  W9.  Die  der  nebenstehenden  Unter- 
lacfanng  zu  Grunde  liegenden  Sätze  aus  der 
Lehre  Ton  der  achsigen  Symmetrie  finden  später 
noch  ausführlichere  Erörterung.    Sie  lauten: 

Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie.  lY. 


Antwort.  Da  je  zwei  gegebene 
Punkte  eine  einzige  Strecke  bilden,  und 
jede  Strecke  eine  einzige  Mittelsenk- 
rechte besitzt,  so  entstehen  durch  die 
drei  Punkte  eines  beliebigen  Dreiecks 
im  ganzen  drei  Mittelsenkrechte,  und 
man  erhält  folgende  Schlussreihe: 

1)  Zieht  man  in  einem  beliebigen 
Dreieck  ABC  (siehe  Figur  49  oder  50) 
die  Mittelsenkrechte  der  Punkte  B 
und  C,  so  ist  dieselbe  Symmetrieachse 
für  die  Streckenpunkte  B  und  C;  also 
hat  jeder  ihrer  Punkte  denselben 
Abstand  von  B  wie  von  C. 

2)  Zieht  man  dazu  die  Mittelsenk- 
rechte der  Punkte  C  und  A,  so  ist 
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Ebene  Elementar-Geometrie.  —  IV.  Teil. 


I.  Jeder  Punkt  der  Mittelsenk- 
rechten zweier  Punkte  hat  gleichen 
Abstand  Ton  beiden. 

IL  Jeder  Punkt  mit  gleichem  Ab- 
stand von  zwei  Punkten  liegt  auf  der 
JMfittelsenkrechten  derselben. 
(Siehe  die  Sätze  14  'und  Erkl.  44  b  im  Ab- 
schnitte über  die  Symmetrie  im  HI.  Teile  und 
jene  über  geometrische  Oerter  und  merkwürdige 
Punkte  im  Dreieck  in  diesem  Teile  dieses  Lehr- 
buches). 

Figur  50. 


dieselbe  Symmetrieachse  für  die 
Streckenpunkte  C  und  A;  also  hat  jeder 
ihrer  Punkte  denselben  Abstand 
von  C,  wie  von  A. 

3)  Der  Schnittpunkt  Jif  der  beiden 
Mittelsenkrechten  von  B  und  C,  sowie 
von  A  und  C  hat  daher  erstens  als 
Punkt  der  ersteren  (der  Linie  MD) 
gleichen  Abstand  von  B  und  C  (nämlich 
MB  =  MC),  zweitens  als  Punkt  der 
letzteren  (der  Linie  ME)  gleichen  Ab- 
stand von  C  und  A  (nänüich  MC-=:MA). 

4)  Also  hat  dieser  Schnittpunkt 
zweier  Mittelsenkrechten  gleichen 
Abstand  von  den  drei  Punkten  A,  B 
und  C  {MA  =  MB  =  MC)',  und  ein 
Kreis  um  M,  welcher  durch  Punkt  A  geht 
(mit  Radius  MÄ),  hat  auch  B  und  C 
als  Kreispunkte. 

5)  Da  hiernach  für  Punkt  M  auch 
MA=zMB  ist,  so  müssen  auch  die 
Eadien  von  M  nach  den  Punkten  A  und 
B  mit  der  Dreiecksseite  AB  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  bilden:  folglich  muss 
auch  die  Mittelsenkrechte  der  Grundseite 
AB  durch  die  Dreiecksspitze  M  gehen. 


Frage  50.  Zu  welchen  Aussagen 
führt  die  Antwort  der  vorigen  Frage  49? 

ErkL  HO.  Die  drei  Mittelsenkrechten  wür- 
den —  wenn  sie  beliebige  Geraden  wären  — 
einDreiseit  bilden.  Sie  sind  aber  verlmttpft 
durch  die  merkwürdige  Eigenschaft,  durch  den- 
selben Punkt  zu  gehen. 

Erkl.  111.  In  Figur  49  und  60  sind  zwei 
verschiedene  FäUe  des  Dreiecks  gezeichnet.  Je 
stumpfer  der  eine  Winkel  des  Dreiecks  ist,  desto 
weiter  rückt  der  Mittelpunkt  M  Ton  dem  Dreieck 
fort.  Und  wenn  die  drei  Punkte  ABC  gar  kein 
Dreieck  mehr  bilden,  sondern  auf  einer  Ge- 
raden liegen,  dann  werden  die  drei  Mittel- 
senkrechten parallel,  sie  schneiden  einander 
im  Unendlichen.  Dann  rückt  also  auch  der 
Mittelpunkt  M  des  den  drei  Punkten  umge- 
schriebenen Kreises  ins  Unendliche,  die  drei 
gleichen  Strecken  MA  =  MB  =  MC  werden 
unendlich,  und  der  Kreis  mit  unendlichem 
Badius  fäUt  zusammen  mit  der  Verbindungs  - 
gera den  der  drei  gegebenen  Punkte.  (Vergl. 
Erkl.  102  im  II.  Teile  dieses  Lehrbuches,  wo- 
selbst die  geradlinige  Verschiebung  aufgefasst 
wurde  als  besonderer  Fall  der  Umdrehung  um 
einen  unendlich  fernen  Umdrehungsmittelpunkt, 


Antwort.  Auf  Grund  der  vorigen 
Antwort  kann  man  folgende  Aussagen 
machen: 

Satz  18.  Die  drei  Mittelsenk- 
rechten eines  beliebigen  Drei- 
ecks gehen  durch  einen  und 
denselben  Punkt  Derselbe  hat 
gleichen  Abstand  von  den  drei 
Eckpunkten  des  Dreiecks,  und 
ist  daher  Mittelpunkt  eines 
durch  diese  drei  Punkte  gehen- 
den Kreises,  also  Mittelpunkt 
eines  dem  Dreieck  umgeschrie- 
benen Kreises. 

Satz  18a.  Jedes  beliebige  Drei- 
eck kann  angesehen  werden  als  ein 
einem  Kreise  eingeschriebenes 
Dreieck;  oder  für  jedes  beliebige 
Dreieck  gibt  es  einen  umgeschrie- 
benen  Kreis. 
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indem  die  Punkte  sich  bewegen  auf  Kreisen 
mit  nnendlich  grossen  Badien,  also  anf  geraden 
Linien). 

Erkl.  112.  Entsprechend  der  üeberlegnng 
in  Erkl.  108  brancht  man,  um  den  durch  drei 
gegebene  Punkte  bestimmten  Kreis  zu  kon- 
struieren, nicht  alle  drei  Verbindungsstrecken 
dieser  drei  Punkte  zu  untersuchen  und  alle  drei 
Mittelsenkrechten  desselben  zu  zeiclmen, 
sondern  zwei  beliebige  der  Mittelsenkrechten 
genfigen  schon  und  liefern  als  ihren  Schnitt- 
punkt den  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises. 
£s  wird  also  von  praktischen  Bttcksichten  ab- 
hängen, welche  zwei  man  aus  den  drei  mög- 
lichen Mittelsenkrechten  auswählen  will. 


Oder: 

Satz  18b.  Durch  drei  beliebig 
gegebene  Punkte  lässt  sich  stets 
eine  Kreislinie  legen  —  oder: 

Drei    beliebige   Peripherie- 
punkte bestimmen  stets  eindeutig 
eine  Kreislinie. 
Und  umgekehrt: 

Satz  18c.  Zwei  Kreise,  welche 
drei  gemeinsame  Punkte  haben, 
fallen  vollständig  zusammen,  also 
können  zwei  verschiedene  Kreise 
einander  höchstens  in  zwei  Punkten 
schneiden. 


Frage  51.  Welche  Lagen  nimmt 
der  Mittelpunkt  des  umgeschrie- 
benen Kreises  bei  Dreiecken  mit  ver- 
schiedenen Winkelgrössen  an? 

Figur  51. 


Erkl.  118.  Der  dem  Dreieck  umgeschriebene 
Kreis  wird  auch  der  „Umkreis"  des  Dreiecks 
genannt.  Der  Mittelpunkt  des  Umkreises  wird 
auch  das  „Zentrum  der  Ecken''  genannt, 
weil  er  gleichen  Abstand  Ton  den  Eckpunkten  hat. 

ErkL  114.  Schon  wegen  der  achsigen  Sym- 
metrie des  Kreises  und  des  gleichschenkli|;en 
Dreiecks  muss  der  Mittelpunkt  des  Umkreises 
beim  gleichschenkligen  Dreieck  stets  auf 
der  Achse  liegen,  also  auf  der  Mittelsenkrechten 
der  Orundseite  und  Halbierungslinie  des  Winkels 
an  der  Spitze.    Die  Beziehungen  zwischen  der 


Antwort,  Die  verschiedenen  Lagen 
des  Mittelpunktes  des  umgeschriebenen 
Kreises  bei  einem  Dreieck  können  über- 
sichtlich untersucht  werden  bei  Dreiecken 
über  derselben  Grundseite,  aber  mit  ver- 
schiedenen Winkelgrössen  am  Scheitel: 

1)  Ist  der  Winkel  an  der  Spitze  ein 
spitzer  Winkel  (s.  Figur  511),  und 
auch  alle  drei  Dreieckswinkel  spitze,  so 
liegt  der  Kreismittelpunkt  im  Innern 
des  Dreiecks,  denn  jeder  Dreiecks- 
winkel hat  als  spitzer  Peripherie- 
winkel einen  Standbogen  unter  180®, 
folglich  auch  einen  zugehörigen  Mittel- 
punktswinkel unter  einem  gestreckten 
Winkel. 

2)  Ist  das  Dreieck  ein  recktwiuk- 
liges  (s.  Figur  51 III),  so  gehört  zum 
rechten  Peripheriewinkel  bei  C  ein  Halb- 
kreis als  Standbogen  und  ein  gestreck- 
ter Winkel  alsMittelpunktswinkel.  Folg- 
lich fallt  der  Mittelpunkt  auf  die 
Gegenseite  des  rechten  Winkels 
selbst,  diese  wird  Durchmesser  und  ihr 
Mittelpunkt  Schnittpunkt  der  zwei  andern 
Mittelsenkrechten. 

3)  Ist  der  Winkel  an  der  Spite  ein 
stumpfer  Winkel  (s.  Figur  5HV),  so 
gehört  zu  dem  stumpfen  Peripherie- 
winkel ein  grösserer  Standbogen  als  ein 
Halbkreis,  und  ein  überstumpfer 
Mittelpunktswinkel.  Folglich  muss 
die  Gegenseite  des  stumpfen  Winkels 
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Dreieckagrundseite  und  Dreiecksspitze  zwischen  Kreismittelpunkt  und  Dreiecks- 
rom  Mittelpunkt  des  Umkreises  smddai^  gpjtze  hindurchgehen,  der  KreisnüM 
beim  gleichschenkhgen  Dreieck  dieselben,   wie     f.^i.    ,.     .    ^„««^«v'  iv    j^«  ru.«;^i,. 
beim  allgemeinen  iTreieck  mit  beUebiger  Seite  V^^^^t  hegt  ausserhalb   des  Dreiecke 
als  Gnmdseite  nnd  deren  Gegenecke  zum  Mittel- 
pnnkt  des  Umkreises.    Beim  gleickschenkligen 
Ihreieck  aber  wird  die  Untersuchung  eben  da- 
durch vereinfacht,   dass  der  Radius  MC  mit 
der  Mittelsenkrechten  MF  zusammenfällt  (siehe 
Figur  61).    Dennoch  aber  bleibt  die  Allgemein- 
heit der  Untersuchung  unbeschränkt,  da  die 
Lage    des   Mittelpunlrts   zu    einer    Seite   nur 
immer  Ton  der  GrOsse  des  einen  Dreiecks- 
winkels abhängt,  welcher  der  Gegenwinkel  jener 
Seite  ist. 

Erkl*  HB*  Für  die  erste  Gruppe  der  neben- 
stehenden Antwort  ist  der  allgemeine  Fall  dar- 
gestellt in  Figur  49,  wo  beim  spitzwinkligen 
Drei^  der  Mittelpunkt  des  Umkreises  ins 
Innere  fällt;  der  dntte  Fall  ist  allgemein  dar- 
gestellt in  Fig.50,  wo  beim  stumpfwinkligen 
Dreieck  der  Mittelpunkt  des  Umkreises  ausser- 
halb des  Dreiecks  fällt.  Der  zweite  Fall  ist 
die  bereits  mehrfach  eingetroffene  Bestätigung 
des  Satzes  60  im  III.  Teile  dieses  Lehrbuches. 
Als  Zwischenglied  des  ersten  und  zweiten  zeigt 
Figur  51II  noch  das  Zusammenfallen  des  Zen- 
trums der  Ecken  beim  gleichseitigen  Dreieck 
mit  dem  Schnittpunkt  aller  Winkelhalbierenden 
und  Mittelsenkrechten. 


Frage  52.  Welche  Aussagen  über 
die  Lage  des  Zentrums  der  Ecken 
beim  Dreieck  ergeben  sich  aus  der 
vorigen  Ueberlegung? 

Erkl.  116.  Es  lassen  sich  unschwer  noch 
weitere  Angaben  finden  ttber  die  Lage  des 
Zentrums  der  Ecken:  dasselbe  liegt  auf  der- 
jenigen Seite  der  Winkelhalbierenden  eines 
Dreiecks  Winkels,  welche  den  kleineren  der 
beidenübrigen  Dreieckswinkel  enthält;  — 
seine  Abstände  yon  den  drei  Dreiecksseiten 
haben  die  entgegengesetzte  Grössenfolge, 
als  diese  Seiten  selbst,  so  dass  es  also  der  kleinsten 
Seite  am  fernsten,  der  grössten  am  nächsten 
liegt.  Man  beachte  die  Bestätigung  dieser 
Aussagen  an  den  gleichschenkligen  Dreiecken 
in  Figur  51  und  vergleiche  hierüber  die  Auf- 
gabe 89  der  Aufgabensammlung  am  Schlüsse 
dieses  Teiles. 


Antwort.  Auf  Grund  der  Ueber- 
legung in  voriger  Antwort  51  kann  man 
aussagen: 

Satz  19.     Das   Zentrum  der 

Ecken  oder  der  Mittelpunkt  des 

Umkreises  liegt: 

1)  beim  spitzwinkligen  Dreieck 
im  Innern  des  Dreiecks, 

2)  beim  rechtwinkligen  Dreieck 
im  Mittelpunkt  der  Hypotenuse, 

3)  beim  stumpfwinkligen  Drei- 
eck im  Aussenwinkelraume  des 
Dreiecks  über  der  grössten  Seite. 


Frage  53.  Welche  Winkelgrössen 
entstehen  zwischen  den  drei  Radien 
des  Umkreises  und  den  Mittelsenkrechten 
und  Seiten  des  Dreiecks? 


Antwort.  1)  Der  Winkel  zweier 
Kreisradien  ist  als  Mittelpunktswinkel 
stets  doppelt  so  gross  als  der  auf 
gleichem    Bogen    stehende    Peripherie- 
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Fignr  52. 


Erkl.  117.  Besondere  Beachtung  erfordert 
die  Anffassnng  der  nebenstehenden  Winkel- 
beaehnngen  beim  stumpfwinkligen  Dreieck.  So 
ist  in  Figur  68  der  Betrog  2*y  grösser  als  I8O0, 
nämlich  gleich  dem  ttberstnmpfen  Winkel 
ÄMBj  also  ist  der  hohle  Winkel 

AMB  =  8600—  2y  =  2  (180«>  —  y) 

Bezeichnet  man  etwa  mit  3fCr  die  Verlängenmg 
von  MF,  dann  wird  in  Fignr  68: 
^AMG  =  BMG  =  y. 

Dabei  ergibt  sich  dann  für  beide  Figuren  62 
ond  58  die  gemeinsame  Erscheinung,  dass  am 
Ereismittelpmücte  jeder  Dreieckswinkel  zweimal 
auftritt,  und  dass  die  Summe  dieser  sechs  Winkel 
einen  Vollwinkel  liefert,  nämlich: 

rigor  52:  ^MF-{-BMF^ 

Fignr 58:  AMa-\-BMGt^  ^         ^        ^ 

•  •  •  •  •  • 

=  2a  +  2/?  +  2y  =  3600;  a  +  /5  +  y  =  1800. 

ErU.  118*  In  Figur  62  erkennt  man,  dass 
durch  die  Ton  den  Kreisradien  dargestellte  Zer- 
legung der  Dreieckswinkel  jeder  aus  zwei  Stücken 
besteht;  und  die  Summe  aller  sechs  Teilwinkel 
ist  wieder: 
(90~/?)  +  (90-y)  +  (90-.y)  +  (90-«) 

+  (90-«)  +  (90-./J) 

=  2(90  — a  +  90  — ^  +  90  — y) 

=  2[270—(a  +  /J  +  y)]  =  2(270  —  180) 

=  2.90=  1800. 

Ebenso  ist  die  Summe  je  zweier  Teilwinkel 
an  emer  Ecke : 

(90-/f)  +  (90-y)  =  1800-OJ  +  y)  =  «, 
(90-y)  +  (90  — «)  =  1800- (/  +  «)  = /9, 
(90-a)  +  (90  -  ^)  =  1800  _  (a  +  ß)  =  y. 

In  Fiffur  58  tritt  in  den  Eckpunkten  A  und 
B  der  Winkel  y  —  90o  auf,  muss  aber,  um  den 


Winkel   oder   Dreieckswinkel,    also   in 
Figur  52  und  53: 

<^AMB  =  2y;  <^53fC  =  2a;  <^CMA=:2ß. 

2)  Da  der  Winkel  zweier  Kreisradien 
nach  Satz  5  a  je  durch  eine  der  Mittel- 
senkrechten halbiert  wird,  so  ist  der 
Winkel  zwischen  je  einem  Radius 
und  einer  Mittelsenkrechten  gleich 
einem  der  Dreieckswinkel  selbst, 
also  in  Figur  62: 
<^AMF=BMF=iy,  <^BMDz=CMD=ia, 

<^CME=ÄME  =  ß. 

In  Figur  53,  wo  der  überstumpfe 
Winkel  AMB  gleich  2y  ist,  wäre  auch 
dessen  Hälfte,  gebildet  durch  die  Ver- 
längerung der  Linie  MF  gleich  y  zu 
setzen;  es  wird  daher  in  diesem  Falle: 

^AMF=zBMF=  1800  — y, 

dagegen  im  übrigen  wie  zuvor: 

^53fD=  Clf2)  =  «,  <^CME=:AME=zß. 

3)  In  dem  rechtwinkligen  Dreiefck, 
welches  den  eben  betrachteten  Winkel 
enthält,  sind  Katheten  die  Mittelsenk- 
rechte  der  Sehne  und  die  Hälfte  der 
Dreiecksseite;  Hypotenuse  ist  der  Radius 
des  Kreises.  Also  ist  der  Winkel 
zwischenKreisradiusundDreiecks- 
seite  der  Komplementwinkel  zu  dem 
Winkel  zwischen  Radius  und  Mittelsenk- 
rechte, also  komplementär  je  zu  einem 
der  Dreieckswinkel  selbst  Man  hat  also 
an  den  drei  Dreiecksseiten  als  Grund- 
seiten der  gleichschenkligen  Dreiecke 
BMC,  CMA  und  AMB  folgende  Winkel: 
in  Figur  52  und  Figur  53  gemeinsam: 

<):  lf5C  =  <^  3fCB  =  900  —  «, 
<):3fC^  =  <^3fJC  =  900  — /9; 

femer  in  Figur  52  allein: 

^MAB  =  <J:  MBA  =  900  — y, 

dagegen  in  Figur  53: 

^  if ^  5  =  ^  If  B  ^  =  900  —  ( 1 80  —  y) 

=  y_900. 
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Dreieckswinkel  zu  liefern,  Ton  dem  andern  Teil- 
winkel abgezogen  werden.  Man  erhält  daher 
als  Minnenden  die  Grösse  (y  —  ^0)  und  kann 
dafür  wieder  schreiben  als  Addenden  die  Grösse 
(90  —  y),  \ne  zuTor.    Also : 

(90-/S)-(y-90)  =  (90-/9)  +  (90~y) 
=  1800— (/9  +  y)  =  a 
und 

(90^«)  — (y  — 90)  =  (90  — «)  +  (90  — y) 
=  1800  —  (a  4-  y)  =  ^. 

Ebenso  wären  auch  für  die  Summiening  der 
drei  Dreieckswinkel  diese  Winkel  (y  — 90)  ne- 
gativ einzusetzen,  und  liefern  so  wieder  dasselbe 
Ergebnis  wie  oben  in  Figur  62,  indem  eben  das 
Komplement  des  stumpfen  Winkels  als  eine 
negative  GrOsse  in  die  Rechnung  eintritt. 

ErU*  119.  Um  die  Analogie  der  Figuren  62 
und  53  aufrecht  zu  erhalten,  nennt  man  auch 
in  Figur  53  die  Linien  MÄ  und  MB  Teilungs- 
linien des  Winkels  CAB  bezw.  CBA,    Und 
ebenso,  wie  nach  Erkl.  77  des  I.  Teiles  dieses 
Lehrbuches  auf  einer  Strecke  AB  die  von 
einem  auf  derselben  Geraden  liegenden 
Punkt  P  gebildeten  Abschnitte  AP  und  BP 
zwischen  dem  Teilpunkte  P  und  den 
Streckenpunkten  A  und  B  als  die  Teil- 
strecken  der  Strecke  bezeichnet  werden,  ebenso 
bezeichnet  man  nunmehr  bei  einem  Winkel  (d,  c) 
die  von  einer  durch  denselben  Winkel- 
ten Geraden  r  ge- 
id  (c,  r)  zwischen 
nd   den  Winkel- 
die  Teilwinkel  des 

lerhalb  oder  ausser- 
aren  die  Teilstrecken 
it,  lag  P  ausserhalb, 
rschiedener  Bichtung. 
erall  und  in  Figur  58 
de  durch  das  Innere 
Teilwinkel  (6,  r)  imd 
ngsrichtung;  an 

_jr  Figur  53  dagegen 

geht  die  Teilungslinie  nicht  durch  das  Innere 
des  Winkels,  erzeugt  also  Teilwinkel  (b,  r) 
und  (r,  c)  von  ungleicher  Drehungsrichtun^, 
Daher  muss  der  Winkel  (r,  c),  wenn  er  in  die 
Rechnung  eintreten  soll,  als  negative  Grösse 
eingesetzt  werden.  


Figur  53. 


Frage  54.  Wie  lässt  sich  das  Er- 
gebnis der  vorigen  Antwort  in  Worte 
fassen? 


Erkl.  120*  Für  nebenstehenden  Satz  20  sind 
zwei  Kadien  als  benachbarte  zu  betrachten, 
wenn  der  dritte  Radius  nicht  durch  ihren  Winkel 
g^t.  Dadurch  gilt  der  Satz  in  Figur  53  nur 
Sir  den  überstumpfen  Winkel  A  MB,  nicht  aber 
für  den  hohlen  Winkel  AMB.  Ebenso  ist  das 
Komplement  eines  stumpfen  Winkels  als  negative 


Antwort.  Auf  Grund  der  vorigen 
Antwort  kann  man  folgende  Aussagen 
machen : 

Satz  20.   Verbindet  man  die  Eck- 
punkte eines  Dreiecks  mit  dem  Mittel- 
punkt seines  Umkreises,  so  ist: 
a)  der  Winkel  zweier  benach- 
barten Radien  je  gleich  dem 
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Grösse  anzusehen,  nnd  die  Teilung  eines  Winkels 
durch  eine  Linie  in  seinen  Nebenwinkel  nach 
der  in  Erkl.  119  enthaltenen  Auseinandersetzung 
aufzufassen. 


doppelten  Dreieckswinkel 
über  der  gleichen  Dreiecksseite, 
b)  der  Teilwinkel  eines  Dreiecks- 
winkels zwischen  einer  Drei- 
ecksseite nnd  einem  Eadius 
gleich  dem  Komplement  des 
an  der  andern  Dreiecksseite 
liegenden  Dreieckswinkels. 


Frage  55.  Wie  bestätigen  sich  die 
Sätze  19  nnd  20  bei  dem  Umkreise 
der  „besonderen  Dreiecke'*? 


Erkl.  121.  Im  gleichschenkligen  Drei- 
eck (s.  Figur  51)  ist  ebenso  wie  in  Figur  52 
und  53: 

^AMC=  BMC  =  2.^ABC  =  2'^BAC. 
Im    rechtwinklig    gleichschenkligen    insbe- 
sondere : 

^ABC  =  <^BAC  =  ^0^ 
und 

<^AMC=  BMC  =900. 
Femer  in  Figur  51 1  und  II : 

<^AMF=<^BMF=:  ACB] 
in  Figur  51 IV: 

^AMF=  BMF=z  1800  — <^^CÄ 
Und  in  allen  vier  Fällen  der  Figur  51 : 
^AME  =  ^  CME  =  ^  CMD  =  ^  BMD 
=  ^ABC  =  <^BAC. 
Endlich  in  Figur  511,  11  und  ni: 
^MAFz=MBF=9(y^  —  ^ACB, 
nämlich   im   letzteren  FaUe   gleich  NüU,    da 
-^ACB  selbst  ein  Rechter  ist;  in  Figur  5HV 
aber: 

<^lf^F  =  <^if5F  =  <^-4CB  — 900. 
Dagegen  in  allen  vier  FftUea  der  Figur  51: 
^MAE  =:<^MCE=z<^MCD  =  <^MBD 
=  900  — ^BC  =  900  —  ^^a 

=  ^.<^ABa 


Erkl.  122«  Im  gleichseitigen  Dreieck: 
(siehe  Figur  51 II)  ist: 

MA=:MB=  MC=  ^AD=z  ^BE 
0  o 

und  femer: 

<^AMB  =i  ^BMC  =  ^CMA  =  1200; 

^AMF  =  <i:  BMF  =  ^  BMD  =  <^  CMD 

=  <f.  CME  =  <fAME  =  600; 
-iMAF=^  MBF  =  ^  MBD  =  <^  MCD 

=  ^  MCE  =  ^  MAE  =  300. 


Antwort.  1)  Beim  gleichschenk- 
ligen Dreieck  liegt  der  Mittelpunkt 
des  Umkreises  auf  der  Symmetrieachse, 
also  auf  der  Winkelhalbierenden  an  der 
Spitze,  oder  der  Höhe  des  Dreiecks,  und 
zwar,  wie  aus  Figur  511,  ü,  IV  zu 
entnehmen  ist,  beim  spitzwinkligen 
innerhalb  der  Grundseite,  beim  recht- 
winkligen auf  der  Grundseite,  beim 
stumpfwinkligen  ausserhalb  der 
Grundseite.  Der  eine  der  Badien  ist 
Winkelhalbierende  an  der  Spitze,  also 
werden  die  Teil  wink  el  des  Winkels 
an  der  Spitze  beide  gleichgross,  jene 
an  der  Grundseite  symmetrisch. 

2)  Beim  gleichseitigen  Dreieck 
liegt  der  Mittelpunkt  des  Umkreises 
sicherlich  im  Innern  des  Dreiecks,  da 
dasselbe  drei  spitze  Winkel  hat.  Wegen 
der  dreifachen  achsigen  Symmetrie  liegt 
der  Punkt  auf  allen  drei  Achsen  zugleich, 
also  im  Schnittpunkt  der  drei  Höhen, 
Wüikelhalbierenden ,  Mittelsenkrechten, 
Mittellinien  des  Dreiecks,  und  zwar  nach 
Aufgabe  147  des  HL  Teiles  in  dem  Teil- 
punkte zwischen  dem  untern  und  mitt- 
lem Drittel  der  Höhe.  Daher  ist  beun 
gleichseitigen  Dreieck  der  Badius  des 
Umkreises  gleich  zwei  Dritteüen  der 
Höhe  des  Dreiecks.  Alle  Teilwinkel 
werden  gleichgross. 

3)  Beim  rechtwinkligen  Dreieck 
liegt  der  Mittelpunkt  auf  der  Hypo- 
tenuse, und  zwar  im  Mittelpunkte  der- 
selben, da  die  Hypotenuse  als  die  zum 
Halbkreis  gehörige  Sehne  Durchmesser 
wird.  Es  ist  dies  eine  Bestätigung  des 
Satzes  60  im  HI.  Teile  dieses  Lehrbuches, 
wonach  bei  jedem  rechtwinkligen  Drei- 
eck der  Abstand  des  Mittelpunktes  der 
Hypotenuse   vom  Scheitel  des  rechten 
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Erkl.  128.   Im  rechtwinkligen  Dreieck 
(siehe  Figur  51 III  und  f  igur  54)  ist : 

MÄ  =  MB  =  MC  =  ^  AB] 
und  ferner: 
<^AMC  =  2'<^ABC,  ^BMC  z=z  2'<^BAC, 

<^AMB  =  1800  =  2'ACB; 

<^AME=:CME  =  ß,  ^BMD=CMD  —  a, 

<^AMFz=BMF  =  ACB  =  900; 

<J:  MAF=  <^  MBF  =  900  — 900  =  00, 

^MAEz=z<^MCE=90f>  —  ß=  a, 

<^MBD  =  ^MCD  =  900  — «  =  ^. 


Winkels  gleich  der  halben  Hypotenuse 
ist.  Zwei  Radien  fallen  mit  der  Hypo- 
tenuse zusammen,  die  Mittelsenkrechten 
jeder  Kathete  werden  parallel  der  andern 
Kathete,  die  Mittelsenkrechte  der  Hypo- 
tenuse bis  zum  Kreismittelpunkte  erhält 
die  Länge  Null  (siehe  Figur  54). 

Figur  54. 


Frage  56.  Welche  Folgerungen 
liefert  die  Antwort  der  vorigen  Frage 
für  die  rechtwinkligen  Dreiecke, 
welche  in  jedem  beliebigen  Dreieck 
durch  die  Höhen  gebildet  werden? 

Figur  55. 


Antwort.  Die  von  zwei  Eckpunkten 
eines  beliebigen  Dreiecks  ausgehenden 
Höhen  bilden  über  der  Verbindungs- 
strecke dieser  Eckpunkte  als  Hypotenuse 
je  ein  rechtwinkliges  Dreieck: 
dessen  Katheten  sind  die  Höhe  selbst 
und  das  von  der  andern  Seite  abge- 
schnittene Stück  (die  Projektion  der  Ver- 
bindungsstrecke auf  die  entsprechende 
andere  Dreiecksseite).  Daher  muss  der 
Halbkreis  über  einer  Dreiecksseite  als 
Durchmesser  durch  den  Scheitel  des 
rechten  Winkels  gehen,  also  je  dmxh 
den  Fusspunkt  der  beiden  Höhen. 
Man  kann  daher  die  Höhenfusspunkte 
finden,  indem  man  über  den  Dreiecks- 
seiten Halbkreise  errichtet  Je  zwei 
dieser  Halbkreise  schneiden  einander 
und  die  dritte  Dreiecksseite  im 
gleichen  Punkte,  nämlich  dem  Fuss- 
punkt der  Höhe  auf  diese  dritte  Seite. 
In  Figur  65  sind  diese  drei  Halbkreise 
dargestellt  bei  einem  spitzwinkligen  und 
einem  stumpfwinkligen  Dreieck.  Weitere 
Behandlung  desselben  Gegenstandes  findet 
statt  in  dem  Abschnitte  C3  über  die 
merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 
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KrkL  124.  Beim  gleichschenkligen  Dreieck 
gehen  die  Halbkreise  fiber  den  Schenkeln  durch 
den  Mittelpunkt  der  Gmndseitei  beim  gleich- 
seitigen Dreieck  geht  jeder  Halbkreis  dnrch 
die  beiden  Mittelpunkte  der  beiden  andern  Seiten 
(yergl.  Fignr  76  und  Antwort  der  Frage  102 
im  in.  Teile  dieses  Lehrbuches),  und  im  recht- 
winkligen Dreieck  geht  der  Halbkreis  über  der 
Hypotenuse  durch  deren  Oegenecke,  woselbst 
die  Katheten  in  ihrer  Eigenschaft  als  Hohen 
zusammentreffen. 


b)  lieber  das  einem  Kreis  um-  oder  angeschriebene  Dreieck 
oder  Ober  den  einem  Dreieclc  um-  oder  angeschriebenen  Kreis. 

Frage  57.  Wann  heisst  eine  Figur 
einem  Kreise  nmgeschrieben  oder 
angeschrieben? 


£rkl.  125«  Entsprechend  der  Anschauungs- 
weise in  Antwort  der  Frage  29  und  in  Figur  22 
kann  man  die  GegenttbersteUung  eingeschrie 


Antwort.  Eine  Figur  heisst  einem 
Kreise  umgeschrieben  oder  auch  an- 
geschrieben, wenn  ihre  Seitenlinien 
Tangenten  der  Kreislinie  sind;  der 
Kreis  selbst  heisst  dieser  Figur  ein- 


bener  und  angeschriebener  Figuren  auch  in  der  geschrieben  oder  angeschrieben. 
Weise  aussprechen,  dass  bei  eingeschriebenen  Es  ist  also  jede  Tangente  eine  dem 
Figuren  die  Ecken  erzeugende  Punkte  gp^ise  angeschriebene  Linie,  ein 

der  Kreislfaie  sind  und  dass  bei  angeschrie-  rt^ ^^4.^ z^u^i  ,•«+  ^i^  ^^^w.  ir«^;«*. 

benen  Figuren  die  Seiten  erzeugende  Tangentenwinkel  ist  ein  dem  Kreise 
Gerade  der  Kreislinie  sind.  angeschriebener  Winkel,  da  seine 

Schenkel  Tangenten  sind. 
Erkl.  126.  Wie  nach  Erkl.  102  bei  Vielecken  jjm  Dreieck  oder  Vieleck  heisst 
Ton  em-  und  umgescbnebenen  Figuren  ge-^.^^^  tt-^^^«^  „«,  ^^^«  «««.^ 
sprochen  wird,  so  nennt  man  auch  bei  andern  einem  Kreise  um-  oder  ange- 
krummen Linien,  als  nur  bei  dem  Kreise,  Fi-  schrieben,  wenn  seme  Seitenlinien 
gnren  eingeschrieben  bezw.  um-  oder  an-  den  Kreis  berühren,  oder  wenn  der  Kreis 
geschrieben,  wenn  ihre  Ecken  erzeugende  g^j^^  q^^^^  berührt,  SO  dass  also  aUe 
Punkte  bezw.  ihre  Seiten  erzeugende  Ge-  ^  .^  c^u^^i:«:««  rr««^^«4.«„  A^a 
rade  oder  Tangenten  der  Kurve  sind.  «^me    Seitenlmien    T a n g e n t e n    des 

Kreises  sind.  Daher  nennt  man  auch 
ein  einem  Kreise  um-  oder  ange- 
schriebenes Vieleck  ein  Tangenten- 
vieleck. 


Frage  58.  Wie  kann  man  sich  ein 
einem  Kreise  um-  oder  angeschrie- 
benes Dreieck  oder  ein  Tangenten- 
dreieck entstanden  denken? 


ErU.  127.  Da  jeder  der  drei  Winkel  des 
umgeschriebenen  Dreiecks  ein  Tangenten- 
winkel ist,  also  nach  Satz  13  bezw.  Erkl.  64 
zu  seinem  zugehörigen  Kreisbogen  supplementär 
ist,  so  mtlssen  alle  drei  zusammen  die  Er- 
gänzung Ton  der  Summe  ihrer  drei  Bogen  zu- 
sammen bis  zu  8-1800  ausmachen.  Die  drei 
Bogen  zusammen  bilden  aber  den  Vollkreis  oder 
3600  ihre  Er^nzung  zu  3*180  oder  5400  ist 
1800  —  also  eme  Bestätigung  der  Winkelsumme 
des  DreiediB  gleich  zwei  Rechten. 

Zu  demselben  Ergebnis  gelangt  man  beim 
angeschriebenen  Dreieck,  worin  die  zwei 


Antwort.  Ein  einem  Kieise  um- 
oder  angeschriebenes  Dreieck 
kann  man  sich  entstanden  denken  ent- 
weder durch  Schnitt  dreier  an  der  Kreis- 
linie beliebig  ausgewählten  Tangenten, 
oder  als  Verbindung  dreier  Tangenten- 
winkel, deren  Schenkel  zu  je  zweien 
im  gleichen  Kreispunkte  berühren. 

Liegt  der  Kreis  ganz  itn  Innern 
des  Dreiecks,  so  heisst  das  Dreieck  dem 
Bjreise  umgeschrieben,  der  Kreis 
dem  Dreieck  eingeschrieben  (siehe 
Figur  661);  liegt  der  Kreis  nicht  im 
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Nebenwinkel  der  Tangentenwinkel  gleich  den 
Bogen  selbst  sind,  der  dritte,  wirkliche  Tan- 
gentenwinkel aber  das  Supplement  der  Summe 
dieser  beiden  Bogen.  Wird  also  die  Summe  der 
Bogen  und  das  Supplement  dieser  Summe  addiert, 
so  erhält  man  wiederum  I8OO  =  2  R. 


Figur  56. 


Erkl*  128.  Wird  eine  der  drei  Tangenten 
als  gegeben  gesetzt,  so  entsteht  nach  Figur  66 
ein  um-  oder  ein  angeschriebenes  Dreieck, 
wenn  die  beiden  andern  Tangenten  nach  der 
den  Ereismittelpunkt  enthaltenden  Seite  der 
ersten  konvergieren  oder  divergieren. 


Innern  des  Dreiecks,  so  dass  die  Dreiecks- 
fiäche  die  Kreisfläche  selbst  nicht  ent- 
hält, so  heisst  das  Dreieck  dem  Kreise 
und  der  Kreis  dem  Dreieck  angeschrie- 
ben (siehe  Figur  66  IT).  Ein  einge- 
schriebener Kreis  heisst  auch  Inkreis, 
ein  angeschriebener  Ankreis  des  Drei- 
ecks. 

Jede  Seite  des  um-  oder  ange- 
schriebenen Dreiecks  ist  eine  Tan- 
gente des  Kreises,  jeder  Winkel 
des  umgeschriebenen  ist  ein  Tangenten- 
winkel,  je  zwei  Winkel  des  ange- 
schriebenen sind  Nebenwinkel  eines 
Tangentenwinkels. 

Wie  aus  der  Figur  hervorgeht,  be- 
rührt der  Inkreis  alle  drei  Seiten- 
strecken des  Dreiecks,  der  Ankreis 
dagegen  zwar  auch  alle  drei  Seiten- 
linien des  Dreiecks,  aber  nui*  eine 
Seitenstrecke  selbst,  die  beiden  andern 
Dreiecksseiten  dagegen  auf  den  Ver- 
längerungen ihrer  Seitenstrecken. 


Frage  59.  Welche  Vorstellungen 
über  die  Beziehungen  zwischen  den 
Winkeln,  Kreisbogen,  Mittelpunkts- 
winkeln eines  umgeschriebenen  Drei- 
ecks ergeben  sich  aus  den  Sätzen  13 
und  14? 

Figur  57. 


Erkl.  129.  Nach  Antwort  der  Frage  156  des 
III.  Teiles  ist  ein  Deltoid  ein  Viereck,  welches 
zwei  Paare  aneinander  stossende  gleiche  Seiten 
besitzt.  In  den  Vierecken  AFME,  BD  MF, 
CEMD  sind  aber  als  Eadien  MD  =  ME=  MF 
und  ausserdem  wegen  Satz  14  die  Tangenten - 
abschnitte  AE  =  AF,  BF  =  BD,  CD  =  CE. 


Antwort.  Da  jeder  VTinkel  eines 
umgeschriebenen  Dreiecks  (s.  Figur  57) 
ein  Tangentenwinkel  ist,  so  gehören 
zu  demselben  einMittelpunktswinkel, 
ein  Kreisbogen,  eine  Verbindungs- 
strecke mit  dem  Mittelpunkt;  und  man 
gelangt  zu  folgenden  Vorstellungen: 

1)  Durch  die  Radien  nach  den 
drei  Berührungspunkten  eines  um- 
geschriebenen Dreiecks  entstehen  drei 
Vierecke  mit  gemeinsamer  Spitze  im 
Kreismittelpunkte  und  mit  je  zwei 
gleichgrossen  Seiten  am  Mittelpunkt 
und  zwei  gleichgrossen  Seiten  am 
Tangentenschnittpunkt,  mit  je  zwei  von 
zwei  ungleichen  Seiten  eingeschlossenen 
rechten  Winkeln.  Diese  drei  Vier- 
ecke sind  also  Deltoide. 

2)  In  diesen  Deltoiden  haben  die 
Grössen  der  Tangentenwinkel  die 
umgekehrte  Grössenfolge,  wie  die 
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Die  Vierecke  sind  aber  noch  ausserdem  Del- 
toide  von  besonderer  Art,  weil  ihre  zwei  glei- 
chen Winkel  rechte  sind,  so  dass  die  beiden 
andern  supplementär  werden.  Aus  letzterem 
Grunde  ist  der  Mittelpunktswinkel  desto  grösser, 
je  kleiner  der  Tangentenwinkel,  und  umgekehrt. 

Erkl.  180.  Der  gestreckte  Mittelpunkts- 
winkel bildet  den  Uebergang  von  dem  um- 
geschriebenen Dreieck  bezw.  eingeschrie- 
benen Kreis  zum  angeschriebenen  Dreieck 
und  Kreis.  Denkt  man  sich  Tangente  ^C  in 
Figur  57  mit  ihrem  Berührungspunkt  E  auf 
dem  Kreise  wandernd  gegen  J^  hin,  so  wird 
-e^DME  immer  grösser,  und  sowie  er  ttber- 
stumpf  wird,  so  erscheint  Punkt  C  auf  der 
andern  Seite  von  AB  und  bildet  das  ange- 
schriebene Dreieck  ABC  in  Figur  58. 

Srkl«  181.    Man  hat  nach  Nebenstehendem 
in  Figur  57: 
Dreieckswinkel : 

ACB>CBA':::>BAC, 
Mittelpunktswinkel  und  Kreisausschnitte: 

EMD  <  DMF<C  FME, 
Kreisbogen:    eD<DF<CFE, 
Abstandsstrecken  Tom  Mittelpunkt: 

Die  Bichtigkeit  dieser  letzten  Zeile,  nämlich 
des  vierten  Teiles  der  nebenstehenden  Antwort, 
folgt  unmittelbar  aus  den  Aufgaben  133  und  199 
des  in.  Teiles,  wonach  dasjenige  der  recht- 
winkligen Dreiecke  eine  grössere  Hypotenuse 
hat,  welches  gegenüber  der  gleichgrossen  Seite 
den  kleineren  Winkel  hat  und  umgekehrt. 


Grössen  der  Mittelpunktswinkel,  Kreis- 
bögen, Ki-eisausschnitte. 

3)  Der  gestreckte  Mittelpunkts- 
winkel wäre  die  oberste  Grenze  für  einen 
der  Mittelpunktswinkel:  dann  würde  der 
Tangentenwinkel  gleich  Null,  die  Tan- 
genten parallel. 

4)  Die  Grössenfolge  der  Tangenten- 
winkel ist  die  entgegengesetzte, 
wie  die  Grössenfolge  der  Abstands- 
strecken ihrer  Scheitelpunkte  vom 
Kreismittelpunkte. 

5)  Durch  diese  Abstandsstrecken 
selbst  wird  das  ganze  Dreieck  zerlegt 
in  drei  Dreiecke  über  je  einer  Dreied^ 
Seite  als  Grundseite  und  mit  gemein- 
schaftlicher Spitze  im  Kreismittelpunkte, 
von  denen  je  zwei  einen  gleichgrossen 
benachbarten  Winkel  besitzen  gleich 
einem  halben  Dreieckswinkel;  jedes  der 
Deltoide  wird  zerlegt  in  zwei  kon- 
gruente rechtwinklige  Dreiecke,  welche 
diese  Verbindungsstrecke  als  gemein- 
same Hypotenuse  haben,  nämlich  als 
Diagonale  und  zweifache  Winkelhal- 
bierende des  Deltoids. 


Fra^e  60.  Wie  gestalten  sich  die 
im  vorigen  für  das  eingeschriebene 
Dreieck  angestellten  Untersuchungen 
bei  ihrer  Anwendung  auf  das  ange- 
schriebene Dreieck? 

Figur  58. 


Antwort.  Beim  angeschriebenen 
Dreieck  bezw.  Kreise  (siehe  Figur  58) 
fallt  der  Kreismittelpunkt  und  damit 
auch  zwei  der  drei  Eadien  nach  den 
Eckpunkten  ganz  ausserhalb  des  Drei- 
ecks. Der  Kreis  liegt  im  Innenwinkel- 
raum eines  der  Dreieckswinkel,  dagegen 
im  Aussenwinkehraum  der  beiden  andern. 
Es  blieben  daher  die  in  der  Antwort 
der  vorigen  Frage  aufgestellten  Be- 
ziehungen nur  bestehen  für  den  einen 
Winkel,  in  dessen  Innenraum  der 
Kreis  liegt  Für  die  beiden  andern  aber 
ergeben  sich  folgende  Veränderungen: 

1)  Durch  die  Eadien  nach  den  Be- 
rührungspunkten Ey  F  oder  2>,  F  ent- 
stehen die  beiden  Deltoide  ÄEMF  und 
BFMD,  welche  unter  sich  und  mit  dem 
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Erkl.182.  Die  Seiten  der DeltoideiuFigur58 
sind  wieder  je  zwei  Eadien  des  Kreises  und 
zwei  Tangentenabschnitte.    Von  letzteren 
aber  sind  nnr  AF  nnd  BF  eigentliche  Teil- 
strecken einer  Seite,  die  andern  sind  teils  von 
einer  Seite  samt  einem  Verlängerungsstück  ge- 
bildet, teils  von  diesem  Verlängerungsstücke 
allein,  nämlich: 
im  Deltoid  AEMF  die  Stücke  AF  =1  AE, 
im  Deltoid  BFMD  die  Stücke  BF  =  BD, 
im  Deltoid  CEMD  die  Stücke  CE  =  CD. 
Die  symmetrischen  Winkel  dieser  Deltoide 
bei  E,  Frmd  F,  D  nnd  E,  D  sind  wieder  Bechte. 

Erkl.  188.  Entsprechend  der  Anschauungs- 
weise in  Erkl.  119,  sowie  in  der  Erkl.  77  des 
I.  Teiles  kann  man  auch  sagen:  Li  Figur  57 
wird  jede  Dreiecksseite  durch  den  Berillmings- 
punkt  des  Kreises  innerlich  geteilt,  in 
Figur  68  nur  die  Seite  AB,  dagegen  AC  und 
BC  werden  ftusserlich  geteilt;  oder  in 
Figur  67  sind  D,  E,  F  innere  Teilpunkte 
der  Strecken  BC,  CA,  AB;  in  Figur  58  aber 
ist  nur  FinnererTeilpunkt  der  Strecke  ./iB, 
dagegen  E  und  F  sind  äussere  Teilpunkte 
der  Strecken  AC  und  BC.  Die  auf  den  Drei- 
ecksseiten gebildeten  Abschnitte  aber  sind  in 
beiden  Figuren: 

auf  ABiFA  und  FB  als  innere  Teilstrecken 
in  Figur  57  und  58, 

auf  BC:  DB  und  DC  als  innere  Teilstrecken 
in  Figur  57,  als  äussere  Teilstrecken 
in  Eigur  58, 

auf  CAiECwnA  EA  als  innere  Teilstrecken 
in  Figur  57,  als  äussere  Teilstrecken 
in  Figur  58. 

In  beiden  Figuren  stossen  je  zwei  auf- 
einanderfolgende Teilstrecken  mit  einem 
Endpunkte  zusammen,  nämlich  in  der  Beihen- 
folge  AF,  FB,  BD,  DC,  CE,  EA,  sowohl  in 
Figur  57  als  Figur  58. 

Erkl.  184.  Während  in  Figtir  57  die  Grund- 
seitenwinkel der  Dreiecke  AMB,  BMC,  CMA 

stets  nur  —-»  -|-,  -^  waren,  trifft  dies  in  Figur  58 

nur  im  Punkte  C  zu,  und  die  Winkel  dieser 
drei  Dreiecke  werden: 

^if^B  =  i?^  =  90-f 
^MBA  =  2^^  =  ^^^{, 

^3fBC  =  /J  +  i?2pl  =  90  +  4' 
<^ilfCB=|-; 

<^3f^C=«  +  i?2_Z^  =  90  +  |.. 


Deltoid  CEMD,  welches  beide  vorigen 
bededtt,  eine  gemeinschaftliche  Ecke  M 
im  Kreismittelpunkte  haben. 

2)  Der  Winkel  EMD  des  Deltoids 
CEMD  ist  wieder  supplementär 
zum  Dreiecks  Winkel  ACB\  die  Winkel 
EMF  und  FMD  aber  sind  supplementär 
zu  den  Winkeln  EAF  bezw.  FBD,  also 
zu  den  Nebenwinkeln  der  Dreiecks- 
winkel;  daher  sind  sie  mit  den  Drei- 
eckswinkeln selbst  gleichgross, 
nämlich: 

-^EMF^-^CAB  und  ^FMD=z<^ABC, 

3)  Wird  bei  festbleibenden  Punk- 
ten Ä  und  B  der  Winkel  C  immer  Ueinei*, 
so  rückt  Punkt  C  immer  weiter  fort, 
der  Mittelpunktswinkel  DMF  wird  immer 
grösser,  und  bei  Erreichung  seiner 
obersten  Grenze  gleich  180®  erhielte 
Winkel  C  die  Grösse  NuU,  die  Tan- 
genten CA  und  CB  würden  parallel: 
im  Uebergang  vom  angeschriebenen  zum 
eingeschriebenen  Kreise. 

4)  Durch  die  Abstandsstrecken  AM, 
BMj  CM  entstehen  wieder  über  jeder 
der  Dreiecksseiten  ABj  BC,  CA  als 
Grundseite  Dreiecke  mit  gemeinschaft- 
licher Spitze  in  M,  nämlich  die  Dreiecke 
MBj  MC,  MA,  von  welchen  das  Drei- 
eck AMB  die  Gesamtfläche  beider  andern 
teilweise  überdeckt.  Die  Grundseiten- 
Winkel  dieser  Dreiecke  sind  wieder  die 
Hälften  der  Innenwinkel  hezw.  Aussen- 
winkel  des  Dreiecks. 

5)  Jedes  der  drei  Deltoide  wird  durch 
eine  dieser  Verbindungsstrecken  MA, 
MB,  MC  in  zwei  kongruente  rechtwink- 
lige Dreiecke  zerlegt,  welche  diese  Ver- 
bindungsstrecke als  gemeinschaftliche 
Hypotenuse  haben,  nämlich  als  Diagonale 
und  zweifache  Winkelhalbierende  des 
Deltoids. 
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Frage  61.  Was  folgt  ans  den 
Sätzen  13  über  die  Abstandsstrecken 
der  Eckpunkte  des  Dreiecks  vom  Kreis- 
mittelpunkt? 

Brkl*  185.  Die  üntersuchnngen  in  den  Ant- 
worten der  Fragen  57  bis  68  sind  dualistisch 
zu  jenen  der  Fragen  46  bis  54,  indem  gegen- 
übergestellt werden:  einem  Kreispnnkte  eine 
Ereistangente,  dem  Umkreis  der  Inkreis 
bew.  Ankreis,  den  Mittel  senkrechten  der 
Dreiecks  selten  die  Winkelhalbierenden  der 
Dreieckswinkel,  den  innem  bezw.  änssem 
Teilnngslinien  der  Dreiecks winkel  die  innem 
bezw.  äussern  TeUpnnkte  der  Dreiecksseiten, 
den  Kreisradien  nach  den  Eckpunkten  die 
Berühmngsradien  nach  den  Dreiecks  selten, 
den  halben  Dreiecks  selten  die  halben  Drei- 
eckswinkel  n.  s.  w. 


Antwort.  Da  die  Abstandsstrecken 
MA,  MB,  MC  in  Figur  57  und  58 
Winkelhalbierende  des  Winkels 
bezw.  Nebenwinkels  zweier  Dreiecks- 
seiten sind,  so  folgt,  dass  die  drei 
Winkelhalbierenden  der  Innen- 
winkel eines  einem  Kreise  umge- 
schriebenen Dreiecks  —  bezw.  zweier 
Aussenwinkel  und  des  dritten 
Innenwinkels  eines  einem  Kreise  an- 
geschriebenen Dreiecks  —  durch  den- 
selben Punkt  geheU;  nämlich  durch 
den  Kreismittelpunkt,  welcher  selbst 
gleichen  Abstand  hat  von  den 
drei  Seiten  des  Dreiecks  als  Kreis- 
tangenten. 


Fra^e  62.  Welches  ist  die  gegen- 
seitige Lage  der  Winkelhalbieren- 
den eines  beliebigen  Dreiseits? 

Figur  69. 


Erkl.  186.  Statt  zu  den  Winkelhalbierenden 
Mä  die  Winkelhalbierenden  MB  zuzufügen, 
hätte  man  auch  die  Winkelhalbierenden  MC 
als  zweite  Grappe  za  MA  wählen  können,  und 
hätte  wieder  MD  =  ME  =  MF  gefunden.  Und 
ebenso,  wenn  als  erstes  Gruppenpaar  die  Winkel- 
halbierenden MB  und  MC  gewählt  worden  wären. 
Immer  findet  man,  dass  die  Winkelhal- 
bierende an^  einem  dritten  Eckpunkte 
eines  beliebigen  Dreiseits  durch  den- 
selben Punkt  gehen  muss,  in  welchem  sich 


Antwort.  Da  je  zwei  gegebene 
Gerade  vier  Winkel  bilden,  und  je 
zwei  Scheitelwinkel  unter  diesen  eine 
einzige  Gerade  als  gemeinschaftliche 
Winkelhalbierende  besitzen,  so  entstehen 
durch  die  drei  Geraden  eines  beliebigen 
Dreiseits  im  ganzen  sechs  Winkelhal- 
bierende, und  man  erhält  folgende 
Schlussreihe : 

1)  Zieht  man  in  einem  beliebigen 
Dreiseit  a,  b,  c  (siehe  Figur  59)  die 
beiden  Winkelhalbierenden  der 
Geraden  b  und  c,  so  ist  jede  derselben 
Symmetrieachse  für  die  Winkelschenkel  b 
und  c;  also  hat  jeder  ihrer  Punkte 
denselben  senkrechten  Abstand 
von  6,  wie  von  c, 

2)  Zieht  man  dazu  die  beiden  Winkel- 
halbierenden der  Geraden  c  und  a, 
so  ist  jede  derselben  Symmetrie- 
achse für  die  Winkelschenkel  c  und  a; 
also  hat  jeder  ihrer  Pninkte  den- 
selben senkrechten  Abstand  von  c, 
wie  von  a. 

3)  Ein  Schnittpunkt  M  einer 
Winkelhalbierenden  von  b  und  c  mit 
einer  Winkelhalbierenden  von  c  und  a 
hat  daher  erstens  als  Punkt  der  ersteren 
(der  Linie  MÄ)  gleichen  senkrechten 
Abstand  von  b  und  c  (nämlich  ME=  MF), 
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zwei  der  Winkelhalbierenden  an  den  beiden 
erBten  Eckpunkten  schneiden. 

Erkl.  187«  Die  der  nebenstehenden  Unter- 
snchnng  zn  Grunde  liegenden  Sätze  aus  der 
Lehre  von  der  achsigen  Symmetrie  finden  später 
noch  ausführlichere  Erörterung.    Sie  lauten: 

I.  Jeder  Punkt  der  Winkelhalbieren- 
den zweier  Geraden  hat  gleichen  senk- 
rechten Abstand  Ton  beiden. 

IL  Jeder  Punkt  mit  gleichem  senk- 
rechtem Abstand  Ton  zwei  Geraden 
liegt  auf  der  Winkelhalbierenden  der- 
selben. 

(Siehe  Frage  60  und  Aufgabe  104  im  III.  Teile 
und  die  Abschnitte  tlber  geometrische  Oerter 
und  merkwtürdige  Punkte  im  Dreieck  in  diesem 
Teile  dieses  Lehrbuches). 

Erkl.  188.  Da  jede  Gerade  einer  Ebene 
jede  andere  in  einem  Punkte  trifft,  so  mnss 
jede  der  beiden  Winkelhalbierenden  bei  Ä  jede 
der  beiden  bei  B  in  einem  Punkte  treffen.  Es 
entstehen  also  im  ganzen  vier  Schnittpunkte  M, 
durch  welche  die  sechs  Winkelhalbierenden  gehen. 
Dieselben  werden  bezeichnet  nach  den  Eck- 
punkten des  Dreiecks,  in  deren  Innenwinkel - 
räum  jeder  gelegen  ist,  dso  Ma  oder  3f,,  Mb 
oder  3f,,  Me  oder  Jtfg  für  die  äusseren,  M  ohne 
Index  oder  Mq  fllr  den  inneren  Schnittpunkt. 
Entsprechend  werden  dann  auch  die  Berührungs- 
punkte bezeichnet  als  D^,  D,,  D,,  D^  auf  «r; 
E^y  -E;,  ^„  E^  auf  &;  F^,  F,,  F,.  F^  auf  c 
(siehe  Figur  59),  und  die  Radien  als  Po»  ^i»  Qu 
^s  oder  ^,  Qa,  Qb,  Qc-  


zweitens  als  Punkt  der  letzteren 
(der  Linie  MB)  gleichen  senkrechten 
Abstand  von  c  und  a  (nämlich  MF=  MD). 

4)  Also  hat  dieser  Schnittpunkt 
zweier  Winkelhalbierenden  glei- 
chen senkrechten  Abstand  von  den  drei 
Geraden a,  6und  c{ME=MF=MD)\ 
und  ein  Kreis  um  Jf ,  welcher  die  Ge- 
rade a  berührt  (mit  Radius  MD\  hat 
auch  die  Geraden  h  und  c  als  Tangenten. 

5)  Da  hiemach  für  Punkt  M  auch 
MD  =  ME  ist,  so  müssen  auch  die 
Berfihrungsradien  von  M  nach  den 
Geraden  a  und  b  mit  dem  Dreiecks- 
winkel (a,  b)  ein  Deltoid  bilden:  folglich 
muss  auch  die  Winkelhalbierende  des 
Gegenwinkels  (a,  b)  durch  die  Gegen- 
ecke M  gehen. 


Frage  63.  Zu  welchen  Aussagen 
führt  die  Antwort  der  vorigen  Frage  62? 

Erkl.  189.  Die  sechs  Winkelhalhierenden 
würden,  wenn  sie  heliehige  Gerade  wären,  ein 
Secbsseit  bilden,  also  nach  Antwort  der  Frage  6 
im  III.  Teile  15  Schnittpunkte  liefern.  Da  aber 
viermal  statt  je  dreier  Punkte  nur  ein  einziger 
«ntsteht,  so  fallen  von  diesen  15  Punkten  vier- 
mal zwei  weg;  bleiben  15 — 8  =  7  Schnittpunkte, 
nämlich  die  drei  Dreieckspunkte  und  die  vier 
Zentra  der  Seitenlinien. 

Erkl.  140.  Der  Mittelpunkt  des  Inkreises 
wird  auch  als  inneres  Zentrum  der  Seiten 
bezeichnet,  der  Inkreis  selbst  als  innerer 
Bertthrungskreis;  jeder  Mittelpunkt  eines 
Ankreises  wird  als  em  äusseres  Zentrum 
der  Seiten,  der  Ankreis  selbst  als  ein  äusserer 
Berührungskreis  des  Dreiecks  bezeichnet. 

Erkl.  141.  Je  kleiner  das  Dreieck  wird, 
desto  kleiner  werden  auch  alle  vier  Kreise, 
und  wenn  die  drei  Geraden  durch  einen  einzigen 
Punkt  gehen,  so  fallen  aUe  vier  Kreise  in  diesen 
gemeinschaftlichen  Punkt  zusammen  als  Kreise 
mit  Radius  Null,  denn  auch  die  sechs  VTinkel- 
halbierenden  schneiden  sich  alsdann  nur  in 
diesem  einzigen  Punkte. 


Antwort.  Auf  Grund  der  vorigen 
Antwort  kann  man  folgende  Aussagen 
machen: 

Satz  21.  Die  sechs  Halbie- 
rungslinien der  Innenwinkel  und 
Aussenwinkel  eines  beliebigen 
Dreiseits  geh^n  zu  je  dreien 
durch  einen  Punkt.  Jeder  dieser 
Punkte  hatgleichen  senkrechten 
Abstand  von  den  drei  Seiten- 
linien, und  ist  daher  Mittelpunkt 
eines  diese  drei  Geraden  be- 
rührenden Kreises,  also  Mittel- 
punkt eines  dem  Dreiseit  ein- 
bezw.  angeschriebenen  Kreises. 

Satz  21a.  Jedes  beliebige  Drei- 
seit kann  angesehen  werden  als  ein 
einem  Kreise  um-  oder  angeschrie- 
benes Dreiseit;  oder  far  jedes  be- 
liebige Dreiseit  gibt  es  einen  ein- 
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Erkl«  142«  Entsprechend  den  Ueberlegungen 
in  Erkl.  186  und  112  braucht  man,  um  die 
dnrch  drei  gegebene  Geraden  berührten  Kreise 
zu  konstruieren,  nicht  alle  drei  Schnittwinkel 
dieser  drei  Geraden  zu  untersuchen,  und  alle  sechs 
Winkelhalbierenden  zu  zeichnen,  sondern  zwei 
beliebige  Innenwinkelhalbierende  liefern 
schon  den  Mittelpunkt  des  Inkreises,  zwei 
beliebige  Aussen  Winkelhalbierende,  oder 
eine  Aussenwinkelhalbierende  mit  einer  Innen- 
winkelhalbierenden an  einer  andern  Ecke  liefern 
den  Mittelpunkt  eines  Ankreises.  Es  wird  also 
von  praktischen  Bücksiebten  abhängen,  welche 
zwei  man  aus  den  für  jedes  Zentrum  möglichen 
Winkelhalbierenden  auswählen  will. 


geschriebenen  und  drei  ange- 
geschriebene Kreise. 

Oder: 

Satz  21b.  Durch  drei  gegebene 
Tangenten  sind  vier  verschiedene 
Kreise  bestimmt  —  oder  ein  Kreis 
ist  durch  drei  gegebene  Berührungs- 
linien vierdeutig  bestimmt. 


Frage  64.  Welchen  Einfluss  haben 
die  Winkelgrössen  des  Dreiecks  ABC 
auf  die  Lagen  der  Mittelpunkte  und 


Antwort.   1)  Bei  Dreiecken  mit  ver- 


Berährungspunkte   der   innem  und  schiedensten  Winkelgrössen  Uegt  immer 


äussern  Berührungskreise? 


der  Mittelpunkt  des  Inkreises  im 
Innern  des  Dreiecks;  der  Mittelpunkt 
je  eines  Ankreises  im  Innenwinkel- 
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Erkl.  148«  Nach  nebenstehender  Antwort 
sind  für  die  Lage  der  In-  nnd  Ankreise  in 
Bezng  anf  die  Dreiecksfläche  die  Winkelgrössen 
des  Dreiecks  ganz  ohne  Einfluss,  daher  gelten 
die  nebenstehenden  Aussagen  fOr  jegliche  Gat- 
tung von  Dreiecken: 

der  Inkreis  M^  liegt  im  Innenranme  aller 
drei  Innenwinkel, 

der  Ankreis  M^  liegt  im  Winkel  a,  über 
Seite  a,  in  den  Aussenwinkeln  CBF.  nnd 
BCE,, 

der  Ankreis  Jf«  im  Winkel /},  über  Seite  6, 
in  den  Aussenwinkeln  ACD^,  CAF^, 

der  Ankreis  ifg  im  Winkel)^,  Über  Seite  c, 
in  den  Aussenwinkeln  BAE^,  ABD^. 

Erkl«  144«  Bei  allen  möglichen  Winkel- 
grössen  des  Dreiecks  ABC  ist  ifo  stets  ein 
Punkt  im  Innern  des  Dreiecks  M^M^M^^  und 
dieses  grosse  Dreieck  ist  die  Summe  der  drei 
kleinen: 

AJ^,Jtfo3f,  +  AJ»^,3foJi^8  +  A3f,3fo3fi. 

Erkl.  145.    Man  hat  über: 

M^M.  das  A  Jtfo^-W,  u.  M^CMA^^  verschie- 
"     *  /-i     0        1  0        »denen    Seiten 


'IS 


M^M^  das  A  Jtfo ^-^2  ^'  ^qAMA  ihrer  gemein- 
ij-  »*■  j  yv  1^  ^  -..r  1^  T»  1^  I  schafUichen 
3fo  Jfg  das  A  -^0 ^  Jtfg  U.  M^BM^]     Hypotenuse 


und  über: 


Jf.lf,  das  A-M.^Jf,  u.  M,B2IA  ^i-,^J»^ 
M^M^  das  ^M^BMj^  u.  M^CM^  \  ihrer  gemein- 


;i 


_-.,_-        ^    ,_  ^,_         -WM-    ^  -»r  t     schaiÜichen 
M^M^  ^9A  /\M^CM^  u.  M^AM^]    Hypotenuse. 

Die  erstgenannten  sechs  Dreiecke  bedecken 
zusammen  einmal  das  /\M^M^M^,  Von  den 
letztem  sechs  Dreiecken  umfasst  jedes  drei  der 
ersten  sechs  Dreiecke,  so  dass  in  ihrer  Summe 
jedes  jener  Dreiecke  dreimal  vorkommt,  dass  also 
die  dreifache  Fläche  M^M^M^  erhalten  wird. 

Erkl.  146.  Da«s  D^  näher  bei  G  als  bei  B 
liegt,  folgt  aus  dem  Vergleich  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  M^L^C  und  M^L^B,  Beide  haben 
AfoDo  als  Kathete  f  also  hat  dasjenige  die 
grössere  zweite  Kathete,  in  welchem  der 
ersteren  der  kleinere  Winkel  gegenüberliegt. 
Ist  aber  y>/»,  so  ist  auch: 

ß 


^M,CB 


—  X 


>^  =  M,BC, 


folglich  CL^^iBD^. 

Dass  dann  auch  umgekehrt  BDj<C  CD,  sein 
muss,  folgt  entweder  aus  der  gleichen  Ueber- 
legung  für  die  Dreiecke  CD^M^  und  BDiM^, 
oder    aus    den    Wechsel  winkeln  D^M^M,    und 


ramn  des  einen  Dreieckswinkels,  im 
Aussenraume  über  dessen  Gregenseite, 
oder  im  gemeinschaftlichen  Winkelraume 

der  beiden  Aussenwinkel  an  dieser  Seite. 

• 

2)  Die  vier  Kreismittelpunkte  oder 
Zentra  der  Seiten  bilden  zu  je  dreien 
ein  Dreieck,  nämlich  ein  grosses  Drei- 
eck der  drei  äusseren  Zentra^ 
zerlegt  in  die  drei  kleinen  Dreiecke 
aus  zwei  äussern  Zentren  je  mit 
dem  Innern. 

3)  Je  zwei  Mittelpunkte  (ein  innerer 
und  ein  äusserer)  liegen  auf  derselben 
Innenwinkelhalbierenden,  je  zwei 
(äussere)  auf  derselben  Aussen- 
winkelhalbierenden,  zusammen  je  mit 
einem  Eckpunkte  des  Dreiecks. 

4)  Je  zwei  Mittelpunkte  (ein  innerer 
und  ein  äusserer,  oder  zwei  äussere) 
auf  einer  Winkelhalbierenden  durch  eine 
der  drei  Ecken  bilden  mit  jeder  der 
beiden  andern  Ecken  ein  rechtwink- 
liges Dreieck  mit  der  Verbindungsstrecke 
beider  Mittelpunkte  als  gemeinschaft- 
licher Hypotenuse.  Die  so  entstehenden 
12  rechtwinkligen  Dreiecke  bedecken 
insgesamt  vierfach  die  Fläche  des  grossen 
Dreiecks  M^lilL^M^. 

5)  Jede  Seitenlinie  des  Dreiecks  wird 
von  vier  Kreisen  berührt;  und  zwar 
vom  Inkreis  und  dem  ausserhalb  der  Seite 
selbst  liegenden  Ankreis  innerhalb 
ihrer  eigentlichen  Seitenstrecke,  aber 
auf  entgegengesetzten  Seiten;  von 
den  beiden  andern  Ankreisen  auf  der 
Verlängerung  der  Seitenstrecke  und 
von  beiden  auf  derselben  Seite,  wie 
auch  vom  Inkreis. 

6)  Wenn  das  Dreieck  nicht  gleich- 
schenklig ist  über  der  betrachteten  Seite 
als  Grundseite,  so  liegen  die  beiden 
Innern  Berührungspunkte  zu  verschie- 
denen Seiten  sowohl  des  Mittelpunktes 
der  Seite,  als  auch  ihres  Schnittpunktes 
mit  der  Winkelhalbierenden,  und  zwar 
der  des  Inkreises  näher,  der  des  An- 
kreises ferner  der  Ecke  des  grösseren 
der  beiden  dieser  Seite  anliegenden 
Winkel. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M,  1881, 

Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „Yollständig  gelösten  AnfgabensammlTiiig  von 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchliandliing,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

l).  Jedes  Heft  ist  aulgeschnitten  and  gut  brochiert  am  den  sofortigen  and  dauern- 
den Oebraach  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigangen 
and  Erklärnngen  am  Schiasse  desselben. 

3).  Aaf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  za  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfdlge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedeateten  Inhaltsver* 
zeichnis  ist,  wie  ans  dem  Prospekt  endohtlioli,  ohne  jede  Bedeutung 
fOr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  äberhaapt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Anfgaben  in  yollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  angelöster  analoger  Aaf- 
gaben  and  vielen  vortrefflichen  Figaren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fflr  Lehrer  and  Examinatoren,  das  vorsügliohste  Lehrbuch 
lom  Selbststudium,  das  vortreflEliohste  Nachschlagebuoh  fOr  Fachleate  and 
Techniker  jeder  Art 

8).  Alle  Bachhandlangen  aebmen  Bestell ani^en  entgegen. 


MP^  Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kdnu  (larch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


HalbiShrfich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Oraok  Ton  Oarl  Uammer  in  Stuttgart.  ^-^  j 

Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by 


Google 


y. 


■:  << 


c  ■ 

£3 


1000.  Heft. 


Px-eie  B  Ebene  Eiementar-Geometrie 
iMHfta.  !        (Pianinietrie).    4.  TeU. 
I  Die  Lehre  vom  KreiB. 

.Jitt,:|PC^  8  Forte.  V.  Heft  991.  —  Seite  65— 80. 


i 

1 
II 

« 

1 

I 
I 

TB 

l 

I 

'S 

i 

I 


1n 

^gelöste    ^^ 

Aufgaben-  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  fDr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iUib«  Od  BBtfteUut  der  bointitfln  SItxe,  Fomabi,  I0ä,  in  ftm  ud  intf ortin 

erUntert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

ftui  allen  Zweigen 

der  Be^enkuBt»  der  niedere  (Algehra,  PUnimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  iphAritchen 

Trigonometrie,  ■ynthetischen  Geometrie  etc.)  o.  hSheren  Mathematik  (höhere  Analyiit, 

Diilerential-  n.  Integral-Bechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Banmei  etc.);  — 

aoB  allen  Zwelgm  der  Physik,  Meehaalk,  Graphestotik,  Chemie.  Geedlsie,  Kantik, 

mathemal.  Geegn»hie,  AetTMiemiei  des  Maeehbien-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 

Brtteken-  n.  Heehban'si  der  Kenstmktienslehren  als:  darstelL  Geemetarle,  Pdar-  n. 

Parallel^PerspektlTe,  Sehattenk#nstniktlen«i  etc.  etc. 

Ar 

Schfllert  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  lUlit&rs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreiclien 

Stadium,  rar  Fortküllb  bei  Schularbeiten  nnd  zur  nttoneUen  Verwerton« 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  tou 
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PrrisgekfSnt  in  Frankfart  a.  M.  iSSl. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  sn  dem  bllUiren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  Aaf gaben  ans  dem  Ctosamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Meehanik,  math«  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brileken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstroktiTon  Zeichnens  etc.  etc.  and  zwar  in  Tollstiiidig 
gelteter  Form,  mit  fielen  Fignren,  Erklärangen  nebst  Angabe  and  Enlwiekelnnfr  der 
benatiten  Sfttae,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  L6sang 
jedermann  verst&ndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  and  alsdann  aach  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbst&ndigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  yon  ungelösten  Aafgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  L6sang  (in  analoger  Form  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aafgaben)  des  Stadierenden 
aberlassen  bleiben,  and  zngleich  von  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Schalanterricht  benutxt 
werden  können.  Die  L9sangen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlasse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigangen  and  erl&atemde  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  and  II.  Ordn«,  gleleh- 
berechtigten  hdheren  Bttrgerschnlen,  iPrivatschalen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnaaien,  Sehnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baagewerkseholen, 
Gewerbesehnlen,  Handelssehnlen,  techn.  Yorbereitangsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngssehnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwlssensehaftssehnlea, 
Militärschalen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ährig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen  etc. 

Die  Sohttler,  Stadierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  and 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese.  Sehritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sanmilung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden,  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufjgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Präftingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  ttberans  grosse  Fmehtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  SttLtze  fOr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disdplinen  —  lam  Aallösen  von  Aafgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zdt  et- 
tLbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entspreohende  Aafgaben  an  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätie  etc.  aninwenden  und  praktisch  in  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Aolfrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berofti- 
aweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertongen  und  weiteren  Forsehnngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Aaf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wflnsche,  Fragen  etc^  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart  Die  Yerlagshaudliuig« 
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Fra^e65.  Welche Winkelgrössen 
entstehen  zwischen  den  Berühr  angsradien 
der  vier  Kreise  und  den  Winkelhalbie- 
renden? 

ErU*  U7.    Man  hat  in  Figur  60 : 

^E^M^F^  =  ^E^M^F^  r=  «; 
<F,M^D,=z^F,M,D^  =  190 -ß, 

<^F,M,D,  =  <^F,M,D,  =1  ß; 
<;:D,M,E,  =  ^D,M,E,  =  180-y, 

<^D,M,E,  =  <^D^M,E,  =  y. 
Femer: 
<:E,M^Ä,  =  F,M,A,  =  E,M,Ä,  =  F,M,A, 

=  ÖO  — ~,  E^M^A^  =  F^M^A^ 

<F,M^B,  =  D,M,B,  =  F^M.B^  =  D,M,B, 
=  90-|-,  F,Af,B3  =  A-V,B3 

=  90  —  -|^,  D^M^Ci  =  E^M^C^ 

=  D,M,C,  =  E,M,C,  =  ^. 

Zur  dritten  Qmppe  gehören  die  Winkel 
AMD,  BME,  CMF  mit  den  viererlei  Indices. 


Dieselben  enthalten  Werte  von  der  Form  a  -f- 
oder  ähnlicher  Gestalt  nnd  deren  Komplemente. 


2 


Erkl.  148.    Es  ist: 


_  ß 


<;:  BM,C  =  BM,D,  =  CM,D,  =  ^  +  f 

=  90-^. 
folglich  als  Komplementwinkel  im  Dreieck  ü/^CAfg 
anch  <^M^M^C  1=  '^,  Aehnlich  findet  man  ins- 
gesamt: 


<:  CM^M^  =  BM^Mj,  =  ClfiJB  =  90  — 


2 


=  T  +  "2'  <BM,C=BM,C=  " 


<  AM^M^  =  CJlfoÄf,  =  uilfj  C=  90  —  -^ 


^'^  +  ^.<CM,A  =  CM,A=^ 


—  1. 
2 


2' 


:  BM^M^  =  AM^M^  =  ^3f,.i  =  90  —  X 

Bachs    Ebene  Elementar-Geometrie.  IV. 


Antwort,  l)  Die  Winkel  zweier 
Berührungsradien  der  Kreise  selbst 
sind  nach  Antwort  der  Frage  30  stets 
gleich  dem  Supplement  des  zugehörigen 
Dreieckswinkels  oder  gleich  diesem  selbst, 
je  nachdem  sie  sich  in  dem  Innenraum 
oder  Aussenraum  dieses  zugehörigen 
Innenwinkels  befinden. 

2)  Da  jeder  dieser  Winkel  durch  eine 
zugehörige  Winkelhalbierende  in  zwei 
gleiche  Teile  geteilt  wird,  so  ist  jeder 
Winkel  zwischen  einer  Winkel- 
halbierenden und  einem  Berüh- 
rungsradius zu  einem  ihrer  Winkel- 
schenkel je  nach  der  Lage  gleich  der 
Hälfte  dieses  Winkels,  bezw.  gleich  dem 
Komplement  dieser  Hälfte. 

3)  Die  übrigen  drei  Winkel  an  jedem 
Mittelpunkte  zwischen  einer  Winkel- 
halbierenden und  dem  Berührungs- 
radius nach  der  dritten  Seite 
sind  als  Summe  oder  Differenz  je  zweier 
Winkel  der  beiden  vorigen  Arten  zu 
bilden. 

4)  Die  Winkel  zweier  Winkel- 
halbierenden selbst  lassen  sich  eben- 
falls aus  den  vorigen  Winkeln  ableiten, 
oder  direkt  als  Winkel  an  der  Spitze 
der  in  Antwort  der  Frage  59  betrach- 
teten Dreiecke  über  den  Dreiecksseiten, 
oder  als  Winkel  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  in  Antwort  4  der  Frage  64. 
Am  bemerkenswertesten  sind  darunter 
die  Winkel  der  aus  drei  Kreismittel- 
punkten  gebildeten  Dreiecke  MMM.  Man 
erhält  nämlich  im  Dreieck  M^M^M^: 

^Af3  =  900-|.; 


2  '  jeden  selbst  zusammengesetzt  aus  zweien 


der   drei   Stücke   von   der   Grösse 


2* 


Und  die  einzelnen  Winkel  am  Punkte 
Mq  sind  je  Komplementwinkel  dieser 
letztem  Winkelgrössen. 
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Und  endlich: 

BM,C=^M,M,M,  =  90  +  ^, 

CM,Ä:=M,M,M,  =  90  +  -^, 

AM^Bz=M^M^M^  :=  90-f -|-. 


Frage  66.  Welche  Strecken- 
grössen  entstehen  zwischen  den  Be- 
rührungspunkten der  vier  Kreise 
mit  den  Dreieckspunkten? 

Erkl,  149,  Die  12  Paare  gleicher  Tangenten- 
abschnitte   von   den  Eckpunkten  an   die  vier 
Kreise  sind: 
ÄE,  =  AF„  AE,  =  AF,, 

AE^  =  AF^,  AE^  =  AF^\ 
BF^  =  BD^,  BF^  =  BD^, 

BF^  =  JBZ>3,  BF^  =  JB/>i; 
CD^  =  CE^,  CD^  =  C^3, 

CDi  =  CE^,  CD^  =  CE^. 

Es   sind   also   die  viererlei  Abschnitte  von 

einer  Ecke  ans,  z.B.  ^£'0»  ^-^n  ^-^n  ^^s 

auf  der  einen  Dreiecksseite  immer  anch  wieder 

vorhanden  auf  der  anstossenden  Seite  dieser  Ecke. 

Erkl*  150«  Die  Ableitung  der  Ol.  c)  ans 
den  Gl.  a)  kann  geschehen  in  Ol.  b),  indem  man 
je  zwei  Posten  t  auf  die  rechte  Seite  bringt 
und  für  deren  Summe  aus  Gl.  a)  den  Wert  ein- 
setzt und  dann  gleichnamig  macht,  also: 

«,  =  .-(*,  +  «.)  =  »-«  = -^+A±i_« 

a-\-'b-\-c       2a  a-{-h-\-c  —  2a 


Antwort.  Da  an  jeden  der  vier 
Kreise  von  jedem  der  drei  Eckpunkte 
aus  zwei  Tangenten  gehen,  so  hat  man 
nach  Satz  ]4  von  jeder  Ecke  aus  vier 
Paare  gleichlanger  Tangenten- 
abschnitte. 

1)  Bezeichnet  man  unter  diesen  mit  t^ 
^2,  ^3  die  dreierlei  Tangentenabschnitte 
von  den  Dreieckspunkten  A,  B,  C  an 
den  Inkreis,  so  findet  man: 

(BC=  BD^+  CDq  oder  a  =  f^  +  f . 

a)  .  .  .  I  C^  =  CE^  +  AE^  oder  h  =  t^  +  t,. 

\aB=z  AF^  +  BFq  oder  c  =  ti  +  t. 

Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen 
findet  man: 

a  +  h  +  c  =  2t^+2t^  +  2t,=i2(t,+t,  +  h): 

oder  indem  der  Dreiecksumfang: 

a'\-h-\-c  =  u, 

~  gleich  s  gesetzt  ^vird: 

a  +  &  +  c  u  __ 

2        —  Y  -"  '• 


und 

b)  .  . .  ^^4.^,  +  ^3  = 


__  -—  a  +  ^  +  c 


_    0+&  +  C 


Also  rückwärts  durch  Einsetzung  in 
die  obigen  drei  Gleichungen: 


2 


^  =  5-(f,  +  0  =  «-&  = 


_  gj^l^c  __  2&^  „   0  +  5  +  c  — 2b 
""2  2    ~  2 

a  —  h-\-c 


c) 


2 


f»  =  8  —  (fj  +  <j)  =  fi  —  C  = 


a  +  ft  +  c 
2 


—  a  +  6  +  c 
^  =  «  -  ö  = o  ^ 


f ,   =  S  —  C  =  ^; . 


_     g-f  5-f  c 


2c 


a  +  54-c  — 2c 
2 


2  2    ■" 

a+6  —  c 

""  2         • 

Zum  gleichen  Ziele  gelangt  man,  wenn  man 
von  Gl.  b)  der  Beihe  nach  jede  der  Gl.  a)  ab- 
zieht. 

Die  Gl.  f)  gehen  ans  Gl.  e')  hervor,  indem 
man  in  deren  zweiter  und  dritter  Zeile  für  f/ 
den  Wert  a  einsetzt,  und  h  bezw.  e  auf  die 


2)  Bezeichnet  man  mit  t^\  t^^  f^  die 
dreierlei  Tangentenabschnitte  von  den 
Dreieckspunkten  A^  jB,  C  an  den  An- 
kreis um  ifj,  so  findet  man  ebenso, 
weil  Dj  innerhalb  a  liegt,  und  weil 
E^  und  jPj  auf  den  Verlängerungen  von 
h  und  c  liegen: 

(BC  =  BD^-\-CL^  odera  =  //+V 
\CA  =  AE,^  CE,  oder  h  =  f,'-'/ 
[aB  =  AF^'-BF^  oderc-V-'i 


d') 
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rechte,  t'lezw.  /,'  auf  die  hnke  Seite  der       Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen 
Gleichung  bnngt.  findet  nifln- 

Man  kann  dann  die  Gl.  a),  b)  und  d)  durch  ™^®^  ™*"' 
Einsetzung  der  Werte  aus  den  übrifi^en  Glei-  a  +  h-^-c  =  2t^, 

chungen  c),  e),  f)  bestätigen  und  eäält  z.  B.   also: 
in  der  ersten  Gleichung  a): 
i^-\-t^  =  8  —  h-^  s-^c  =  2s-— 6  —  c 


eO 


oder: 


=  a-|-6-|-c  —  h  —  c  =z  a, 

a  —  h-\-c    .    a-\-b  —  c 
2 


g  +  ft  +  c 
^'  -  2 


Also  rückwärts  durch  Einsetzung  in 
die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  d): 


a — b-\-  c4-a-\-h  —  c        2a 


Und  in  Gl.  b): 

'i  +  ^Ä  +  ^s  =  *  —  a-\-s  —  &  +  S  —  e 

=  3s  — (a  +  6  +  c)  =  3s  — 2«  =  «, 


oder : 


+ 


a-\-h  —  c 


2 


3)  Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  für 
die  Tangentenabschnitte  ^Z',  t^",  t^"  und 
^i'">  V>  V"  8-n  die  Ankreise  von  M^ 
und  Jfg  von  den  Eckpunkten  Ä,  B,  C 
Beziehungen,  welche  sich  mit  den  vorigen 


-a-\-h-\-c+a-h+c4-a+b^c   folgendermassen  gruppieren: 


a  +  h  +  c 

= 2 =  ^- 

Und  in  Gl.  d): 
Z^+fj'  =5  — c  +  s  — &  =  2s  — (6  +  c): 
w       ^  .  _  a  +  h  +  c       fl  — &  +  C 

*1  *8     


e)  fi4-^8  +  ^3  =  ^i'  =  V=V"=     «     = 


a+ft+c 


a, 


2 

_  o  +  M-c- 


2 


f) 


■a  +  h  —  c       25 


2 

Erkl.  151.  Für  die  Abschnitte  r  und  ^'" 
erhält  man  Gl.  d")  und  d'")  ähnlich  den  neben- 
stehenden Gl.  d'): 

&  =  V'  +  ^",    nnd    a=V"  +  V^ 

ö   =   »2       ^8  0    =    fj         *1       • 

Also  durch  Addition  jeweils  eine  Gleichung  e") 
und  ef")i 

a  +  6  +  c  =  2V'  =  2V" 
oder: 

./._./.._  <^  +  ^^c  _ 
i^     —  H     —  2  —     ' 

Und  durch  Einsetzung  entstehen  die  Glei- 
chungspaare f")  und  f'O- 
t^"  =z8  —  c,  f,'"  =  5  —  6,  ^3"  =  «j"'  =  s  —  a. 


-a+&4-c 


a —  h-\-c 


t^=:t^'  =  t,''=    .    =Ä-C  = 


a  +  6  —  c 


Frage   67.     Welche    Strecken- 
grössen  entstehen  zwischen  den  Be- 
rührungspunkten auf  den  Dreiecks-         ^    ^        .     ^.    r^       .  .    ,       . 
Seiten  unteo*  sich?                                   Antwort.   Die  Strecken  zwischen  je 

zweien  der  vier  Berührungspunkte,  welche 

vn«^\mwU^^^Ä                     t'  a^f  jeder  Dreiecksseite  entstehen,  sind 

vorigen  Antwort  oo  ist  für  die  lolgenden  Be-  **                 .           t    a                   j  t%'^ 

hanSungen  der  Figur  60  die  Beibehaltung  oberer  zusammenzusetzen  als  Summen  und  Dlf- 

Indic^ei  dem  Buchstaben  t  entbehrlich,  da  ja  ferenzen  der  in  voriger  Antwort  unter- 

jeder  der  Abschnitte  «mit  einem  obem  Index  suchten  Abschnitte  t 

(also  für  einen  der  Ankreise)  gleich  ist  einem  i\  t\*     au  x-   j     j      i.    »j 

der  Abschnitte  t  ohne  deren  Index  (also  für  1)  Die  Abstände  der  beiden  mnern 

den  Inkreis),  oder  gleich  s.  Berührungspunkte  auf  einer  Seite 
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Es  hessen  sich  daher  auch  die  nebenstehen-  sind  die  Differenz  je  eines  äussern  und 
den  Untersuchungen  in  der  Weise  durchführen,  innern  Absphnitfp//    n«niliPh  - 
dass  man  etwa  in  dem  Ansätze  für  D^D^  statt  "*^®"*  ADSCünittes  t,  namüCÜ. 
BD^  sofort  den  gleichgrossen  Abschnitt  CD^   D^D^  =  BD^  — BD^ 
setzte,  also  erhielte: 


=  ^j  —  *,'  r=  «  —  &  —  (s  —  c)  =  c  —  &, 


h  —  c. 


=  ^,  -  ^/"  =  «—  c  -  («  —  5)  ; 

2)  Die  Abstände  zwischen  je  einem 
innern  und  einem  äussern  Berüh- 
rungspunkte auf  derselben  Dreieeks- 
seite  sind  auf  jeder  Seite  zu  vieren  vor- 
handen, nämlich  von  jedem  der  beiden 
innern  zu  jedem  der  beiden  äussern. 
Man  erhält  auf  a: 

=  Ä  —  <?  +  »  —  a  =  2Ä  —  a  —  c  =  6, 


Erkl«  158*  Fasst  man  die  Gleichheiten  von 
Abschnitten,  welche  sich  aus  dieser  und  der 
vorigen  Antwort  ergeben,  übersichtlich  zusam- 
men, so  erhält  man: 

U=AE,  =  AF,  =  BF,  =  BD,  =  CE^z=CD,, 
t^  =  BF^  =  BD^  =  CD^  =:  CEi  =  AF^=AE^, 
i^=:zCD^z=CE,=zAE^  =  AF^  =  BD,  =  BF,, 
^1  +  ^  +  ^  =  ^F^  =  AE^  =z  BD^  =  BF^ 

=zCE^=z  CD,', 
also  nur  viererlei  Grössenwerte  unter  den  24  Ab- 
schnitten in  Erkl.  149.    Und  femer: 

»  =  ^2  +  ^8  =  BC=E^E,  =  E^E, 

=  FoF,  =  F,F3,   D,D,  =  D,C+CD,  =  t,'  +  i, 
h  =  t,  +  ti  =  CA=z  ^0^9  =  -^3^1  =s  —  6  +  5  —  a  =  2»  —  5  —  a  =  c, 

=  D^D,  =z  D,D„   D,D,  =  D,B-\-BD,  =  ^,  + V" 
c  =zt^  +  U  =  AB=zDqD,  =^  D^D^  =«  — 6+«— a=:2s  —  6  — a  =  c, 

=  E^E,  =  E,  ^„   D,D^  =  D,B-t BD,  =  V -H V 
also  nur  dreierlei  Grössenwerte  unter  den  12  Ab- 
schnitten in  Antwort  67,  2. 

Jeder  der  drei  Tangentenabschnitte 
tritt  also  an  jeder  Ecke  je  zweimal  auf:  die 
inneren  Abschnitte  an  der  einen  Ecke  werden 
äussere  an  den  beiden  andern  Ecken. 

Auch  jede  Seitenstrecke  des  Dreiecks 
tritt  auf  jeder  der  beiden  andern  Seiten- 
linien je  zweimal  auf,  je  die  kürzere  durch 
die  Strecke  der  Innern  Berührungspunkte-  ge- 
trennt, die  längere  dieses  Stück  doppelt  be- 
deckend. 


c  +  Ä  —  a  =  28  —  c  —  a  =  b. 

Ebenso  erhält  man  auf  den  Seiten  b 
und  c: 

E^E,  =  t,*'  +  tr  =  a, 
E,E,  =  t,  +  t,'  =  a, 
E,E,  =  t,-  +  t,'=:c, 


und 


-^0^1=^2  +  V  =  «, 

F,F,=:tr  +  t,'  =  b, 

F,F^  =  t,  +  t,''  =  h, 


F,F^  =  t,*-  +  t,"  =  a. 

3)  Endlich  erhält  man  für  die  Ab- 
stände je  zweier  äusseren  Berüh- 
rungspunkte auf  derselben  Seite  die 
Summe  einer  Seite  mit  zwei  äusseren 
Abschnitten,  nämlich: 
D,D^  =  a  + V"  + V  =  a  +  2(a  — a)  =  2«  — a  =  5  +  c, 
E^E,  =  6  +  V  +  V"  =  &  +  2(«-6)  =  2«  — 6  =  c  +  a, 
2^,  2?;  =  c  +  <i "  +  f  a'  =  c  +  2  («  ~  c)  =  2  8  —  c  =  a  +  6. 


Frage  68.  Wie  lassen  sich  die  Er- 
gebnisse der  drei  vorigen  Antworten 
zusammenfassen? 


Antwort.  Auf  Grund  der  vorigen 
Antworten  65,  66  und  67  kann  man 
folgende  Aussagen  machen: 

Satz  22.  Verbindet  man  die  Eck- 
punkte eines  Dreiecks  mit  den  Mittel- 
punkten der  vier  Berührungs- 
kreise, so  ist  der  Winkel  zweier 
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Ertl.  154«  Fttr  nebenstehenden  Satz  22  sind 
zwei  Zentralen  als  benachbarte  anzusehen, 
wenn  die  dritte  Zentrale,  d.  h.  die  Zentrale 
nach  dem  dritten  Dreieckspnnkte  nicht  dnrch 
ihren  Winkel  geht  Der  dritte  Dreieckswinkel 
ist  aber  der  Winkel  an  derjenigen  Ecke,  deren 
Zentrale  nicht  Winkelschenkel  ist. 

Srikl«  156.  Der  nebenstehende  Satz  23  c  ist 
eine  dualistische  Uebertragong  des  Satzes  20  b 
über  den  umgeschriebenen  Kreis  des  Dreiecks. 
Es  stehen  sich  gegenüber: 


in  Satz  20: 


in  Satz  23: 


Teilwinkel  eines  Drei-  Teilstrecke  einer  Drei- 
eckswinkels zwischen  ecksseite  zwischen  Ecke 
Seite  und  Badins  des  u.  Berührungspunkt  des 
Umkreises,  gleich  der  Inkreises,  gleich  der 
Ergänzung  des  Winkels  Ergänzung  der  Seiten- 
an  der  andern  Seite  zu  strecke  an  der  andern 
900,  nämlich  zur  Hälfte  Ecke  zu  »,  nämlich  zur 
der  Winkelsumme  von  Hälfte  der  Seitensumme 
1800  =  2R.  a  +  b  +  c  =  u  =  28. 
Der  Umkreis  des  Dreiecks  entspricht  dem 
I  n  kreis  des  Drei  s  e  i  t  s.  Für  die  Ankreise  lassen 
sich  teilweise  (aber  nicht  durchweg)  Analogien 
aufstellen. 

Erkl.  166.  Dass  in  nebenstehenden  Sätzen 
alle  in  den  vorigen  Antworten  gefundenen  Be- 
ziehungen wirklich  enthalten  sind,  zeigt  eine 
Anwendung  derselben  auf  eine  einzehie  der 
Strecken.  So  ist  nach  Satz  23  etwa  für  Punkt  Ä : 
AF,  =  AE,  =  (a)BF,  =  CE,  =  (h)BD, 
=  CjDj  =  (c)8  —  a. 
Also  findet  man  auch  umgekehrt  für  eine 
der  übrigen  vier  Strecken  nach  demselben  Satze 
ihre  Werte.    Femer  nach  den  Sätzen  24: 

ÄF^  =  AE^  =  BD^  =  BF^  •••  =  «, 
FoF^=zh-^a,  jP,F,  =  6  +  a, 
und    F^F^  =  F^F^=i  a,   F^F^  =  F^F^  =  b. 

Erkl«  157.  Es  Hessen  sich  noch  weitere,  minder 
wesentliche  Angaben  finden  als  Einzelfälle  der 
nebenstehenden  allgemeinen,  z.  B.  über  die  Lage 
der  Berührungspunkte  gegen  die  Ecken:  Der 
Berührungspunkt  des  Inkreises  auf  einer  Seite 
liegt  immer  auf  der  dem  grösseren  Dreiecks- 
winkel anliegenden  Seitenhälfte,  der  des 
Ankreises  auf  der  dem  grösseren  Aussen- 
winkel,  also  dem  kleineren  Dreiecks- 
winkel anliegenden  Seitenhälfte. 


benachbarten  Zentralen  bei  einem  An- 
kreise gleich  der  Hälfte  des  drit- 
ten Dreieckswinkels,  beim  In- 
kreise gleich  dem  Komplemente 
dieses  halben  Winkels. 

Satz  28.  Konstruiert  man  die  Be- 
rührungspunkte der  In-  und  An- 
kreise eines  Dreiecks,  so  sind  die 
Teilstrecken  zwischen  einem 
Eckpunkte  und  den  Berährungspunk- 
ten  seiner  Dreiecksseiten  mit  dem 
Inkreise 

a)  gleich  der  inneren  Teil- 
strecke derselben  beiden 
Seiten  zwischen  dem  Berüh- 
rungspunkte des  Ankreises  über 
diesen  Seiten  und  dem  andern 
Eckpunkte, 

b)  gleich  den  beiden  äusseren 
Teilstrecken  auf  der  dritten 
Seite  zwischen  dem  Eckpunkte 
und  dem  Berührungspunkte  des 
Ankreises  in  seinem  Aussen- 
winkel,  nämlich  jede 

c)  gleich  der  Differenz  zwischen 
der  halben  Seitensumme  und 
der  an  dem  andern  Eckpunkte 
anstossenden  Dreiecksseite. 

Satz  24.  Die  Abschnitte  von  je 
einem  Eckpunkte  bis  zu  den  Be- 
rührungspunkten des  in  seinem 
Innenwinkelraum e  liegenden 
Ankreises  sind  sämtlich  gleich  der 
halben  Seitensumme. 

Satz  24a.  Die  Abstände  der  zwei 
inneren,  bezw.  der  zwei  äusseren 
Berührungspunkte  auf  einer  Dreiecks- 
seite sind  je  gleich  der  Differenz, 
bezw.  gleich  der  Summe  der  beiden 
andern  Seiten. 

Satz  24  b.  Von  den  Abständen 
zwischen  je  einem  Innern  und 
einem  äussern  Berührungs- 
punkte auf  derselben  Dreiecksseite 
sind  die  beiden  kl  einem  gleich  der 
einen,  die  beiden  grössern  gleich 
der  andern  anstossenden  Dreiecks- 
seite. 
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Figtir  61. 


Frage  69.  Wie  bestätigen  sich  die 
Sätze  22  bis  24  bei  In-  und  Ankreisen 
der  „besondern  Dreiecke",  und  zwar 
zunächst  beim  gleichschenkligen 
Dreieck? 


Erkl.  1^.  Es  sind  beim  gleichschenkligen 
Dreieck  vier  Punkte,  welche  in  den  Mittelpunkt 
der  Gmndseite  zusammenfallen.  Denn  beim  all- 
gemeinen Dreieck  liegen  getrennt:  1)  Fq,  2)  F^ 
und  zwischen  beiden  8)  der  Mittelpunkt  der 
Grundseite  und  4)  der  Schnittpunkt  der  Winkel- 
halbierenden. Und  zwar  rückt  Fq  bei  Veränderung 
eines  der  gleichen  Grundseitenwinkel  zugleich 
mit  dem  Schnittpunkt  der  Winkelhalbierenden 
aus  der  Mitte  weg  ge^en  den  grossem  Winkel 
^)  -^8  g^6n  den  klemem.  Statt  der  viererlei 
Grössen  der  sämtlichen  Abschnitte  in  Erkl.  149 
erscheinen  beim  gleichschenkligen  Dreieck  nur 
noch  dreierlei;  und  von  diesen  ist  eine  gleich 
der  Hälfte  der  Grundseite. 


Antwort.  1)  Beim  gleichschenk- 
ligen Dreieck  (siehe  Figur  61)  liegt 
der  Mittelpunkt  des  Inkreises  und  des 
Ankreises  über  der  Grundseite  auf  der 
Symmetrieachse,  also  auf  der  Mittel- 
senkrechten der  Grundseite  oder  der 
Höhe  des  Dreiecks.  Der  Kadius  M^F^ 
sowie  M^F^  fällt  mit  der  Symmetrie- 
achse zusammen,  F^  fällt  mit  F^  in  den 
Mittelpunkt  der  Grundseite  und  Schnitt- 
punkt der  Winkelhalbierenden,  q^^  sowie 
^3  bilden  ein  Stück  der  Höhe. 

2)  Die  beiden  andern  Ankreise  wer- 
den sjmmetrisch ,  die  Verbindungslinie 
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Erid,  159.  Da  die  Kreise  um  M^  nnd  Jtf, 
von  der  Seite  c  im  gleichen  Berühnings- 
punkte  berührt  werden,  so  mttssen  die  Tangenten- 
abschnitte an  dem  Inkreis  nnd  Ankreis  von  A 
anf  h  nnd  die  von  B  anf  a  bddemale  gleich 
sein  dem  beiden  Kreisen  gemeinschaftlichen 
Tangentenabschnitt  dieser  Pnnkte.  Da  dann 
ausserdem  auch  noch  der  Berührungspnnkt  im 
Mittelpunkte  von  AB  liegt,  so  sind  die  sechs 
von  A  nnd  B  ausgehenden  Strecken  alle  gleich, 
ihre  Endpunkte  müssen  je  anf  einem  Kreise  am  A 

mid  B  liegen  mit  Badins  -^.    Umgekehrt  kann 

man  also  beim  gleichschenkligen  Dreieck  die 
Berühnmgspunkte  der  In-  nnd  Ankreise  finden, 
wenn  man  um  die  Dreieckspunkte  Kreise  be- 
schreibt mit  Badius  •^. 

Es  liegen  daher  auf  einem  Kreise  um  A  die 
Punkte  Eq,  jF^^g,  E^-,  auf  einem  Kreise  um  B 
die  Pnnkte  D^,  F^^^,  D^ ;  und  auf  einem  Kreise 
um  C  die  Punkte  />„  ^,,  />„  E^,  Und  zwar  sind 
diese  drei  Kreise  alle  Kongruent  und  haben 
als  Badius  die  Hälfte  der  Grundseite  c. 


ihrer  Mittelpunkte  wird  parallel  zur 
Grundseite,  ihre  beiden  Kadien  werden 
MaF^  =  MbF^  =  CFq,  also  beide 
Eadien  gleich  der  Höhe  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  selbst, 
das  Viereck  CMaF.F^  ^  CMi^F^F^  wird 
ein  Rechteck. 

3)  Dass  Winkel  AM^M^  =  90  —  -|- 

ist,  folgt  unmittelbar  aus  dem  recht- 
winkligen    Dreieck     AM^Fq,     worin 

<MAF  =  -J  =  -|  ist.     FolgUch  ist 

auch  im  rechtwinklidien  Dreieck  AM^Mc 

der  ^AM,M,  =  ^^-^. 

3)  Unter   den   Abschnitten    ist    un- 
mittelbar: 

AF,  =  AF,  =  BF,  =  BF,  =  AE,  =  AE, 
=  ^D,  =  BD,  =  CE^  =  CD^  =  CE^ 

a-r  a-{-c 


2 


c 


Und  femer  erhält  man: 

CE,  =  CD,  =  AE^  =  AF^  =  BD^  =  BF^ 

c 
=«— c=a— — ; 

die  Strecken: 

AF^  =  AE^=z  ...  =8r=a  +  y, 

auch   wegen   der   vorhergehenden 
Ziehung;  endlich: 

F,F,=zO=za  —  b,   F,F^  =  2a, 
F,F^  =  F^F^  =  a, 
gleich  der  Hälfte  des  vorigen. 


Be- 


Frage  70.  Wie  vereinfacht  sich  die 
vorige  Untersuchung  beim  gleichseiti- 
gen Dreieck? 


ErkL  160.  Während  beim  gleichschenkligen 
Dreieck  auf  den  Schenkeln  noch  die  vier  ge- 
trennten Punkte  aufbreten:  zwei  Berührungs- 
punkte, der  Mittelpunkt  und  der  SchnittpuiJtt 
der  Winkelhalbierenden,  so  rücken  beim  gleich- 
seitigen Dreieck  auch  diese  Tier  Punkte  in  einen 
einzigen  zusammen.  Hat  das  gleichschenklige 
Dreieck  an  der  Spitze  einen  spitzen  Winkel 
miter  6O0,  so  liegt  der  Mittelpunkt  des  Inkreises 
unterhalb  des  Mittelpunktes  des  Umkreises; 
hat  es  einen  spitzen  Winkel  über  60^  oder  einen 
stumpfen  Winkel  an  der  Spitze,  so  liegt  das 


Antwort.  l)Beim  gleichseitigen 
Dreieck  (siehe  Figur  62)  liegt  der 
Mittelpunkt  des  Inkreises  im  Schnitt- 
punkt der  drei  Symmetrieachsen,  fällt 
also  zusammen  mit  dem  Mittelpunkt  des 
Umkreises  (s.  Antwort  2  der  Frage  56); 
jeder  Mittelpunkt  eines  Ankreises  liegt 
auf  einer  der  Sjnmmetrieachsen,  und  je 
zwei  sind  symmetrisch  zur  dritten  Sym- 
metrieachse. 

2)  Auf  jeder  Seite  fallen  die  Berüh- 
rungspunkte des  Inkreises  und  Ankreises 
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Figar  62. 


F2       .. 


Zentrum  der  Seiten  oberhalb  des  Zentmms 
der  Ecken,  stets  anf  der  Symmetrieachse  ver- 
bleibend. Beim  gleichseitigen  Dreieck  fallen 
beide  Punkte  zusammen. 


Erkl.  161.  Das  gegebene  gleichseitige  Drei- 
eck ist  für  das  Dreieck  der  äusseren  Zentra  der 
Seiten  das  Dreieck  der  Seitenmitten.  Daher  hat 
das  Dreieck  MaMbMe  die  doppelte  Seitenlange, 
aber  den  Tierfacheu  Inhalt  des  gegebenen.  Und 
über  jeder  Dreiecksseite  ist  dasselbe  gegebene 
Dreieck  nach  aussen  kongruent  nochmals  ange- 
tragen. —  Wird  der  Winkel  an  der  Spitze  grösser 
als  600,  so  werden  die  Ankreise  der  Schenkel 
grösser,  der  Ankreis  der  Grundseite  aber 
kleiner;  wird  umgekehrt  der  Winkel  an  der 
Grundseite  kleiner  als  60^,  so  werden  die  beiden 
Ankreise  der  Schenkel  kleiner,  derjenige  der 
Grundseite  grösser.  —  Dass  ganz  allgemein  die 
Grössenfol^e  der  Dreiecks  Winkel  auch  dieGrössen- 
folge  der  m  ihren  Innenwinkeln  liegenden  An- 
kreise sein  muss,  kann  auch  gefolgert  werden 
aus  der  Gleichheit  der  Abschnitte  f ,'  =  t^**  =  t^"\ 
Denn  diese  Abschnitte  bilden  mit  Qa^  Qh,  Qe  drei 

rechtwinklige  Dreiecke  mit  Winkeln  -^1  4^,  -^ ; 

folglich  ist  für  «<^<y  auch   Qa^Qh<C9c 
(Satz  in  Aufgabe  199  im  III.  Teile). 


zusammen,  die  Radien  beider  bilden  Teile 
der  zugehörigen  Höhe,  jeder  Radius 
eines  Ankreises  ist  gleich  der 
ganzen  Höhe  des  Dreiecks,  der 
Radius  des  Inkreises  gleich  dem 
untern  Höhenabschnitt,  also  gleich 
einem  Drittel  der  ganzen  Höhe 
oder  gleich  dem  Drittel  eines  Radius 
der  ^kreise.  Die  Vierecke  MaBFF^ 
und  MaBEE^  und  die  analogen  sind 
sämtlich  kongruente  Rechtecke,  deren 
eine  Seite  der  Höhe,  deren  andere  Seite 
der  Seitenlänge  des  Dreiecks  gleich  ist. 

3)  üeber  die  Winkel  folgt  schon  aus 
der  achsigen  Symmetrie,  dass  z.  B.  der 
Winkel  CMaB  durch  AMa  halbiert  wird, 
dass  der  ganze  Winkel  gleich  ist  sowohl 
dem  Winkel  MaM^Mc,  als  dem  Winkel 
JUbMcMa,  dass  aber  jeder  Winkel  gleich 
60^  dessen  Hälfte  gleich  30®  ist  Das 
ganze  Dreieck  MaM^Mc  ist  das  Dreieck 
der  Parallelen  zu  den  Dreiecksseiten 
durch  die  Gegenecken,  und  umgekehrt 
das  Dreieck  ^  J5C  das  Dreieck  der  Seiten- 
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mMsM,D  =  ^M„Ä  ist,  folgt  ans  den  Auf-  ^^^^  *«s  grossen  Dreiecks  M^M^M, 
i/Bw  iii„x/      2  ino^  »t,  loigi  «IS  ueu  Ä      ^^^^^j   g^^  ^^  ^^  Aufgabe  253  im 

gaben  130  und  147  im  HI.  Teile  dieses  Lehr-  m  Tg^g)     ^^  jg^^g^  äusseren  Zentrum 

buches;  oder  auch  sdion  aus  Anwendung  der  ,„_  q„u/„    „_*„*„!,,._    ^««  -nN^v«!    •„«« 

ErkL  199  desselben  III.  TeUes  anf  das  DSäeck  der  Seiten  entstehen  Vier  Wmkel  von 

AM^F.  je  30*),  am  inneren  Mittelpunkte  sechs 

Winkel  von  60". 

&«.  162.   Unter  den  vimndCTanzig  Ab-  4)  unter  den  Tangentenabschnitten 

schnitten  <  sind  beim  gleichwit^en  Dreieck  nur  ^.^^^^  ^^^  ^^  Sirecken  t,'  =  t,"  ==  t,'" 

noch  zweierlei  Grössen:  y  und  2a.    Daher  i)eiin    gleichseitigen   Dreieck    sämtliche 

liegen  insbesondere  die  vier  Berührungspunkte  gleichgross,     nämlich    jeder    gleich 

^1 E^ ,  Fl  F,  auf  einem  Kreise  um  A  mit  einer  halben  Dreiecksseite.   In  der  That 

Radius  -^.    Und  man  erhält  die  vier  Bertth-  igt  g a  =  « b  =  8 c  =  — a  =  — , 

mngspunkte  der  In-  imd  Ankreise,  mdem  man  j^^^  drei  Strecken  AF.=BF.  =  BD^''^ 
um  jeden  Eckpunkt  des  Dreiecks  Kreise  mit  •'  «^  2  2 

der   halben  Seitenlange  zieht    (vergleiche   die  aber  sind  =  «  =  -^  und  auch  nach  ihrer 
Kreise  HI  in  Figur  76  des  IIL  Teiles).  „  ^  „        ,  .  ,        ,    a 

Zusammensetzung  selbst  gleich  a-f-  -g-  = 

S-y.    Die  Abstände  je  zweier  innem 

Berührungspunkte  sind  sämtlich  Null, 
nämlich  a  —  a  =  0 ;  jene  zweier  äussern 
sind  a-|-a=2a,  zusammengesetzt  als 

a-}-2-y  oder  =4-^=2«;   jeder 

äussere  ist  von  einem  innem  entfernt 

um  eine  Strecke  a  =  2  •  ^. 


Frage  71.    Welche  Besonderheiten 
zeigen  die  In-  und  Ankreise  beim  recht-        .    .      «x    t»  •  i.  i.    •    1  t 

winkligen  Dreieck?  ^  Antwort.  Bemi  rechtwinkligen 

^  Dreieck  (siehe  Figur  63)  ist  jedenfalls 

der  Ankreis  über  der  Hypotenuse  der 

ErkL  168.    Wenn  in  den  Deltoiden  zweiCT  grösste,   sein  Kadius  noch   grösser  als 

Dreiecksseiten  und  zweier  Eadien  der  Deltoid-  5.      ^»„«r.^«    t7«*k^4.«      t\^^^    a\^    a^^\ 

Winkel  am  Dreieckspunkte  kleiner  als  ein  ^1®    grossere   Kathete.     Denn   die   drei 

rechter  ist,  so  sind  die  Deltoidseiten  am  Punkte  M  Vierecke :       M^D^CE^,       M^D^CE^^ 

kleiner  als  die  Abschnitte  t\  ist  der  Deltoid-  M^D^CE^,   M^D^CE^,    welche   bisher 

Winkel  am  Dreieckspunkte  grösser  als  ein  Deitoide  waren,  erhalten  jetzt  wegen 

rechter,  so  smd  die  Berührungsradien  grosser  -,  .  o  ^i.      /i     •  i.i. 

als  die  Abschnitte  t-,  beim  rechten  Winkel  ^er  gemeinsamen  Spitze  C  vier  rechte 

allein  sind  alle  vier  Deltoidseiten  gleichgross,  Winkel,  sind  also  Quadrate.    Da  aber 

es  wird  alB  Quadratseite  ^,  =  ^3',  ^,  =  ^g",  der    Berithrungspunkt     des    Ankreises 

Pa  =  t^"'  =  »  =  ^  +  ^  +  ^ .  —  Auf  der  Hy-  ausserhalb  der  Kathete  liegt,  so  muss 

^^*^««     -4.    «V     ;i  ^  a  V  •*  1  ;i     1.1  •  (^K  lind  folglich  auch  JfjF-  grösser  als 

potennse  ist  näher  dem  Scheitel  des  klemem  ,.8      -    x     xr  xu  j.         •     *  j      tTT»  i    i 

spitzen  Winkels  der  Berührungspunkt  des  An-  die   grosste   Kathete   sem;   der  Wmkel 

kreiaes,   näher   dem  Endpunkte   der  kleinem  M^M^M^  wird  gleich  45®. 

Kathete  der  des  Inkreises.    Die  Strecke  F,  F,  Da   der   rechte  Winkel   der   grösste 

^Kti?^  T^  ^\^i^  Kathetensumme  be-  ^^  ji^gen  auf  den  Katheten  die  Berüh- 
trachtet  werden,  nämlich  entweder  z=  F,Fa+       '       °   i^i.      j        t  i      •  «i.        v  ♦ 

F.F,  =  a+6  ider  =  F,F3+F,F,=:64-T  rungspunkte   ^es   Inkreises    näher   bei 

seinem  Scheitel  als  die  der  Ankreise, 
und  von  letzteren  die  des  kleineren 
Ankreises  über  der  kleineren  Kathete 
wieder  näher  als  die  des  grösseren  An- 
kreises über  der  grösseren  Kathete. 
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5)  Ueber  einen  Kreis  in  Verbindung  mit  einem  Viereck, 
a)  Ueber  das  einem  Kreis  eingeschriebene  Viereck  oder  das  Sehnenvierecic. 
Frage  72.    Was  ist  ein  S  ebnen - 


Viereck? 


Antwort.  Ein  Sehnenviereck 
oder  ein  einem  Kreise  einge- 
Erkl.  lU.  Während  zu  einer  einzelnen  schriebenes  Viereck  ist  ein  Vier- 
Sehne  zwei  Kreisbogen  gehören,  pflegt  man  eck,  dessen  vier  Eckpunkte  auf  einem 
für  eine  Seite  eines  Sehnenvierecks  nur  den-  Kreise  liegen,  oder  erzeugende 
jenigen  Bogen  besonders  als  ihren  zugehörigen  Punkte  derselben  Kreislinie  sind.  Der 
zu  betrachten,    auf  welchem  kemer  der  drei  -rr    '    r.  '    j.  v-v  tt«,*^ 

übrigen  Eckpunkte  liegt.   Beim  überschlagenen  Kreis  beisst  umgescbriebener  Kreib 
Viereck  föUt  also  diese  Anschauung  ganz  weg.   oder  Umkreis  des  Vierecks. 
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Es  ist  also  jede  Seite  des  einge- 
schriebenen Vierecks  eine  Sehne  des 
Kreises,  jeder  Winkel  des  Vierecks 
ein  Peripheriewinkel. 


Frage  73.  Was  für  Eigenschaften 
des  Sehnen  Vierecks  folgen  daraus,  dass 
seine  Seiten  Sehnen  sind? 


Erkl.  165.  Ist  das  Sehnenviereck  ein  ein- 
faches Viereck,  so  ist  die  Winkelsnmme  an 
der  Spitze  der  Tier  gleichschenkligen  Dreiecke 
gleich  dem  Vollwinkel  von  3600;  ist  das  Vier- 
eck aber  ein  ttberschlagenes,  so  tritt  teilweise 
üeberdecknng  dieser  Dreiecke  ein,  wie  beim 
stumpfwinkligen  eingeschriebenen  Dreieck  (siehe 
Fignr  53).  Ein  einspringender  Winkel  kann  bei 
einem  SehnenTieredc  gar  nicht  vorkommen,  da 
dessen  Scheitelpunkt  im  InnenwinkeLraume  sei- 
nes Gegenwinkels  liegen  mflsste,  also  im  Innern 
des  Kreises,  was  unmöglich  ist. 


Antwort.  Da  jede  Seite  des  ein- 
geschriebenen Vierecks  (siehe  Figur  64) 
eine  Sehne  ist,  so  gewinnt  man  folgende 
Vorstellungen: 

1)  Durch  die  Radien  nach  den  vier 
Eckpunkten  eines  eingeschriebenen  Vier- 
ecks entstehen  vier  gleichschenklige 
Dreiecke  mit  gemeinsamer  Spitze  im 
Ereismittelpunkt 

2)  Die  Grössenfolge  der  Grund- 
seiten dieser  Dreiecke,  also  der  Seiten- 
strecken des  Vierecks,  ist  dieselbe, 
wie  jene  der  Mittelpunktswinkel,  der 
Kreisbogen,  Kreisaus-  und  -abschnitte, 
aber  entgegengesetzt  der  Grössen- 
folge ihrer  senkrechten  Abstände  vom 
Kreismittelpunkte. 

3)  Der  Durchmesser  des  Kreises 
ist  die  grösstmögliche  Seitenlänge 
eines  ihm  eingeschriebenen  Vierecks. 


Figur  64. 


Frage  74.  Welche  Folgerungen  er- 
geben sich  aus  dem  Vorigen  für  die 
Abstandsstrecken  der  Seiten  des 
Sehnenvierecks  vom  Kreismittelpunkt? 


Antwort. 

strecken   teilt 


Jede  der  vier  Abstands- 
eines  der  gleichschenk- 
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Erkl.  166.  In  dem  ersten  Falle  der  Fignr  64 
ist  nach  Antwort  78  nnd  74: 


-BC>B^>^2)>2)C, 


Seiten  nnd  Bögen: 
nnd  ebenso: 

Mittelpnnktswinkel  n.  s.  w.: 

CMä  >  BMA  >  AMD  >  DMC, 
aber  entgegengesetzt: 

Abstände:   MF^ME<^MH^MG. 

In  der  zweiten  Figor  64  werden  die  Drei- 
ecke B3iC,  CMD,  DMA  teilweise  durcheinander 
bedeckt,  während  in  der  ersten  die  Winkelsnmme 
bei  Jf  3600  beträgt.  Die  Vierecke  AEMH, 
BEMF  sind  in  beiden  Fällen  als  einfache 
Vierecke  vorhanden.  Dagegen  die  Vierecke 
CFMGC  nnd  DG  MED  sind  nnr  im  ersten 
Falle  einfache  Vierecke,  im  zweiten  dagegen 
überschlagene.  Stets  jedoch  behalten  sie  die 
EigenschidPt,  dass  zwei  Winkel  rechte  sind. 
Wählt  man  daher  die  vier  Badien  MA^  MB, 
MC,  MD  als  Dnrchmesser  von  Kreisen,  so  gehen 
nach  Satz  16  diese  Halbkreise  durch  je  zwei 
Fnsspnnkte  der  Senkrechten:  E^  H;  E,  F; 
F,  G;  G,  H. 


ligen  Dreiecke  in  zwei  kongruente  recht- 
winklige Dreiecke;  das  ganze  Viereck 
bildet  mit  denselben  vier  einzelne  Vier- 
ecke, deren  jedes  zwei  rechte  Winkel  hat 
Da  die  Vierecksseiten  Sehnen  sind,  so 
gehen  alle  vier  Mittelsenkrechten 
durch  den  Kreismittelpunkt, 
welcher  selbst  gleichen  Abstand 
von  den  vier  Ecken  des  Vierecks 
hat  Und  umgekehrt  wird  jedes.  Viereck 
einem  Kreise  einbeschrieben  wer- 
den können,  bezw.  kann  jedem  Vier- 
eck ein  Kreis  umbeschrieben  wer- 
den, wenn  die  vier  Mittelsenkrechten 
seiner  Seiten  durch  einen  und  den- 
selb en  Punkt  gehen.  Denn  dieser  Punkt 
hat  als  gemeinsamer  Punkt  der  Mittel- 
senkrechten gleichen  Abstand  von  den 
Endpunkten  jeder  Grundseite,  also  geht 
ein  Kreis  um  ihn  durch  alle  vier  Punkte, 
wenn  er  durch  einen  einzigen  geht. 


Frage  75.  Was  für  Eigenschaften 
des  Sehnenvierecks  folgen  daraus,  dass 
seine    Winkel    Peripheriewinkel 


sind? 


Fignr  65. 


Antwort.  1)  Da  die  Winkel  eines 
Sehnenvierecks  Peripheriewinkel  sind, 
so  ist  jeder  gleich  der  Hälfte  des  Kreis- 
bogens, auf  dem  er  steht.  Bezeichnet 
man  also  die  zu  den  Sehnen  a,  6,  c,  d 
gehörigen  Bogenstücke  als  x,  X,  u,  v, 
so  erhält  man  (siehe  Figur  65,  I): 


^ß 


^y  = 


V-\'X 


^«  = 


durch 


2 

Daraus  erhält  man  zunächst 
Addition  aller  vier  Grössen: 

«+/'  +  y  +  <^  =  «  +  ^  +  ^  +  »'  =  360o, 
also  eine  Bestätigung  der  Winkelsumme 
des  Vierecks  gleich  vier  Rechten. 

2)  Ferner  erkennt  man,  dass  zwei- 
mal dieselbe  Summe  entsteht,  nämlich: 


^a  +  y 


_   A  +  ^  +  y  +  x 
""  2 


und 


^ß  +  ^  = 


2 


_  fiJrv-¥^  +  l 


2 


1 


=  -f  (^  +  ^+."  +  ^)  =  180o. 


2 
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ErkL  167.  Man  könnte  den  Uebergang  ans  3)  Betrachtet    man    im    allgemeinen 

dem  einfachen  zum  ttberschlagenen  Sehnenvier-  y  u     ^j    Diagonale  ÄC  des  Vierecks 

eck  dadurch  ermögbchen,  dass  man  den  Punkt  Z>  .  nT^r,      -^^a-öv^axü  ^x^  xx^jo  » x^i^v^^i^ 

in  Figur  66, 1  nach  C  hin  wandern  lässt.    80-  -^^^  A  SO  Sind  beun  einiaclien  Vier- 

wie  D  mit  C  zusammenfäUt,  ist  ABCD  (siehe  eck  ABCD  (Figur  65,1)  ABC  und  ADC 

Figur  65,  HI)  Dreieck  geworden,  Seite  CD  Peripheriewinkel  auf  verschiedenen 

Tangente,  imd  es  wii^  <^^CI>  bezw.  ^^I)C  g3it        ^           ^^          ^^    ^Iso    nach 

zum  Winkel  mit  jeder  der  beiden  entgegen-  ^  .     ,^  T,       i   "^  ""^?  1  T    v  •      .äv, 

gesetzten  Richtungen  der  Tangente,   nämüch  ^»tz  16  Supplementwmkel ;  Demi  tiber- 

als  Sehnentangentenwinkel :  schlagenenViereck  dagegen  (Fig.  65,  II) 

<^BCD  entweder  =  -^  oder  überstumpf  ^^^  ^/^^  ^^  i5i)C  Peripheriewinkel 

2  über   derselben  Sehne,   also  gleich- 

_  360  — ;,  _.  jQQ  _  J^  gross.    Nimmt  man  aber  Kücksicht  auf 

"~       2                    2 '  gie  Umdrehungsrichtung  dieser  Winkel, 

^ADC  entweder  =  i^  oder  tiberstumpf  »0  sind  dieselben  im  ersten  Falle  ent- 

2  gegengesetzt,  im  zweiten  Falle  gleich- 

_  360  —  V  _  ^^^     V  gerichtet;    setzt  man  also   demgemäss 

2                     2 '  einen  der  Winkel  im  ersten  Falle  nega- 

Da  dann  noch  «  =  4  und  /.  =  ^,  bo  er-  ^\  ?<>  ^,^i^,f  -  ^;??Tn±^^^^^' 

*      „,.     ^L.     ,  und  im  zweiten  Falle -4504-^1)0  =  0. 

SSnT^eS'r^i^^eSdeJf ''"'•''•  porch  M„itipiy«,tion  nut  2  erhält  man 

^,          ,11  in  beiden  Fällen: 

oder:  denn  2  •  180"  =  360"  ist  derselbe  Winkel 


(leO-D  +  l- =  (180-1)  +  ^  =1800. 

Bückt  dann  Punkt  D  über  C  hinaus  in  den 
Bogen  BC,  so  wäre  als  <^y  anzusehen  der 
übeistnmpfe  Winkel  BCD,    als   d  der  tiber- 

BD 
stumpfe  Winkel  CDA,  ersterer  =  360o ^-, 

ja 

letzterer  3600 ^-.    Da  aber  a  =  -5-  und 

AC 

ß  =  -3—  ist,  so  würde  wieder  die  Summe  der 

entgegengesetzten  Winkel: 

«+y  =  -^  +  3600-^  =  3600  =  /J  +  J 

=  4^  +  3600-     ^^ 


wie  0^ 


2 


Erkl.  168.  Naeh  dem  Schlusssatze  der  neben- 
stehenden Antwort  könnte  man  den  Satz  aus- 
sprechen, dass  vier  Punkte  A,  B,  C\  D  in 
unbestimmter  Ordnung  (d.  h.  als  ein- 
faches oder  als  überschlagenes  Viereck)  auf 
einem  Kreise  liegen,  wenn  —  in  gleicher 
Drehungsrichtung  gemessen  — : 

2  (ABC ^  ADC)  =  0. 


Frage  76.    Welche  Aussagen  über 

eingeschriebene  Vierecke   ergeben  sich        .    . xap/^      ^j-m     u- 

RH«  dmi  AntwnrtPn  dp.r  hPiHAn  v^v\^^:n       Antwopt.  Auf Grund  der  Ergebmsse 


Fragen? 


aus  den  Antworten  der  beiden  vorigen  ^   ^^'Wurx.  ^uxv^ruuuueri^jigtjüms^« 
FraffftTi?  ^^^  beiden  vorigen  Antworten  kann  man 

die  Aussagen  machen: 
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Erkl.  169.  Die  in  Satz  25  a  ausgesprochene 
ümkehrung  der  in  den  Antworten  74  und  76 
gewonnenen  nnd  in  Satz  25  formulierten  Er- 
gebnisse lässt  sich  wie  folgt  beweisen: 

1)  Gehen  die  vier  Mittelsenkrechten  eines 
Vierecks  durch  denselben  Punkt,  so  hat  dieser 
Punkt  denselben  Abstand  von  je  zweien  der 
Eckpunkte  des  Vierecks,  also  haben  alle  vier 
Punkte  denselben  Abstand  von  diesem  Punkte, 
und  es  gibt  einen  Kreis  mit  einem  dieser  Ab- 
stände sds  Badius  um  diesen  Punkt,  der  durch 
alle  vier  Eckpunkte  des  Vierecks  geht. 

2)  Ist  im  Viereck  AB  CD]  (siehe  Figur  66) 
<^  /S  -|-  <^  =  180*^»  so  kann  man  jedenfalls  durch 
ABC  einen  Kreis  legen,  und  jeder  Punkt  auf 

dem  Kreisbogen  A  C  liefert  einen  Winkel  gleich 
1800  _  ß^  Geht  dieser  Kreisbogen  selbst  -durch  2>, 
so  ist  die  Behauptung  erfüllt.  Angenommen  aber, 
der  Kreis  ginge  nicht  durch  2),  sondern  träfe 
etwa  die  Linie  CD  in  D'  innerhalb  oder  in  D" 
ausserhalb  der  Seite  CD  selbst,  so  müsste 
AD'C^  ADC,  also  >I800— /j  sein,  und 
AD"C<C,ADC,  also  <1800  — ^  sein.  Beides 
ist  gegen  die  Voraussetzung,  also  muss  der 
Kreis  durch  die  drei  Punkte  ABC  auch  durch 
den  Punkt  D  gehen,  d.  h.  alle  vier  Punkte  A, 
By  C,  D  liegen  auf  einem  Kreise. 

Erkl«  170.  Wie  aus  Figur  64  zu  erkennen 
ist,  kann  auch  jede  der  beiden  Eigenschaften 
der  Sätze  25  aus  der  andern  abgeleitet  werden. 
Dass  z.  B.  a-\-y  =1  ß-{-d  sein  muss,  wenn  die 
vier  Mittelsenkrechten  durch  einen  Punkt  gehen, 
lässt  sich  aus  den  gleichen  Grundseitenwinkeln 
der  gleichschenkligen  Dreiecke  über  den  Seiten 
erschliessen.  Jede  der  Gegenecken  enthält  zwei 
verschiedene  Paare  dieser  vier  gleichen  Winkel- 
grössen,  so  dass  an  je  zwei  Gegenecken  zu- 
sammen jede  der  vier  Grössen  einmal  auftritt. 

Dass  umgekehrt  MA  =  MB  =  MC—  MD 
sein  muss,  wenn  a-f-y  =  /9-|-rf  ist,  kann  fol- 
gendermassen  bewiesen  werden:  Man  sucht  den- 
jenigen Punkt  3f,  welcher  von  den  drei  Punk- 
ten Aj  Bj  C  denselben  Abstand  hat,  und 
beweist,  dass  die  zunächst  willkürliche  Verbin- 
dungslinie MD  nach  D  diesen  drei  Abständen 
gleich  gross  ist.  Da  nämlich  wegen  MA  = 
MB  =.  MC  auch  schon  bekannt  ist  <^  MAB  = 
MBA,  MBC  =  MCB,  so  ergibt  die  Gleichung 
a-i-y  =z  ß-\-d  die  folgende : 

(<^  MAD+  MAB)  +  {<^  MCB  +  Af  CD)  =  (<^  MBA  +  MBC) 
also  durch  Weglassung  der  vorgenannten  gleich- 
grossen  Teilwinkel  auf  beiden  Seiten  der  Glei- 
chung: 
<^MAD  +  MCD  =  <^  (T  =  <^  MDA  +  MDC. 

Wäre  nun  -^MDA^  MAD,  so  müsste 
MD<^MA  sein;  und  ebenso,  wenn: 

4:MDC<C^CD 
wäre,  müsste  MD  >  MC,  oder  auch  MD  >  MA 
sein.  Die  Ungleichheit  MDC<C^MCD  ist  aber 
nach  voriger  Gleichung  dienotwendigeFolge 
der  Ungleichheit  MDAy> MAD,  also  müsste 
gleichzeitig  MD<CMA  und  MD'^MA  sein, 


Satz  25.  In  jedem  einem  Kreise 
eingeschriebenen  Viereck  — 
gehen  die  Mittelsenkrechten  der  vier 
Seiten  durch  einen  Punkt  —  und  ist 
die  Summe  je  zweier  Gegen- 
winkel dieselbe,  nämlich  gleich 
der  Hälfte  der  Innenwinkelsumme, 
also  gleich  zwei  Eechten. 
Und  umgekehrt: 

Satz  25  a.  Ein  Viereck  kann  einem 
Kreise  eingeschrieben  werden  — 
oder  einem  Viereck  kann  ein  Kreis 
umgeschrieben  werden,  wenn 
die  vier  Mittelsenkrechten  der  Seiten 
durch  einen  Pimkt  gehen  —  oder 
wenn  die  Summe  je  zweier  gegen- 
überliegenden Winkel  dieselbe. 
nämlich  gleich  zwei  Rechten  ist. 


Figur  66. 


+  <^J. 
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so  lange  nicht  anch  MDA  =  MAD  nnd  MCD  = 
MDC  ist  Folglich  mnss,  sowie  « -f-  y  =  /5  +  rf 
ist,  notwendigerweise  auch  MD  =  MA  sein, 
also  MAz=MB  =  MC  =  MD]  d.  h.  M  ist 
gemeinsamer  Schnittpunkt  der  vier  Mittel- 
senkrechten  nnd  Mittelpunkt  des  Umkreises 
des  Vierecks  AB  CD, 


Frage  77.  Welche  Grösse  haben 
die  Winkel  der  Diagonalen  eines 
Sehnenvierecks? 

Erkl.  171.  Beim  einfachen  Viereck  schneiden 
sich  die  Diagonalen  im  Innern,  bilden  daher 
einen  Sehnenwinkel;  beim  überschlagenen  Vier- 
eck schneiden  sich  die  Diagonalen  ausserhalb 
des  Vierecks.  Dass  dieser  Schnittpunkt  aber 
auch  ausserhalb  des  Kreises  liegen  muss,  folgt 
daraus,  dass  auch  die  Diagonalen  Sehnen  sind, 
deren  innerhalb  des  Kreises  gelegene  Strecken 
nicht  Eum  Schnitt  kommen.  Folglich  kann  hier 
nur  ein  Sekanten winkel  entstehen. 


Antwort.  Der  Winkel  der  Diagonalen 
ist  beim  einfachen  Sehnenviereck  ein 
Sehnenwinkel,  beim  überschlagenen 
ein  Sekantenwinkel,  beträgt  also 
nach  Satz  17  die  halbe  Summe  bezw. 
die  halbe  Differenz  der  Gradzahl  der 
von  den  zugehörigen  Vierecksseiten  aus- 
geschnittenen Kreisbogen. 


Frage  78.  Wie  bestätigen  sich  die 
Sätze  25  bei  den  „besonderen  Vier- 
ecken"? 

Erkl.  172.  Während  heim  Dreieck  sich  zeigte, 
dass  jedes  heliehige  Dreieck  einem  Kreise 
eingeschriehen,  hezw.  dass  jedem  heliehigen 
Dreieck  ein  Kreis  umgeschrieben  werden 
kann,  ist  diese  Eigenschaft  heim  Viereck  keine 
allgemeine,  da  hier  die  Erfüllung  der  Bedingungen 
des  Satzes  25  erforderlich  wird.  Daher  können 
auch  nur  gewisse  Gruppen  von  Vierecken  als 
eingeschriebene  Vierecke  betrachtet  werden. 

Figur  67. 


Erkl«  178«  Die  beiden  Grundseiten  eines 
einem  Kreise  eingeschriebenen  Antiparallelo- 
gramms  bilden  zwei  parallele  Sehnen,  seine 
Schenkel  zwei  gleichlange  Sehnen.  Daher  sind 
nach  den  Sätzen  7  und  8  auch  in  den  Fragen  11, 
12  mid  13  Antiparallelogramme  vorhanden,  näm- 
lich jedes  Viereck  der  Art  AB  CD.  Der  Kreis- 
mittelpunkt kann  innerhalb  des  Antiparallelo- 
gramms  liegen,  wie  in  Figur  12,  und  dem 
gröBsten  der  in  Figur  11  ausgezeichneten,  oder 


Antwort.  Wenn  ein  Viereck  einem 
Kreise  soll  eingeschrieben  werden 
können,  so  muss  es  die  in  Satz  25  aus- 
gesprochenen Eigenschaften  haben. 

1)  Nun  bilden  aber  (nach  Aufgabe  219) 
des  III.  Teiles)  die  Mittelsenkrechten 
eines  Trapezes  wieder  ein  Trapez, 
und  die  Summen  gegenüberliegender 
Winkel  sind  nicht  gleich.  Also  kann 
ein  beliebiges  Trapez  einem  Kreise  nicht 
eingeschrieben  werden. 

2)  Beim  Antiparallelogramm  da- 
gegen sind  (nach  Satz  78  des  IH.  Teiles) 
je  zwei  Gegenwinkel  supplementär,  und 
seine  vier  Mittelsenkrechten  gehen  (nach 
Aufgabe  237  daselbst)  durch  denselben 
Punkt.  Folglich  kann  jedes  Antiparallelo- 
gramm als  Sehnenviereck  angesehen 
werden  (siehe  Figur  67),  oder  jedem 
Antiparallelogramm  ein  Kreis  um- 
geschrieben werden. 

3)  Das  Deltoid  besitzt  zwei  gleich- 
grosse  Gegenwinkel,  und  von  seinen 
Mittelsenkrechten  schneiden  einander 
(Aufgabe  238  im  m.  Teile)  je  zwei 
auf  der  Symmetrieachse.  Es  ist  also 
das  allgemeine  Deltoid  kein  Sehnen- 
viereck. Dagegen  kann  es  zu  einem 
solchen  werden,  wenn  jene  gleichen 
Gegenwinkel  selbst  Rechte  oder  wenn 
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auBserhalb,  nämlich  über  der  grössten  Seite,  wie 
in  Fignr  67  und  den  beiden  kleineren  in  Figur  11 
ausgezeichneten.  Ist  eine  Sehne  Durchmesser, 
so  liegt  der  Kreismittelpunkt  auf  ihr  selbst. 

Figur  68. 


ErkL  174.  Sind  im  Deltoid  zwei  rechte 
Gegenwinkel,  so  geht  der  Halbkreis  über  der 
andern  Diagonale  cJs  Durchmesser  nach  Satz  16  g 
durch  deren  beide  Scheitel;  sind  die  tmgleichen 
Winkel  supplementär,  so  sind  ihre  Hälften 
beiderseits  der  Winkelhalbierenden  Diagonale 
komplementär,  also  die  andern  Winkel  &chte. 
Die  Diagonale  bildet  beiderseits  rechtwinklige 
Dreiecke,  also  hat  der  Mittelpunkt  gleidien 
Abstand  je  von  den  drei  Ecken.  Und  umgekelurt 
wird  durch  die  Gleichheit  dieser  Abstände  je 
ein  rechter  Winkel  bedingt.  —  Deltoide  mit 
rechten  Gegenwinkeln  sind  alle,  die  einen  Kreis- 
durchmesser als  Diagonale  haben,  auch  alle  die 
Vierecke  in  den  Figuren  67  bis  63,  welche 
durch  einen  der  Tier  Kreismittelpunkte  mit  einer 
Ecke  und  den  zwei  zugehörigen  Berührungs- 
punkten gebildet  werden. 


Figur  69. 


Figur  70. 


Erkl.  175*  Während  beim  Antiparallelo- 
gramm  keine  Diagonale  Kreisdurchmesser  ist, 
beim  Deltoid  eine,  so  werden  beim  Eechteck 
und  Quadrat  beide  Diagonalen  Kreisdurch- 
messer. Der  Winkel  dieser  Diagonalen  beim 
Deltoid  ist  ein  Rechter,  denn  da  die  Tier  ent- 
stehenden Kreisbogen  zusammen  den  Vollkreis 
bilden  und  zu  je  zweien  gleicbgross  sind,  so 
müssen  zwei  ungleiche  Ton  ihnen  einen  Halb- 
kreis ergeben,  idso  ihre  Hälfte  nach  Antwort 
der  Torigen  Frage  77  einen  Bechten.  —  Beim 
Rechteck  sind  die  beiden  Ton  den  Diagonalen 
ausgeschnittenen  Kreisbogen  gleichgross,  ihre 
halbe  Summe  gleich  dem  einen  selber  —  und 
dem  entsprechend  der  Diagonalenwinkel  ein  Mittel- 
punktswinkel. —  Beim  Quadrat  endlich  ist  jeder 
der  Tier  Kreisbogen  90^,  also  der  Mittelpunkts- 
winkel als  halbe  Summe  tou  zweien  wieder  ein 
Rechter. 


die  ungleichen  Winkel  supplementär 
werden  (denn  dann  ist  ihre  Sunune  je 
2  R),  oder  wenn  die  beiden  Schnittpunkte 
der  Mittelsenkrechten  auf  der  Achse  in 
einen  einzigen  zusammenrücken  (siehe 
Figur  68).  Diese  beiden  Eigenschaften 
bedingen  einander  gegenseitig  (siehe 
Erkl.  170  und  174). 

4)  Im  Parallelogramm  sind  Gegen- 
winkel gleichgross,  die  Mittelsenkrechten 
bilden  (nach  Aufgabe  247  des  XU.  Teiles) 
wieder  ein  Parallelogramm.  Daher  ist 
ein  allgemeines  Parallelogramm  auch 
kein  Sehnenviereck;  sondern  damit  es 
zu  einem  solchen  werden  könnte,  müßten 
die  Gegenwinkel  selbst  Kechte  werden. 
Also  mfisste  das  Parallelogramm  selbst 
zu  einem  Rechteck  werden,  um  einem 
Kreis  eingeschrieben  werden  zu  können, 
bezw.  um  einen  Kreis  umgeschrieben 
erhalten  zu  können  (siehe  Figur  69). 

5)  Auch  im  Rhombus  sind  gleiche 
Gegenwinkel  vorhanden.  Ein  Rhombus 
kann  daher  einem  Kreis  nur  dann  ein- 
geschrieben werden,  wenn  es  zugleich 
rechte  Winkel  hätte:  d.  h.  das  Rhombus 
müsste  Quadrat  werden  (s.  Figur  70). 

6)  Das  Rechteck  aber  besitzt  gleiche 
Gegenwinkel  von  je  90^;  seine  Diago- 
nalen sind  selbst  Mittelsenkrechte  je 
zweier  Gegenseiten  und  schneiden  ein- 
ander im  einzigen  Mittelpunkte  des  Recht- 
ecks. Also  kann  jedes  Rechteck  einem 
Kreise  eingeschrieben,  oder  jedem  Recht- 
eck ein  Kreis  umgeschrieben  werden 
(siehe  Figur  69).  Die  Diagonalen 
des  Rechtecks  sind  Durchmesser,  ihr 
Schnittpunkt  ist  Kreismittelpunkt 
und  hat  gleichen  Abstand  von  den  vier 
Ecken. 

7)  Da  das  Quadrat  die  Eigen- 
schaften des  Rechtecks  mit  besitzt, 
so  kann  auch  bei  ihm  jede  Diagonale 
als  Durchmesser,  ihr  Schnittpunkt  als 
Kreismittelpunkt  angesehen  werden. 
Jedes  Quadrat  kann  einem  Kreise  ein- 
geschrieben werden,  oder  jedes  Quadrat 
besitzt  einen  Umkreis  (s.  Figur  70). 
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Preisgekrönt  in  Frankfart  a.  M.  1881, 

Der  ansfUhrliche  Prospekt  und  das  ansfOhrliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  ^^vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer*^  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  and  gat  brochiert,  am  den  sofortigen  and  dauem- 
den  Oebraach  za  gestatten. 

3).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigangen 
and  Erkl&rangen  am  Schiasse  desselben. 

8).  Aaf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  za  dem  Abonnementapreifle  von  2ÖPfg.  proHeft. 

6).  Die  Beihenfblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  knrz  angedenteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aua  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung  fUr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enth&lt  AUee,  was  sich  überhaapt  aaf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  and  Begeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aalgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  angelöster  analoger  Aaf- 
gaben  and  vielen  vortrefflichen  Figaren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Sohfiler  aUer  Schulen,  das 
beste  Hiandbuch  flbr  Lehrer  and  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
imn  SeUHTtstudium,  das  vortreflOichste  Nachschlagebuoh  fttr  Fachleate  and 
Techniker  jeder  Art 

8).  ADe  Bachhandlangen  nehmen  Bestellangen  entgegen. 


H^  Das  vollsttndige 

Inhalts  Ter  zeichni  8 

der  bis  Jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  dorch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Haibjlhrlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmok  von  0»rl  Ha^mmer  in  Stuttgart.  ><->  t 
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Ebene  Elementar-Geometrie 

(Planimetrie).  4.  Teil. 
Die  Lehre  Yom  Kreis. 

Fort«.  ▼.  Heft  1000.  —  Seite  81— 9G. 

Mit  12  Figurm. 


VdM&DSäg  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhingen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iitflM  ni  Estileklut  d»  banntiteB  SItxo,  Formeln,  Rogeln  ii  FrM«B  od  iitiorten 

erl&atert  dorch 

viele  Holzschnitte  &  lithograplL  Tafeln, 

am  allen  Zweigen 

der  Beeheakosly  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  q^liirieolien 

Trigonometrie,  lynthetiBchen  Geometrie  etc.)  n.  hSkeren  Mathematik  (höhere  AnalTiii, 

Diiferential-  o.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Baumes  etc.);  — 

aas  aUen  Zweigen  der  Physik,  Heehanik,  Gnmhoetatik,  Chemie,  Geodlale,  Nantik, 

■satheaat.  Geographie,  Astronomie;  des  Ufaschlnen-.  Straften-,  Eisenhahn«,  Wasser-, 

BrSeken-  u.  HoehlMui'si  der  Konstmktlonslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Pelar-  u. 

Parallel-PerspeetiTe,  Schattenkenstmktieiien  etc.  etc. 

fttr 

Scimier,  Studierende»  Kandidaten,  Lelirer»  Techniker  jeder  Art»  Hilit&rs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Stadium,  snr  Forthfilfla  bei  Schularbeiten  nnd  zur  rationeUen  V«rw«rtnng 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  Ton 

lir.  Adolph  lUeyer^ 

Ma€h«in»tiker,  Tereideter  kOnlgl.  preuii.  Feldmaiaer,  Toreideter  groflsh.  heiiiiohtr  OeomeUr  I.  KUaie 

in  Frankfurt  a.  H. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 

Ebene  Elementar-Geometrie  (Planimetrie). 

Vierter  Teil. 

Die  Lehre  vom  Kreis. 

Die  geometrischen  Oertcr  und  die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J.  Sachs« 

I  Forts.  V.  Heft  1000.  —  Seite  81—96."   Mit  12  Figuren. 

i  Inhalt: 

3  üeb«r  d«s  einem  Kreii  am-  oder  angeschriebene  Viereck  oder  das  Tangentenviereeit  —  üeber  das  einem 
^  Kreis  ein-  and  amgeachriebena  Viereck  oder  das  Kreisviereck.  —  Ueber  einen  Kreia  in  Verbindang  mit  einem 
^  Vieleck  im  allgemeinen.  —  Ueber  das  Sebnenvieleck  and  das  Tangenteavielieit. 

1  Stuttgart  1891. 
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PROSPEKT. 

DieMi  Werk,  welchem  kein  Umllohes  lar  Sdte  steht,  encheint  moiuitlich  in  8—4 
Heften  la  dem  bllliir^B  Pr^fle  toii  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wlehtig- 
iten  und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Oesamtgeblete  der  Mathematik ,  Physik, 
Hechanik,  math«  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  EisenbkhB-, 
Briden-  nnd  Hochbaues,  des  konstroktiTcn  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  iwar  in  TOlIstindlg 
g^Mer  FiHrm,  mit  Tielen  FIgnren,  ErldMmngen  nebst  Angabe  nnd  I^twlekelang  der 
bemtiten  Sitae,  Formeln,  Segeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  LOsnng 
jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grossere  Ansah!  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  Ihrer  Cfesamthelt  erginien  nnd  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbst&ndig^  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  dn  Anhang  von  nngelMien  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in.  analoger  Form,  wie  die  besfigHchen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
ttberlassen  bleiben,  und  sugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  ftür  den  Schulunterricht  benutet 
werden  können.  —  Die  L9snngmi  hieran  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  den 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTorfeleh- 
nls,  Berichtigungen  und  erUntemde  BrUimngen  fiber  das  betreffende  Kapitel  anr  Ausgabe. 
Das  Werk  behandelt  sun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwisaen- 
schaltlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehulen  I.  und  ü.  (hrd.,  gleleh« 
berechtigten  höheren  BUrgersehulen,  PrlTatschulen,  ClTnuiasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gymnaslen,  Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  BaugewerkschuleB, 
Bewerbesehulen,  Handelsschulen,  teehn.  Yorbereltnngsschulen  aller  Arten,  gewerblielie 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  ünlrersltftten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschnlen, 
MllltSrschnlen,  Yorbereltungs-Anstalten  aller  Arten  als  i.  B.  für  das  EisJXhrig-Frel- 
wllllge-  und  efflilers-Ezamen,  etc.   . 

Die  Schfller,  Studierenden  nnd  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese.  Schritt  llbr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung InunerwUirend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  aum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prfiftingen  lu  lösen  haben,  sugleich  aber  auch 
die  flberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Torgefflhrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriftlge  Stilfae  ffir  den  Schul- 
nnterricht  geboten  werden,  indem  lur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disiiplinen  —  lum  Auflösen  Ten  Anfgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
ttbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schfller  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toD- 
stftndige  Anleitung  in  die  Hftnde  gegeben  wird,  entsprechende  Anfgaben  lu  ISsen,  die  ge- 
habten Begeln,  Formeln,  Sitae  etc.  ansuwenden  und  praktisch  zu  Torwerten.  Lust,  Uebe 
und  Yentftndnls  fta  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  nnd  Fachgenossen  aller  Art,  MUltftrs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AufMsebung  der  erworbenen  und  lielleicht  Yergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bemfo- 
zweigen  rorkonunenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Yerleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschongen  geben« 
Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  Ton  der  Bedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Bedaktion  betreifen,  nimmt  der  YerCuser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M*  Fischwfddstrasse  16|  entgegen  und  wird  deren  Erledigunc 
thunliehst  beraeksichtigt 

Stattgart.  Die  Terlagsbandluiig. 
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Frage  79.  Welche  Winkeleigenschaf- 
ten hat  das  Vierseit  der  Halbierungs- 
linien der  Innen-  oder  Aussen- 
winkel  eines  beliebigen  Vierecks? 

Figur  71. 


Antwort.  Zieht  man  bei  einem  be- 
liebigen Viereck  (siehe  Figur  71)  die 
Halbierungslinien  der  Innen- 
winkel, so  entstehen  über  jeder  Seite 
Dreiecke  mit  je  der  Hälfte  der  Vierecks- 
winkel als  Grundseitenwinkel.  Die  Win- 
kel an  der  Spitze  dieser  Dreiecke  bezw. 
deren  Scheitelwinkel  sind  aber  die  Winkel 
des  zu  betrachtenden  Vierecks  EFGH 
und  haben  daher  die  Grössen: 


<^J5;=  1800 
<^  (?  =:  1800 


-^Fzrz  1800. 
<^^=  1800- 


2  '  ^ 2 

Man  erkennt  also  ohne  weiteres,  dass: 


=  8600- 


=  3600- 


3600 


2 

=  1800. 


Erkl.  17«.  In  Figur  71  ist  jeder  Winkel 
des  Vierecks  EFGH  der  Innenwinkelhalbieren- 
den das  Supplement  zu  einem  der  Winkel  des 
Vierecks  PQRS  der  Aussenwinkelbalbierenden. 
Jedoch  kann  es  sich  je  nach  der  Lage  des  ge- 
gebenen Vierecks  auch  treffen,  dass  die  Winkel 
an  der  Spitze  der  Dreiecke  über  seinen  Seiten 
ni^bt  Innenwüikel  bezw.  Scheitelwinkel,  sondern 
Nebenwinkel  des  Vierecks  der  Innenwinkel- 
halbierenden werden.  Dann  haben  die  beiden  ent- 
stehenden Sehnenvierecke  die  gleichen  Winkel. 

Erkl.  177.  Entsprechend  der  Thatsache,  dass 
das  Viere<^  der  Winkelhalbierenden  ein  Sehnen- 
viereck  ist,  wird  auch  bei  den  „besondem  Vier- 
ecken*"  dieses  Viereck  stets  nur  zu  einem  solchen, 
welches  als  Sehnenviereck  möglich  ist  nach 
voriger  Antwort  78.  Es  entsteht  nie  ein  all- 
gemeines Deltoid,  Parallelogramm  oder  Rechteck, 
sondern  —  nach  den  Aufgaben  im  III.  Teile:  216 
imd  217  fftrs  Trapez,  238  fttrs  Antiparallelo- 
gramm  und  Deltoid  —  entsteht  als  Viereck  der 
Winkelhalbierenden  immer  entweder  ein  Anti- 
parallelogramm  oder  ein  Deltoid  mit  rechten 
Gegenwinkeln,  oder  ein  Bbombus  bezw.  Quadrat. 

Erkl.  178.  Der  Mittelpunkt  des  Vierecks 
der  Innenwinkelhalbierenden  und  der  Aussen- 
winkelbalbierenden ist  im  allgemeinen  ein  ver- 
schiedener. Jedoch  kann  derselbe  bei  besondem 
Fällen  der  Symmetrie  in  den  gleichen  Punkt 
lallen,  so  beim  Parallelogramm  (s.  Figur  287 
des  ni.  Teils),  beim  Bechteck  (siehe  Figur  304 
ebenda)  und  beim  Bbombus  und  Quadrat  selbst, 
indem  wegen  der  zentrischen  Symmetrie  dieser 
Figuren  gemeinschafUicher  Mittelpunkt  der  Ge- 
samtfigur  entsteht. 

Sachs,  Ebene  Elementar- Geometrie.  IV. 


Zieht  man  in  einem  beliebigen  Viereck 
die  Halbierungslinien  der  Aussen- 
winkel,  so  entsteht  wieder  über  jeder 
Dreiecksseite  als  Grundseite  ein  Dreieck 
mit  den  Winkeln  gleich  der  Häljfte  des 
Supplementwinkels,  also  gleich  dem 
Komplementwinkel  des  halben  Innen- 
winkels: 


900- 


■J,  900-|-,  900-|-,  900-^. 


Die  Winkel  an  der  Spitze  dieser 
Dreiecke  sind  aber  die  Innenwinkel  des 
zu  betrachtenden  Vierecks  PQBS,  und 
haben  daher  die  Grössen: 

^P=  1800-[(90O-|-)  +  (^900-|-)] 


=  1800- 

1800  + 

-  +  ^ 

_  «  +  /» 
~"      2     • 

und  ebenso: 

-*Ä  = 

3     ' 

^s='+r 

Daher  ist  wieder 

* 

^P+^R= 

_  «+/»  + 

>•+'  -  IW. 

Man  kann  daher  die  Aussage  machen: 

Satz  26.  Sowohl  die  Halbie- 
rungslinien der  Innenwinkel 
als  auch  die  Halbierungslinien 

6 
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der  Aussenwinkel  jedes  be- 
liebigen Vierecks  bilden  ein 
Sehnenviereck. 


Frage  80.    Wieviele  Stücke  sind 
erforderlich  zur  Konstruktion  bezw. 

zur  Kongruenz  von  Sehnenvier-  Antwort.  Da  im  Sehnenviereck 
ecken?  ^^  Summe  je  zweier  gegenüberliegenden 

Winkel  eine  unveränderliche  ist,  so  be- 

Erkl.  179.  Für  die  KonBtruktion  eines  aU-  »i^z^  dasselbe  nicht  mehr  drei  unab- 
gemehien  Vierecks  waren  (in  der  Antwort  der  hängige  Winkel,  wie  das  gewShnhcbe 
Frage  197  des  m.  Teiles)  sechs  verschiedene  Viereck,  sondern  nur  noch  zwei  un- 
FäUe  unterschieden  worden.  Ans  denselben  er-  abhängige,  nämlich  benachbarte 
Äd^ ÄÄ^^^^^^  Winkef  ^Es  fällt  daher  von  den  ffinl 

Sehnenvierecks  folgende  vier  Fälle,  nämlich  mit  unabhängigen  Bestunmungsstücken  des 
gegebenen  Stücken:  allgemeinen    Vierecks    eine   Winkel- 

1)  vier  Seiten,  grosse  fort,  und  es  bleiben  für  ein 

2)  drei  Seiten  und  ein  (also  zwei)  Sehnenviereck  noch  vier  will- 
^*^^®^»  kürliche  Bestimmungsstücke  au^ 

8)  Bwei  anliegende  Seiten  und  zwei  zuzählen  aus  den  vier  Seiten  und  zwei 
(also  aUe  vier)  Winkel,  benachbarten  Winkeln. 

4>  zwei   irefirenüberlie&rende  Seiten        tt       i    i  ^  ji  •    ^    i. 

und  zwei  (al8o\Ue  vier)  wfnkel.  .  Umgekehrt   werden  zwei  Sehnen- 

Es  faUen  nämUch  von  den  seche  allgemeinen  Vierecke  kongruent  sein,  wenn  si. 
FftUen  der  zweite  und  vierte  mit  dem  dritten  überemstimnien  in  einer  solchen  Anzahl 
in  einen  einzigen  zusammen,  da  Btet«  zwei  von  Bestunmungsstücken,  aus  welchen 
Gegenwinkel  bekannt  sem  mtaen,  also  stets  j^^  gj^  einziges  Sehnenviereck  kon- 
einer  der  irefirebenen  Winkel  diese  anbekannte,     ^     •     .  -i  °    i  i 

d^anderelweibekannteSeitenznSchenkelnhat  struiert  werden  kann ,  also  wenn  si. 
Ueber  die  Ansffthrnng  der  Konstruktion  von  Übereinstimmen  in  Vier  Stücken  aus  den 
Sehnenvierecken  sehe  man  in  der  Aufgaben-  vier  Seiten  lind  zwei  benachbarten 
sammlnng   am  Ende   dieses  Teiles.     Daselbst  W^inkeln 

findet  man  auch  solche  Aufgaben,  bei  welchen  tt,.^.  '  a^^  "D««4.:«,w»««o««+«r»i,^«  i,«nn 
der  Eadius  des  Umkreises  ds  gegebene  Grösse  Unter  den  B^ümmun^stücken  kann 
auftritt  an  Stelle  eines  Winkels  oder  einer  Seitt 

auch  die  Länge  des  Radius  einti-eten. 


b)  Ueber  das  einem  Kreis  um-  oder  angeschriebene  Viereck 
oder  das  Tangentenvierseit. 

Frage  81.  Was  ist  ein  Tangenten-        ^  _.    _  .        , 

Viereck?  Antwort.  EmTangentenviereck 

oder  ein  einem  Kreise  um-  oder  an- 

Erkl.  180.  Ebenso  wie  es  eine  besondere  geschriebenes  Viereck  ist  ein  Vier- 
Eigenschaft  von  drei  Punkten  oder  drei  eck,  dessen  Vier  Seiteiuinien  einen  Kreis 
Geraden  ist,  wenn  sie  auf  derselben  Ge-  berühren,  oder  erzeugende  Geraden 
raden  liegen  bezw.  durch  denselben  Punkt  derselben   Kreisünie    sind.      Der  Krei> 

gehen,  ebenso  ist  es  eine  besondere  Eigenschaft  i,  .„  .    ^.    ^ ^«^i.«i^K^„^^  ir-^i«  r^A^r 

von  vier  Punkten  oder  vier  Geraden,  ^eisst  eingeschriebener  Kreis  oder 
wenn  sie  auf  derselben  Kreislinie  liegen  bezw.  Inkreis  des  Vierecks,  bezw.  an- 
dieselbe  Kreislinie  berühren.  geschriebener  Kreis  oder  Ankreis 

Da  beim  Tangentenviereck  eine  Eigenschaft  ^^^  Vierecks.  Es  ist  also  jede  Seiten- 
Lr^'k^ell^lere^^  ünie  des  Vierecks  eine  Tangente  des 

vi  er  seit,  statt  Tangentenviereck.  Kreises,  jeder  Winkel  des  Vierecks 

ein  Tangentenwinkel  oder  dessen 
Nebenwinkel. 
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Frage  82.  Welche  Eigenschaften 
des  Tangentenvierecks  folgen  daraus, 
dass  seine  Winkel  Tangentenwinkel 
sind? 

Figur  72. 


Erkl.  181.  Wie  aus  Figur  72  zu  erkennen 
ist,  kann  ein  Tangentenviereck  aligemein  kein 
überschlagenes  werden,  wohl  aber  ein  ein- 
springendes, während  ein  Sehnenviereck  wohl 
ein  flberschlagenes,  aber  nie  ein  einspringendes 
werden  konnte.  Bei  dem  in  Figur  72 II  und  III 
diu'gestellten  Tangentenviereck  mit  aus-  oder 
einspringendem  Winkel  C  wird  der  Kreis  ein 
angeschriebenerim  Scheitel  winkelraum  dieses 
aus-  oder  einspringenden  Winkels.  Dabei  ist 
Viereckswinkel  A  selbst  Tangenten winkel,  die 
Viereckswinkel  B  und  D  sind  Nebenwinkel  der 
Tangentenwinkel  Cj^^und  CDH.  Der  bei  III 
fiberstumpfe  Viereckswinkel  C  selbst  ist  im 
Scheitelwinkelraum  des  hohlen  Tangentenwinkels 
BCD,  er  bildet  dessen  Ergänzung  zu  360o. 
Bei  dem  in  Figur  721 V  dargestellten  Tangenten- 
viereck dagegen,  welches  ebenfalls  einen  ein- 
springenden Winkel  C  hat,  ist  der  Kreis  als 
eingeschriebener  anzusehen,  da  er  die  Schenkel 


Antwort.  Da  je  einer  der  vier 
Winkel,  welche  jedes  Seitenpaar  des 
Tangentenvierecks  bildet,  ein  Tangenten- 
winkel ist,  so  gewinnt  man  folgende 
Vorstellungen  (siehe  Figur  721  bis  IV): 

1)  Durch  die  Kadien  nach  den  Be- 
rührungspunkten J?,  F,  G,  Häer  Vierecks- 
seiten entstehen  vier  Deltoide  mit  gemein- 
samer Spitze  M  im  Kreismittelpunkte 
und  mit  je  zwei  gleichgrossen  Seiten 
am  Mittelpunkte  und  zwei  gleich- 
grossen Seiten  am  Tangenschnitt- 
punkte, und  mit  je  zwei  von  zwei  un-' 
gleichen  Seiten  eingeschlossenen  rechten 
Winkeln. 

2)  In  diesen  Deltoiden  haben  die 
Grössen  der  Tangentenwinkel  die 
umgekehrte  Grössenfolge  wie  die 
Grössen  der  Mittelpunktswinkel,  ihrer 
Kreisbogen,  Kreisausschnitte,  aber  die 
entgegengesetzte,  wie  die  Grössen- 
folge der  Abstandsstrecken  ihrer 
Scheitelpunkte   vom   Kreismittelpunkte. 

3)  Durch  die  Abstandsstrecken  selbst 
wird  jedes  Deltoid  zerlegt  in  zwei  kon- 
gruente rechtwinklige  Dreiecke,  welche 
diese  Verbindungsstrecke  als  gemeinsame 
Hypotenuse  haben,  nämlich  als  Diagonale 
und  Winkelhalbierende  des  Deltoids. 
Beim  Tangentenviereck  selbst  entstehen 
durch  diese  Verbindungsstrecken  vier 
Dreiecke  über  je  einer  Vierecksseite  als 
Grundseite  und  mit  gemeinschaftlicher 
Spitze  im  Kreismittelpunkte,  von  denen 
je  zwei  einen  gleichgrossen  benachbarten 
Winkel  besitzen  gleich  einem  halben 
Viereckswinkel. 

4)  Während  beim  umgeschriebenen 
Viereck  der  Kreis  und  alle  Teilflguren 
ins  Innere  des  Vierecks  fallen,  so  liegt 
beim  angeschriebenen  Viereck  der  Kreis 
ausserhalb,  und  ebenso  zwei  der  Deltoide 
und  vier  der  rechtwinkligen  Dreiecke. 
Einer  der  Viereckswinkel  kann  ein  ein- 
springender  werden. 
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aller  Innen  winke]  berührt.  Es  sind  dieVierecks- 
winkel  A,  B,  C  unmittelbar  Tangentenwinkel; 
beim  Scheitel  des  überstnmpfen  Winkels  D  ist 
<^6?Dfr=«^^2)C=3600  =  <^Z);  der  Kreis 
berührt  die  Schenkel  AD  und  CD  in  ihren 
Verlängerungen. 

In  den  beiden  ursprünglichen  Fällen  aber, 
nämlich  Fig.  721  und  II,  berührt  der  Kreis  die 
yier  (Geraden  entweder  alle  vier  auf  der  Seiten- 
strecke selbst,  oder  alle  vier  auf  deren  Ver- 
längerung. Die  Innenwinkel  sind  bei  I  sämtlich 
Tangentenwinkel,  bei  II  nur  Winkel  A  selbst, 
während  an  den  Ecken  Bj  C,  D  die  Aussen- 
winkel  bezw.  Scheitelwinkel  zu  Tangenten- 
winkeln werden. 


Erkl.  182.  In  den  vier  Fällen  der  Figur  72 
sind  die  Deltoide: 

1)  AEME  mit  Seiten  AE  =z  AH,  ME  =  MH=  Eadius,  <^J5?  =  <^ir=90o 

2)  BF  ME  mit  Seiten  BF=  BE,  MF  =  ME  =  Radius,  ^^=^^=900; 

3)  CGMF  mit  Seiten  CG  =  CF,  MG  =  AF=  Radius,  <^  6?  =  <^  F=  900; 

4)  DHMG  mit  Seiten  DH  =  DG,  ME  —  MG  ^  Radius,  ^  IT  ==  <^  (?  =  900. 
Und  in  den  Dreiecken  sind  die  Winkel: 

MAE=i  MAH=  -|-  in  allen  vier  Fällen;  dagegen: 

B  (If  IV)  180  -^  B  B  (H,  III) 

MBF  =  MUE,  entweder  =  —  oder   =  ^\    ^  =90  —  4-  5 

V  (I,  IV)  360  —  V  y  (III,  IV) 

MCG  =  MCF,  entweder  =  -^  oder   =  ^\    ^  =  180  -  ^  ; 

<r  (I,  IV)  180  —  (T  J  (H,  IV) 

MDB  =  MDG,  entweder  =  -^  oder  =  — -ö— ^  =  90  —  -^ 

£rkl.  188.  Beim  umgeschriebenen  Vier- 
eck mit  nur  hohlen  Winkeln  ist  jeder  Berührungs- 
punkt des  Kreises  ein  innerer  Teilpunkt 
der  Vierecksseite,  der  Kreis  berührt  die  Seite 
selbst;  beim  angeschriebenen  Viereck  mit 
nur  hohlen  Winkeln  ist  jeder  Berührungs- 
punkt des  Kreises  ein  äusserer  Teilpunkt  der 
Vierecksseite,  der  Kreis  berührt  alle  vier 
Seiten  nur  auf  deren  Verlängerungen ;  dagegen 
beim  angeschriebenen  und  beim  umge- 
schriebenen mit  einem  einspringenden 
Winkel  sind  die  Berührungspunkte  auf  zwei 
Seiten  innere  Teilpunkte,  auf  den  beiden 
andern  aber  äussere  Teilpunkte;  die  ersteren 
beiden  Seiten  werden  auf  ihrer  Strecke  selbst 
berührt,  die  beiden  andern  auf  ihrer  Ver- 
längerung. Der  üebergang  zwischen  beiden 
Fällen  wird  gebildet  durch  den  gestreckten 
Mittelpunktswmkel,  bei  welchem  zwei  Tangenten 
parallel  sind.  Konvergieren  diese  dann  weiter 
nach  verschiedener  oder  nach  derselben 
Seite,  als  wie  die  andern  beiden  Seiten,  so  ent- 
steht das  einfache  Viereck  oder  das  mit  ein- 
springendem Winkel,  d.  b.  das  um-  oder  an- 
geschriebene Vierseit. 
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Frage  83.  Welche  Folgerungen  er- 
geben' sich  aus  dem  vorigen  für  die 
Abstandsstrecken  der  Eckpunkte 
des  Tangentenvierecks  vom  Kreismittel- 
punkte? 

Erkl.  184«  Bei  allen  vier  Arten  des  Tan- 
gentenyierecks  erhält  man  die  Bestätigung 
der  Innenwinkelsmnme  des  Vierecks  nach  den 
Sätzen  18.  Addiert  man  nämlich  (s.  Figur  721) 
die  vier  Gleichungen  von  der  Form: 
HAE=  1800—  HME, 
so  erhält  man: 

DÄB  +  ABC  +  BCD  +  CDÄ 
=  4'1S00—(HME+EMF  +  FMG  +  GMH) 
=  4. 1800  —  3600  =  2. 1800  =  360o. 
Und  in  Figur  7211  und  lU  ist: 
DÄB=  160ß  —  HME, 
femer  wegen  gleichgerichtet  senkrechter  Winkel- 
schenkel ABC  =L  EMF  und  ADC  =  BMG, 
und  endlich   ist   der  hohle   (stumpfe)  Winkel 
BCD  =  180fi--FMG,  also  bei  III  der  ein- 
springende Innenwinkel: 
C  =  8600  _-  BCD  =  3600  _  (isoo  —  EMG) 
=  1SO0  + EMG. 
Durch  Addition  entsteht  also  im  Falle  II: 
<^A+<^B  +  <^C  +  ^D 
=  ISO^-EME+EIIF-^HMG-JrlSOQ-FMG 
=  860  —  (EMF  +  EMG  +  GME) 

+  (EMG-\-GMF)+(HMF+FMG)-FMG 
=  ^ßO'-(HMF+2'FMG  +  GME) 
'\'(EMG  +  2'GMF+HMF)  =  3600; 
und  im  Falle  III  wird: 
^A  +  <^B  +  <>cC  +  <^D 
=  1800  -  HME'{-  EMF-^-HMG^  l^Qft-^-FMG 
=  3600—  HME'\'{EMF'\-FMG^GME) 
=  3600  —  HME  +  HME  =  3600. 
Endlich  wird  hei  IV: 
<i C  =  8600  ^FCG=z  3600  —  (180  —  FMG) 

=  1800  +  F3f<?, 
also: 

^A  +  <^B  +  ^C  +  ^D 
=  1800  ~BME+ 1800  —  EMF  + 1 800 

+  FMG  +  1800  —  GMH 
=  4. 1800  —  HME  —  (EMG  +  G  MF) 

+  FMG  —  (GMF+FMH) 
=  4 .  1800  —  (HME  +  EMG  +  G  MF 

—  GMF+GMF+  FMH) 
=  4.1800  —  8600  =  3600. 


Antwort.  Da  die  Abstandsstrecken 
MA,  MB,  MC,  MD  beim  umgeschrie- 
benen Viereck  in  Figur  721  Winkel- 
halbierende der  vier  Innenwinkel 
des  Vierecks  sind,  so  folgt,  dass  die 
vier  Winkelhalbierenden  der 
Innenwinkel  eines  umgeschriebenen 
Tangentenvierecks  durch  denselben 
Punkt  gehen,  nämlich  durch  den  Kreis- 
mittelpurJtt ,  welcher  selbst  gleichen 
Abstand  hat  von  den  vier  Seiten  des 
Vierecks. 

Beim  angeschriebenen  Tangenten- 
viereck in  Figur  7211  ist  MÄ  Winkel- 
halbierende des  Innenwinkels, 
MC  ist  Winkelhalbierende  des  hohlen 
(stumpfen)  Winkels  BCD,  also  auch  in 
ihrer  Verlängerung  Winkelhalbierende 
des  überstumpfen  Winkels  bei  C,  nämlich 
des  einspringenden  Innenwinkels 
BCD.  Ferner  sind  MB  und  MD 
Winkelhalbierende  der  Winkel  FBE 
und  GDH,  also  Winkelhalbierende  der 
Nebenwinkel  der  Viereckswinkel  ABC 
und  CDA  oder  der  Aussenwinkel  5 
und  D  des  Vierecks.  Daher  gehen  beim 
angeschriebenen  Tangentenviereck 
die  Winkelhalbierenden  des  überstumpfen 
Winkels  und  seines  Gegenwinkels  durch 
denselben  Punkt  wie  die  Winkel- 
halbierenden der  Aussenwinkel  an  den 
andern  beiden  Gegenecken,  nämlich  durch 
den  Kreismittelpunkt,  welcher  selbst 
gleichen  Abstand  hat  von  den  vier 
Seiten  des  Vierecks. 

Und  umgekehrt  kann  also  ein  Viereck 
einem  Kreise  umgeschrieben  werden 
bezw.  kann  einem  Viereck  ein  Kreis 
eingeschrieben  werden,  wenn  seine 
vier  Winkelhalbierenden  durch  den- 
selben  Punkt  gehen,  und  es  kann 
ein  Viereck  einem  Kreis  angeschrieben 
werden  oder  dem  Viereck  ein  Kreis 
angeschrieben  werden,  wenn  die  Hal- 
bierungslinie zweier  Gegenwinkel  und 
der  andern  beiden  Aussenwinkel  durch 
denselben  Punkt  gehen. 
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Erkl.  185.  Die  vier  Abstände  sind  nur  im 
umgeschriebenen  Viereck  unmittelbar  vergleich- 
bar, nämlich  in  Figur  721  ist: 

folglich: 

Jtf^  >  3f  J9  >  i¥  ^  >  3f  C ; 
dagegen  in  Figur  72 II  und  III  ist  einzeln 
^A<C'^C,  folglich  MA:>MC\  aber^Z><<^5, 
folglich  MD<CMB,  da  im  letzteren  Falle  die 
Aussenwinkel  halbiert  sind.  Um  also  unmittel- 
bare Folge  zu  erhalten,  müsste  man  schreiben 
für  II: 

<^^<180  — i?<180  — J9<C, 
folglich : 

MA> MB^  MDy>  MC ] 
und  für  III: 

^A  <  8600—  C<  180  ^B<CIS0  —  D 
folglich: 

MA>  MC:>  MB'p>  MD-, 
für  IV: 

<^B<^<Z)<360  — C, 
folglich: 

MB^MA^  MD >  MC. 


Pi*age  84.  Welche  Eigenschaften 
des  Tangentenvierecks  ergeben  sich 
daraus,  dass  seine  Seiten  Tangenten 
sind? 

Figur  73, 

C 


Erkl.  186«  Man  kann  den  Uebergang  vom 
umgeschriebenen  Viereck  zum  umge- 
schriebenen Dreieck  dadurch  bewerk- 
stelligen, dass  man  in  Figur  73  etwa  die  Linie 
CD  im  positiven  ümlaufssinne  soviel  weiter- 
dreht, bis  Punkt  D  in  den  Berührungspunkt 
der  Seite  AD  fällt,  dann  wird 2>C  Verlängerung 
von  ^D,  die  gebrochene  Linie  ADC  eine  Ge- 
rade, und  das  Viereck  AB  CD  wird  zum  Drei- 
eck ABC,  Dann  werden  die  beiden  Stücke 
f,  =  0,  <8  =  CD  =  c  und  <i  =  AD  =  d.  Aus 
den  nebenstehenden  Ergebnissen  entsteht  also 
a  -|-  ^g  z=  6  +  i,  =  «.  Dies  stimmt  vollständig 
überein  mit  den  Ergebnissen  der  Antwort  der 
Frage  66,  indem  dort  a  =  /i  4-  ^-,  h  =  t^-^- 1^, 
also  a  +  #8  =  ^,  -j-  f,  -j-  /g  =  6  -f-  <i  =  5  smd. 
Als  Gegenseite  tritt  also  einer  der  nicht  an- 
liegenden Abschnitte  der  beiden  andern  Dreiecks- 


Antwort.  Da  nach  Satz  13  die 
Tangentenabschnitte  von  einem  Punkte 
nach  einem  Kreise  gleichlang  sind,  so 
gehen  von  jedem  Eckpunkte  zwd  gleich- 
lange Strecken  aus,  und  jede  Seite 
besteht  aus  zwei  solchen  Abschnitten. 
Benennt  man  daher  mit  t^,  t^y  ^3,  t^  diese 
von  den  Eckpunkten  Ä,  B,  C,  D  aus- 
gehenden Tangentenabsdinitte,  so  erhält 
man: 

1)  in  Figur  73  beim  umgeschrie- 
benen Viereck: 

AB  =  a=zt^  +  t^,    BC  =  h=ii^  +  ti, 
CD=i  c  z=z  ^8  +  ^4»    DAz=i  d  =  t^  +  ty 

Es  entsteht  also  durch  Addition  je 
zweimal  dieselbe  Summe,  nämlich: 

a  +  c=:t^  +  t^  +  t,  +  t^  =  h  +  d; 

und  da: 

SO  ist: 

,4./    .   ,  4.,   -   a  +  h  +  c  +  d 

also: 

a  +  c  =:  b-^d  = 
und  auch: 

d—  c  =  t^  4-  fj  —  ^3  —  ^^  =  <j  —  ^3  =  a  —  >. 


_   a  +  h  +  c  +  d 
2  *' 
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Seiten  auf.    Und  ebenso  wird  a  —  ^i  =  ^9  nnd 
h  —  t^  =  /„  da  ja  (2  =  /,  und  e  =  t^  geworden. 

Erkl.  187«  Der  üebergang  vom  angeschrie- 
benen Viereck  zum  angeschriebenen  Dreieck  wird 
ebenfalls  bewerkstelligt,  indem  man  in  Fiffur  74 
etwa  die  Linie  CB  im  negativen  TJmlaufisinne 
soviel  weiterdreht,  bis  der  Schnittpunkt  B  in 
den  Bertthmngspunkt  auf  B^  gefallen  ist;  dann 
wird  ^,  =  0,  CB  fällt  auf  AB,  das  Viereck 
A  B  CD  wird  zum  Dreick  A  CD,  es  wird  BCz=zt^, 
BA  =  t^.  Aus  den  nebenstehenden  Ergebnissen 
entsteht  also: 
u  =  AC+CD'\-DA 
=  (tr  +  t,)  +  {t,''h)  +  {U-t,)  =z  2.^,, 

also  ^4  =  8.    Es  wird  im  Nebenstehenden: 

a  =  <„  5  =  ^g,  c  =  <4  —  ^3,  rf  =  <4  —  ^i; 
als  Dreiecksseite  treten  also  nicht  die  Stücke 
A  Cf  CD,  DA  auf,  sondern  es  wäre  immer  noch 
a  =  AB,  h  =  BC,  c  =  CD,  d  =  DA  anzu- 
sehen, wie  dies  beim  Viereck  gewesen;  so  dass 
als  Gegenseite  zu  CD  der  Abschnitt  ^£  =  fj, 
zu  DA  der  Abschnitt  t^  =  BC  zn  gelten  hätte. 


2)  Beim  angeschriebenen  Viereck 
in  Figur  74  erhält  man: 

AB=  a  =  ti-'t^,    BC=b  =  ti'-t^, 
CD=  c  =it^  —  ts,    ^^  =d=zt^  —  ti. 

Hier  wird: 

a  +  h  +  c  +  dz=t,  —  ti  —  t^  —  t^  +  ts--t^ 

also: 

_     gJ^b  +  C+d    ^ 

u—h—  2  ' 

femer: 

5  +  C   =   <3-/,  +  f4-^3  =  /4-*,  =  -J; 

und  auch: 

a  —  &  =  fi  —  /,  —  ^8  +  fj  =  ^1  —  «8, 

c  —  d  =  ^4  —  fj  —  '4  +  ^  =  ^  —  's  =  öt  —  6; 

c  —  a  =  '4  —  's  —  '1  + '«» 

d  —  6  =  ^^  ■—  ^,  —  ^g  -j-  /,  =  c  —  a. 

Aehnlich  werden  die  Fälle  DI  und  IV 
der  Figur  72  behandelt,  nämlich  m 
wie  n  und  IV  wie  I. 


Figur  74. 


Frage  85.  Welche  Aussagen  über 
um-  und  angeschriebene  Vierecke  ergeben 
sich  aus  den  Antworten  der  beiden  vorigen 
Fragen? 

Erkl.  188.  Man  beachte,  dass  die  Sätze  27 
die  dualiBtische  Uebertragun^  der  Sätze  26  büden. 
Dort  waren  beim  Sehnenviereck  die  Summen 
gegenüberliegender  Winkel  gleich,  nämlich 
gleich  1800  o^er  die  Hälfte  der  Winkelsumme, 
hier  sind  beim  Tangentenvierseit  die  Summen 
gegenüberliegender    Seiten    gleich,    nämlich 


Antwort.  Auf  Grund  der  Ergebnisse 
der  beiden  vorigen  Antworten  kann  man 
die  Aussagen  machen: 

Satz  27.  In  jedem  einem  Ereis 
umgeschriebenen  Viereck  (siehe 
Figur  721  und  IV)  gehen  die  Hal- 
bierungslinien der  vier  Innenwinkel 
durch  einen  Punkt  —  und  ist  die 
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gleich  der  Hälfte  der  Seitensumme  oder  dem 
halben  Umfange. 

Erkl«  189.  Von  den  in  Antwort  der  Frage  84 
abgeleiteten  nnd  nebenstehend  als  Lehrsatz 
formulierten  Beziehungen  zwischen  den  Seiten- 
streckeu  ist  jeweils  nur  eine  einzelne  unabhängig, 
die  andern  die  Folge  der  ersten.  Denn  wenn 
man  eine  Gleichung  hat  von  der  Form: 

a  +  c  =z  b  +  dj 
80  erfolgt  durch  Umstellung  von  Gliedern  von 
der  einen  Seite  nach   der  andern  von  selbst, 
dass  dann  auch: 

sowie  dass  auch: 

a  +  d  =:h-\-c  ist. 

Erkl.  190.  Die  in  den  Sätzen  27  b  und  27  c 
ausgesprochene  Umkehrung  der  in  den  Ant- 
worten 83  und  84  gewonnenen  und  in  den 
Sätzen  27  und  27  a  formulierten  Ergebnisse 
lässt  sich,  wie  folgt,  beweisen: 

1)  Gehen  die  vier  Winkelhalbierenden  eines 
Vierseits  durch  denselben  Punkt,  so  hat  dieser 
Punkt  denselben  Abstand  von  je  zweien  der 
Seitenlinien  des  Vierseits,  also  haben  alle  vier 
Seiten  denselben  Abstand  von  diesem  Punkte, 
und  es  gibt  einen  Kreis  um  diesen  Punkt  mit 
einem  dieser  Abstände  als  Radius,  der  alle 
vier  Seitenlinien  des  Vierseits  berührt. 

2)  Ist  im  Viereck  AB  CD  die  Seitensumme 
a  +  c  =  6  +  ^  (siehe  Figur  75),  so  kann  man 
jedenfalls  an  die  Seiten  a,  h,  c  einen  berühren- 
den Kreis  legen  im  Innenwinkelraum  ß  und  y. 
Wird  sodann  die  Linie  AD  selbst  Tangente  an 
diesen  Kreis,  so  wäre  die  Behauptung  erfüllt. 
Angenommen  aber,  der  Kreis  berührte  nicht 
die  Linie  d,  sondern  eine  von  A  an  denselben 
gezogene  Tangente  träfe  die  Seite  c  in  D*  oder 
D"  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Ecke  D  selbst, 
so  müsste  nach  Satz  27: 


bezw. 


a  +  CD'  =z  b  +  D'A 
a+CD''z=zb  +  D''A. 
Es  ist  aber  nach  Voraussetzung: 
a-^-c  =  b  +  d, 
also  müsste  durch  Subtraktion  entstehen: 
c-^CD*  =  d-'AD'  oder  DD' =  AD  — AD' 
bezw. : 

CD"  — c  =  ^D"~(i  oder  DD"  =:>1D"--^D. 
Da  aber  in  jedem  Dreieck  eine  Seite  kleiner 
sein  muss,  als  die  Differenz  der  beiden  andern, 
so  ist  dies  beides  u um ($ glich,  also  muss  der 
Kreis  an  die  drei  Geraden  a,  h,  c,  audi  die  Ge- 
rade d  berühren,  d.  h.  alle  vier  Geraden  a,  b,  c,  d 
berühren  einen  Kreis. 

Erkl.  191.    Aus  den  Figuren  72  bis  75  ist 
auch  zu  erkennen,  dass  jede  der  beiden  Gruppen 
von  Eigenschaften  der  Sätze  27  aus  der  andern 
abgeleitet  werden  kann.    Dass  z.  B. : 
a -{- c  =z  b -j- d 


Summe  je  zweier  Gegenseiten 
dieselbe,  nämlich  gleich  dem  halben 
Umfange  -—  und  ist  die  Differenz 
je  zweier  in  Gegenecken  aneinander- 
stossenden  Seitenpaare  dieselbe. 

Satz  27a.  In  jedem  einem  Kreise 
angeschriebenen  Viereck  (siehe 
Figur  72 II  und  IE)  gehen  die  Hal- 
bierungslinien zweier  Gegenwinkel 
durch  denselben  Punkt  wie  die  Hal- 
bierungslinien der  andern  Aussen- 
winkel  —  und  ist  die  Summe  der 
an  je  zwei  Gegenecken  anstossenden 
Seitenpaare  dieselbe,  nämlich  gleich 
dem  halben  Umfange  —  und  ist 
die  Differenz  je  zweier  Gegen- 
seiten oder  der  zwei  am  grössten 
Winkel  und  seiner  Gegenecke  an- 
stossenden Seitenpaare  dieselbe. 
Und  umgekehrt: 

Satz  27  b.  Ein  Viereck  kann  einem 
Kreise  umgeschrieben  werden,  oder 
einem  Viereck  kann  ein  Kreis  ein- 
geschrieben werden,  wenn  die  Hal- 
bierungslinien der  vier  Innenwinkel 
durch  einen  Punkt  gehen  —  oder 
wenn  die  Summe  je  zweier  Gegen- 
seiten dieselbe  ist. 

Satz  27  c.  Ein  Viereck  kann  einem 
Kreise  angeschrieben  werden,  oder 
einem  Viereck  kann  ein  Kreis  an- 
geschrieben werden,  wenn  die 
Halbierungslinien  zweier  Gegenwinkel 
durch  denselben  Punkt  gehen  wie 
die  Halbierungslinie  der  beiden  an- 
dern Aussenwinkel  —  oder  wenn  die 
Differenz  je  zweier  Gegenseiten 
dieselbe  ist. 

Figur  75. 
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sein  mnss,  wenn  die  vier  Winkelhalbierenden 
doTch  einen  Pnnkt  gehen,  lässt  sich  ans  den 
gleichen  anstossenden  Selten  der  Deltoide  mit 
den  Yiereckswinkeln  erschliessen.  Jede  der 
Gegenseiten  enthält  zwei  Terschiedene  Paare 
dieser  Tier  gleichen  StreckengrOssen,  so  dass 
anf  je  zwei  Gegenseiten  zusammen  jede  der 
vier  Grössen  einmal  auftritt. 

Dass  umgekehrt  ME  =  MF  =z  MG  =z  MH 
sein  mnss,  wenn  a--\-e  =  b-\-d  ist,  kann  fo)- 
gendermassen  bewiesen  werden: 

Man  sucht  denjenigen  Punkt  ilf,  welcher 
von  den  drei  Seiten  a,  h,  c  denselben  Ab- 
stand hat,  und  beweist,  dass  die  zunächst  will- 
kflrliche  Senkrechte  MH  auf  d  diesen  drei 
Abständen    gleich    ist.     Da    nämlich    wegen: 

ME=zMFz=z  MG 
auch  schon  bekannt  ist  BE  z=.BF,  CF  =  CG, 
so    ergibt    die  Gleichung  a  +  c  =  &  +  <^    die 
folgende: 

(AE'^EE)  +  {CG  +  GD)=z{BF-\'FC)-\-d, 
also  durch  Weglassung  der  vorgenannten  gleich- 
grossen  Teilstrecken  auf  beiden  Seiten  die 
Gleichung: 

AE+GD  =  d  =  AH  +  HD. 
Wäre  nun  AH^AE,  so  mttsste  MH<iME 
sein,  und  ebenso,  wenn  DH<CDG  wäre,  mttsste 
MH^MG,  oder  auch  MH'^  ME  sein.  Die 
Ungleichheit  DH<:^DG  ist  aber  nach  voriger 
Gleichung  die  notwendige  Folge  der  Un- 
gleichheit AH'^AEj  also  mttsste  gleichzeitig 
MH^ME  und  MH >  ME  sein,  solange  nicht 
auch  AH  =  AE  und  DH=  DG  ist.  Folglich 
muss,  sowie  a-^-c^zb-j-diat,  notwendigerweise 
auchMlf=AfJ&,  also  ME=zMF=MG  =  MH 
sein,  d.  h.  Af  ist  gemeinsamer  Schnittpunkt  der 
vier  Winkelhalbierenden  und  Mittelpunkt  des 
Inkreises  des  Vierseits  a,  6,  c,  d.  


Frage  86.  Wie  bestätigen  sich  die 
Sätze  27  bei  den  „besondern  Vier- 
ecken?" 

Figur  76. 


Erkl«  192«  In  wievielfacher  Weise  ein 
allgemeines  Viereck  als  Tangentenviereck 
auftreten  kann,  ist  aus  Figur  721  bis  IV^  zu 
entnehmen.     Beim  Trapez   und  Antiparallelo- 


Antwort.  Wenn  ein  Viereck  einem 
Kreis  soll  um-  oder  angeschrieben 
werden  können,  so  muss  es  die  in  den 
Sätzen  27  ausgesprochenen  Eigenschaften 
besitzen: 

1)  Nun  bilden  aber  (nach  den  Auf- 
gaben 215  bis  217  des  III.  Teiles)  die 
Winkelhalbierenden  eines  Trapezes  im 
allgemeinen  Falle  ein  Viereck,  und  die 
Summen  zweier  Gegenseiten  sind  nicht 
gleich,  also  kann  ein  beliebiges  Trapez 
kein  Tangentenviereck  sein.  Es  kann 
aber  zu  einem  solchen  werden  (siehe 
Figur  761),  wenn  die  Summe  der  Grund- 
seiten gleich  der  Schenkelsumme,  also 
gleich  der  doppelten  Mittellinie  wird. 
Dann  treffen  sich  die  Winkelhalbierenden 
alle  in  einem  Punkte,  nämlich  auf  der 
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gramm  mnss  der  Kreis  jedenfalls  zwischen  den 
beiden  Parallelen  liegen,  denn  die  Mittelparallele 
stellt  deren  Winkelhalbierende  dar,  daher  sind 
die  Fälle  II  nnd  IV  ausgeschlossen.  Beim  all- 
gemeinen Trapez  kann  dann  der  Kreis  ein- 
geschrieben sein,  oder  beim  überschlagenen 
Trapez  angeschrieben  (s.  Fignr  76).  Beim 
Antiparallelogramm  der  einfachen  Art  liegt  wie- 
der der  Kreis  im  Innern.  Beim  ttberschlagenen 
Antiparallelogramm  dagegen  kann  wegen  der 
Symmetrie  nicht  nnr  ein  Kreis  angeschrieben 
werden,  sondern  wenn  ein  Kreis  angeschrieben 
werden  kann,  so  kann  zugleich  ein  zweiter  an- 
geschrieben werden :  Die  Winkelhalbierende  am 
Schnittpunkt  der  Schenkel  fällt  mit  der  Mittel- 
parallelen selbst  zusammen.  Dies  ist  der  Grund, 
dass  beim  überschlagenen  Trapez  nur  immer 
ein  angeschriebener  Kreis  entstehen  kann;  denn 
die  Winkelhalbierende  der  Schenkel  fällt  dort 
nicht  mit  der  Mittelparallelen  zusammen,  schnei- 
det also  die  Mittelparallele  immer  nur  in  einem 
einzigen  Punkte,  und  dieser  Schnittpunkt 
ist  eben  der  Mittelpunkt  des  einzigen  an- 
geschriebenen Kreises. 

Erkl«  198.  Während  jedem  beliebigen  Drei- 
eck vier  Kreise  ein-  bezw.  angeschrieben 
werden  können,  ist  unter  den  Vierecken  nur 
beim  Deltoid  die  allgemeine  Möglichkeit  vor- 
handen, dass  zwei  Kreise  von  seinen  Seiten 
berührt  werden.  Denn  beim  Antiparallelogramm 
war  nur  der  einzige  Ausnahmefall  des  über- 
schlagenen mit  gleichen  Grundseiten  —  sonst 


Mittelparallelen  des  Trapezes,  äer  Ki-eis 
berührt  die  beiden  parallelen  Gnmdseiten 
in  zwei  Punkten,  welche  senkrecht  über- 
einander liegen.  Ebenso  erhält  das  über- 
schlagene  Trapez  einen  angeschrie- 
benen Kreis  (s.  Figur  76II),  wenn  die 
Schenkeldifferenz  gleich  der  Grundseiten- 
differenz,  also  wieder  gleich  der  doppel- 
ten Mittellinie  wird. 

2)  Beim  Antiparallelogramm 
bilden  die  Winkelhalbierenden  im  all- 
gemeinen Falle  wieder  ein  Viereck, 
nämlich  ein  Deltoid,  also  kann  ein  be- 
liebiges Antiparallelogramm  nicht  Tan- 
gentenviereck  sein.  Dagegen  kann  das- 
selbe auch  wieder  zu  einem  solchen 
werden  (siehe  Figur  76 DI),  wenn  die 
Summen  bezw.  Differenzen  der  Gegen- 
seiten gleichgross  werden.  Dann  wird 
beim  einfachen  Antiparallelogramm  jeder 
Schenkel  gleich  der  Mittellinie,  beim 
überschlagenen  müssen  wegen  der  gleich- 
grossen  Schenkel  auch  die  Grundseiten 
gleichgross  werden,  damit  ihre  Differenz 
beidemal  gleich  Null  wird.  Wegen  der 
achsigen  Symmetrie  zur  Mittelsenkrech- 


Figur  77. 
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bei  allen  Vierecken  nur  ein  einziger  Kreis.  Die 
beiden  Arten  des  Deltoids  mit  ans-  nnd  ein- 
springenden Winkeln  erzengen  gerade  die 
viererlei  Berührnngsarten,  welche  in  Figur  721 
bis  IV  beim  allgemeinen  Viereck  dargestellt 
waren. 

Figur  78, 


G!    C 


^  -         /^  \  7^><F 
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V 

^^  ''    /  i          /       "  ~  <• 
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A    .t       ■ 
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Erkl.  194.  Da  das  allgemeine  und  die  be- 
sonderen Parallelogramme  mit  den  Trapezen 
die  Parallelität  zweier  Gegenseiten  gemeinsam 
haben,  so  kehrt  auch  bei  all  diesen  Figuren 
die  Lage  des  Kreises  zwischen  den  Parallelen 
wieder.  Die  Eadien  nach  den  beiden  Bertthrungs- 
punkten  bilden  einen  Kreisdurchmesser  und 
geben  den  Abstand  der  beiden  Parallelen  an. 
Dies  ist  beim  Trapez  und  Antiparallelogramm 
die  Höhe  des  Vierecks,  beim  Bhombus  ist  EG 
der  Abstand  der  Seiten  a  und  c,  HF  jener  der 
Seiten  h  und  d;  die  beiden  Höhen  des  Rhombus 
sind  gleichlang,  beide  als  Durchmesser  desselben 
Kreises.  Die  Grösse  des  Badius  ist  als  Höhe 
im  rechtwinkligen  Dreieck  kleiner  als  jede  der 
beiden  Diagonalenhälften,  also  auch  kleiner  als 
jede  Seite;  denn  auch  die  ktirzere  Idagonalen- 
hälfte  ist  Kathete  in  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck mit  einer  Seite  als  Hypotenuse. 


Erkl«  195.  Beim  Quadrat  erhalten  die  in 
Erkl.  182  besprochenen  Deltoide  besonders 
bemerkenswerte  Gestalt:  Sie  werden  wieder 
Quadrate,  die  Berührungspunkte  werden  die 
Seitenmitten  des  Quadrats,  die  Bertthrungsradien 
fallen  mit  den  Hälften  der  Mittelparallelen  des 
Quadrats  zusammen,  also  ist  der  Badius  des 
Kreifles  selbst  gleich  der  Hälfte  der  Quadrat- 
seite. Die  Winkel  der  Badien  sind  beim  Bhom- 
bus gleichgross  mit  den  Bhombuswinkeln,  nur 
in  vertauschter  Lage,  beim  Quadrat  sind  sie 
selbst  Rechte. 


ten  entstehen  zwei  Kreise,   beide  an- 
geschrieben. 

3)  Das  Deltoid  besitzt  eine  Sym- 
metrieachse, welche  zwei  Gegenwinkel 
des  Deltoids  halbiert,  und  wegen  der 
Symmetrie  treffen  sich  je  im  gleichen 
Punkte  dieser  Winkelhalbierenden  so- 
wohl die  beiden  Winkelhalbierenden  der 
übrigen  beiden  Innenwinkel,  als  der 
übrigen  beiden  Aussenwinkel.  Auch 
erkennt  man  aus  der  Gleichheit  zweier 
anstossenden  Seitenpaare,  dass  so- 
wohl die  Summe,  als  die  Differenz  je 
zweier  Gegenseiten  dieselbe  wird. 
Daher  erfaüt  das  Deltoid  sowohl  die 
Bedingungen  des  Satzes  27  b,  als  auch 
27  c:  und  es  kann  (s.  Figur  77)  jedes. 
Deltoid  in  zweifacher  Weise  als  Tan- 
gentenvierseit  angesehen  werden;  oder 
es  kann  jedem  Deltoid  ein  Kreis  ein- 
geschrieben und  ein  Kreis  ange- 
schrieben werden. 

4)  Im  Parallelogramm  bilden  die 
Winkelhalbierenden  (nach  Aufgabe  248 
des  in.  Teils)  ein  Rechteck,  und  dieGegen- 
seiten  sind  selbst  gleichgross,  also  weder 
ihre  Summe  noch  Differenz.  Daher  ist 
das  allgemeine  Parallelogramm  auch  kein 
Tangentenvierseit;  sondern  damit  es  zu 
einem  solchen  werden  könnte,  müssten 
die  anstossenden  Seiten  selbst  gleich- 
gross werden,  das  PaluUelogramm  müsste 
ein  Rhombus  werden  (siehe  Figur  78). 

5)  Das  Rhombus  besitzt  vier  gleiche 
Seiten  und  seine  Diagonalen  sind  Winkel- 
halbierende je  zweier  Gegenwinkel.  Da- 
her kann  jedes  Rhombus  einem  Kreise 
umgeschrieben  werden  oder  jedem 
Rhombus  ein  Kreis  umgeschrieben 
werden  ^siehe  Figur  78).  Die  Ver- 
bindungslinien der  Berührungspunkte 
zweier  Gegenseiten  sind  Durchmesser 
des  Kreises,  auch  die  Diagonalen  des 
Rhombus  gehen  durch  den  Mittelpunkt 
des  Kreises,  der  Schnittpunkt  hat  glei- 
chen Abstand  von  den  vier  Seiten. 

6)  Im  Rechteck  bilden  die  Winkel- 
halbierenden (nach  Aufgabe  288  des 
ni.  Teils)  ein  Quadrat,  gegenüberliegende 
Seiten  sind  gleich,  also  anstossende 
ungleich.  Daher  ist  das  allgemeine  Recht- 
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eck  kein  Tangentenvierseit,  und  könnte 
nur  zu  einem  solchen  werden,  wenn  es 
gleiche  Seiten  erhielte,  also  zum  Quadrat 
würde  (siehe  Figur  79). 

7)  Da  das  Quadrat  die  Eigenschaften 
des  Rhombus  mitbesitzt;  so  ist  auch 
bei  ihm  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen 
der  Mittelpunkt  eines  eingeschriebenen 
Kreises.  Jedes  Quadrat  kann  einem 
Kreise  umgeschrieben  werden,  oder  jedes 
Quadrat  besitzt  einen  Inkreis  (siehe 
Fig[ur  79). 


Frage  87.    Wieviele  Stücke  sind 
erforderlich  zur  Konstruktion  bezw. 

Kongruenz  von  Tangentenvier-  a    ^       ^      ta     •      m 

g^j.g^p                           ^  Antwort.     Da   im  Tangenten- 
viereck   durch    die    Summe   zweier 

Erkl.  19«.   Für  die  Konstruktion  des  aU-  Gegenseiten  auch  diejenige  der  beiden 

gemeinen  Vierecks  waren  (in  der  Antwort  der  andern  bestimmt  ist,  so  besitzt  dasselbe 

Frage  197  des  III.  Teiles)  sechs  rerschiedene  nicht  mehr  vier  unabhängige  Seiten. 

FäUe  unterschieden  worden.    Aus  denselben  er-  wie   das  gewöhnliche  Viereck ,   sondern 

geben  sich  unter  Beijcksichtigung  der  neben-  ^^  ^^^^  ^^ei  unabhängige.    Denn  unter 

stenenden  Antwort  rar  die  Konstruktion   des  ,     •  o  -x        •   j  •              Jr  •  r\             -x 

Tangentenvierecks  folgende  vier  Fälle,  nämlich  «fei  Seiten  smd  unmer  zwei  Gegenseiten: 

mit  gegebenen  Stücken:  also  ist  deren  Summe  bekannt,  und  folg- 

1)  drei  (also  alle  vier)  Seiten  und  ein  lieh  diejenige  Länge  bestimmt,   welche 
Winkel,  die    dritte    gegebene   Seite    zu   dieser 

2)  zwei  anliegende  Seiten  und  zwei  Summe   ergänzt.     Es    fallt   daher   von 
^^^^®^»  den    fünf  unabhängigen   Bestinunungs- 

3)  zwei  gegenüberliegende  Seiten  gtücken  des  allgemeinen  Vierecks  eine 
und  zwei  winKoj,  Seitengrösse  fort,    und  so  bleiben 

4)  eine  Seite  und  drei  (also  aUe  vier)  /»..       ,„®  rr«^«.^«  +  .vL^:^«^^i^  «^/,i. 
-yyi^kel^                                                '  für  das  Tangentenviereck  noch 

Es  fallen  nämlich  von  den  sechs  allgemeinen  vier  willkürliche  Bestimmungs- 
Fällen  der  zweite  ganz  fort,  der  fünfte  und  Stücke,   auszuwählen   aus  dreien  der 
sechste  in  einen  einzigen  zusammen.  Im  zweiten   Seiten  und  dl'Cieu  der  Winkel, 
der  verbleibenden  FäUe  ist  die  Differenz,  im        Umgekehrt  werden  zwei  Tangen ten- 
dntten  die  Summe  der  beiden  noch  unbekannten      •  i       i  ^       • 

Seiten  durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmt;  Vierecke  kongruent  sein,  wenn  sie 
dadurch  entstünden  wieder  die  fünf  gegebenen  übereinstimmen  in  einer  solchen  Anzabl 
Stücke  zur  aligemeinen  Lösung.  von  Bestimmungsstücken,  aus  welchen 

Ueber  die  Ausführung  der  Konstruktion  von  nu^.  ein  einziges  Tangenteuviereck  kon- 

Tangentenvierecken  sehe  man  m  der  Aufgaben-   „._•  ^    ,„««iL«    i  ^Jt      -vi«« «    d. 

Sammlung  am   Ende  dieses  Teües.     Dwelbst  struiert  werden   kann,    also   wenn  sie 
findet  man  auch  solche  Aufgaben,  bei  welchen  übereinstimmen  in  vier  Stücken  aus  den 
der  Badius  des  In-  oder  Ankreises  als  gegebene  drei  Seiten  und  drei  Winkeln. 
Grösse  auftritt.  Unter    diesen     Bestimmungsstücken 

kann  an  Stelle  eines  Winkels  oder  einer 
Seite  auch  die  Länge  des  Radius  ein- 
treten. 
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c)  Ueber  das  einem  Kreis  ein-  und  umgeschriebene  Viereck 
oder  das  Kreisviereck. 


Frage  88.  Was  ist  ein  Sehnen- 
tangentenviereck  oder  Kreisvier- 
eck? 

Erkl.  197.  Wie  aus  den  Erkl.  165  und  181 
hervorgeht,  kann  ein  Kreisviereck  keinen  ein- 
springenden Winkel  erhalten,  während  man  das 
ttberschlagene  Viereck  als  Kreisviereck  denken 
kann.  Es  wtlrden  daher  die  in  Figur  641,  651, 
67  bis  70  dargestellten  Sehnenvierecke  dieselbe 
Art  von  Kreisvierecken  liefern,  virie  die  in 
Figur  721, 73, 761,  III,  78,  79  dargestellten  Tan- 
gentenvierecke;  eine  andere  Art  von  Kreisvier- 
ecken lieferten  die  Sehnenvierecke  in  Figur  6411, 
6511,  72 II,  76 II,  IV;  keine  Kreisvierecke  aber 
die  Tangentenvierecke  Figur  72III,  IV  und  77IL 


Antwort.  Ein  Sehnentangentenvier- 
eck  oder  ein  Kreisviereck  ist  ein  solches 
Viereck,  das  sowohl  einem  Kreis  ein- 
geschrieben, als  auch  einem  Kreise  um- 
oder  angeschrieben  werden  kann,  bei 
dem  also  gleichzeitig  die  vier  Ecken  auf 
einem  Kreise  liegen  und  alle  vier 
Seitenlinien  einen  Kreis  berühren, 
oder  bei  dem  gleichzeitig  die  vier  Eck- 
punkte erzeugende  Punkte  eines 
Kreises  und  die  vier  Seiten  er- 
zeugende Geraden  eines  Kreises 
sind. 

Es  ist  also  jede  Seite  gleichzeitig 
Sehne  des  einen  und  Tangente  des 
andern  Kreises,  jeder  Winkel  Peri- 
pheriewinkel des  einen  und  Tan- 
gentenwinkel  des  andern  Kreises. 


Frage  89.  Welche  Eigenschaften 
des  Kreisvierecks  ergeben  sich  aus 
voriger  Antwort? 

Erkl.  198.  Im  nebenstehenden  Satz  28  be- 
zieht sich  der  in  Klammer  stehende  Ausdruck 
jeweils  auf  den  Fall,  dass  das  einem  Kreise 
eingeschriebene  Viereck  dem  zweiten  Kreise 
angeschrieben  statt  umgeschrieben  wäre,  es  ist 
also  in  der  Klammer  jeweils  die  Fassung  des 
Satzes  27  b  zu  erkennen,  während  die  unmittel- 
bare Lesart  dem  gewöhnlichen  Falle  entspricht. 
Wird  das  Viereck  auch  ein  überschlagenes,  so 
wäre  nach  Frajge  65 II  auch  nicht  die  Summe, 
sondern  die  Differenz  der  Gegenwinkel  einzu- 
setzen. 

Die  Umkehrung  des  Satzes  28  in  beiden 
Fassungen  liefert  entsprechend  den  Sätzen  25  a 
und  27a  und  c  die  Bedingungen,  wann  ein 
gegebenes  Viereck  gleichzeitig  einem  Kreise 
ein-  und  einem  Kreise  um-  oder  angeschrieben 
werden  kann. 


Antwort.  Aus  dem  vorigen  folgt, 
dass  das  Kreisviereck  sowohl  die  Eigen- 
schaft des  Sehnenvierecks  als  diejenige 
des  Tangentenvierecks  in  sich  vereinigt. 
Man  erhält  also  unter  Zusammenfassung 
der  Sätze  25  und  27  für  das  Kreis- 
viereck (der  ersten  oder  der  zweiten 
Ai-t,  welche  in  Erkl.  197  erwähnt  sind) 
folgende  Aussagen: 

Satz  28.  In  einem  Kreisviereck 
gehen  die  Mittelsenkrechten  der 
vier  Seiten  durch  einen  Punkt 
und  die  Halbierungslinien  der 
vier  Innen-  (bezw.  Aussen-)  winkel 
durch  einen  Punkt,  oder  haben 
sowohl  die  vier  Ecken  als  die  vier 
Seiten  je  den  gleichen  Abstand  von 
je  demselben  Punkte  —  und  ist  die 
Summe  (bezw.  Differenz)  je  zweier 
Gegenwinkel  und  je  zweier  Gegen- 
seiten dieselbe  —  und  umgekehrt. 


Frage  90.  Welche  Anwendungen 
des  Satzes  28  ergeben  sich  aus  den 
Antw^orten  der  Fragen  78  und  86  über 
die  „besondern  Vierecke"? 


Antwort.    1)  Ein  Zusammentreffen 
der  in  Satz  28  ausgesprochenen  Eigen- 
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Figur  80. 


Figur  81. 


Figur  82. 


Erkl.  199.  Wie  aus  Antwort  86  mit  Erkl.  193 
und  Figur  76 IV,  77,  80  und  81  hervorgeht, 
kann  jenes  als  ttberschlagenes  Antiparalielo- 
gramm  bezw.  als  Deltoid  erscheinende  Kreis- 
Viereck  in  doppelter  Weise  als  solches  aufgefasst 
werden,  indem  es  sowohl  einen  eingeschriebenen 
als  einen  angeschriebenen  bezw.  zwei  ange- 
schriebene Kreise  zulässt. 


Erkl«  200.  Allgemeine  Beziehungen  zwischen 
Kreis  und  Vierecksarten  finden  sich  auch  noch 
im  folgenden  Abschnitt  von  dem  Kreise  mit  den 
ihm  um-,  ein-  oder  angeschriebenen  allgemeinen 
Vielecken. 


Schäften  ist  beim  Trapez  nicht  möglich, 
ohne  dass  dasselbe  seine  Allgemeinheit 
verliert 

2)  Das  Antiparallelogramm  ist 
schon  im  allgemeinen  Falle  ein  Sehnen- 
viereck, in  dem  besonderen  Falle  der 
Figur  76in  und  IV  ist  es  auch  Tan- 
gentenviereck, also  kann  man  sagen, 
dass  ein  Antiparallelogramm  ein  Kreis- 
viereck wird  (s.  Figur  80),  wenn  die 
Mittellinie  gleich  der  Schenkellänge 
oder  gleich  Null  wird. 

3)  Das  Deltoid  ist  schon  im  all- 
gemeinen Falle  ein  Tangentenviereck, 
in  dem  besondem  Falle  der  Figur  68 
ist  es  auch  Sehnenviereck,  also  kann 
man  sagen,  dass  ein  Deltoid  ein  Ereis- 
viereck  wird  (siehe  Figur  81),  wenn 
es  zwei  rechte  Winkel  hat. 

4)  Besondere  Erwähnung  hat  noch 
des  in  Figur  Sin  dargestellten  Vierecks 
zu  geschehen,    welches  etwa  als  eine 
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Art  von  überschlagenem  Deltoid  anzu- 
sehen wäre  und  wie  aus  Figur  77  und 
81  hervorgeht,  ebenfalls  Kreisviereck  ist. 
5)  Das  Parallelogramm  konnte 
nur  im  Falle  des  Rechtecks  ein  Sehnen- 
viereck und  nur  im  Falle  des  Rhombus 
ein  Tangentenviereck  werden,  also  muss 
es  ein  Quadrat  werden,  um  Kreis- 
viereck zu  sein  (s.  Figur  82).  Jedes 
Quadrat  besitzt  also  sowohl  einen  Um- 
lo'eis  als  einen  Inkreis,  und  zwar  mit 
gemeinschaftlichem  Mittelpunkt 


Frage  91.     Wieviel  Stücke  sind 
erforderlich  zur  Konstruktion  bezw. 

Kongruenz  von  Kreisvierecken?       Antwort.    Da  im  Kreisviereck  so- 
wohl Gegenwinkel  als  Gegenseiten 

Erkl.  201.  Werden  aus  den  sechs  FäUen  je  gleiche  Summe  (bezw.  Differenz) 
der  KoMixuktion  des  aUgemeinen  Vierecks  je  ^jü^en,  SO  besitzt  dasselbe  nicht  mehr 
eine  WinkelffrOsse  und  eine  Seitengrösse  aus-  ,^^.  „^^^i^i^u^^^^  tt7,*«u^i  ,.«^  ^i/.i»+  ^v^ 
jfeschieden,  ^  verbleiben  für  KonstÄktion  und  drei  unabhängige  Winkel  und  mcht  Vier 
Eongmenz  des  Ereisvierecks  folgende  Tier  Fälle,  unabhängige  Seiten,  sondern  nur  noch 
nämlich  mit  gegebenen  Stücken:  zwei  unabhängige  Winkel  und  drei  un- 

1)  drei  (also  alle  vier)  Seiten,  abhängige  Seiten,  so  dass  von  den  fünf 

2)  zwei  anliegende  Seiten  und  ein  Bestimmungsstücken  des  allgemeinen 
(also  zwei)  Winkel,  Vierecks  sowohl  eine  Winkelgrösse  als 

3)  zwei  gegenüberliegende  Seiten  ^^^^  Seitengrösse  fortfallen.  Es  bleiben 
und  ein  (also  zwei)  Winkel,  ^^j^^^  ^^.  dem  Kreisviereck  nur  noch 
WinkVl""                   '''''  ^                 ^  drei  willkürliche  Bestimmungs- 

ffier  wie  in  den  Erkl.  179  und  196  kann  Stücke,  auszuwählen  aus  drei  Seiten 
dann  wieder  unterschieden  werden,  welche  Lage  und  zwei  benachbarten  Winkeln  —  für 
zu  den  gegebenen  Seiten  die  gegebenen  Winkel  Konstruierbarkeit  bezw.  Kongruenz, 
einnehmen.  j^ßj.  j^^j^g  dieser  Bestimmungsstücke 

kann  dann  wieder  einer  der  Kreisradien 
eintreten,  also  auch  beide  Kreisradien 
mit  einem  dritten  Stück  vereint  als 
Bestimmungsstücke  auftreten. 


6)  Ueber  einen  Kreis  in  Verbindung  mit  einem  Vieleck  im  allgemeinen, 
a)  Ueber  das  Sehnenvieleck  und  das  Tangentenvielseit. 

Frage  92.    Was  ist  ein  Sehnen- 
vieleck und  welches  sind  seine  Eigen-       Antwort.    Ein  Sehnenvieleck  ist 
scüattenf*  ^^  solches  Vieleck,    dessen  sämtliche 

n  Eckpunkte  auf  einem  Kreise  liegen. 

Erkl.  202.  Die  Richtigkeit  der  nebenstehen-  ^^^^  sämtlichen  n  Seiten  sind  also 
den  Schlussfolgerang  kann  in  folgender  Weise  Sehnen  dieses  Kreises,  seine  sämt- 
eingehender  dargethan  werden:  Bezeichnet  man  liehen  w  Winkel  Peripheriewinkel 
mit  runden  bezw.  mit  eckigen  Klammern  die  desselben;  Sämtliche  w Eckpunkte  haben 
zur  ersten  bezw.  zweiten  Summe  gehöngen  ^i^-  v.^^J  ai.o+««.i  ^^«  «,-«««,  TLru+z.! 
Posten,  so  erhält  man  für  die  geraden  bezw.  gleichen  Abstand  von  einem  Mittel- 
ungeraden Zahlen:  punkte,   sämtliche  n  Mittelsenkrechten 
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der  Seiten  gehen  durch  diesen  einen 
Schnittpunkt  als  gemeinsame  Spitze  von 
n  gleichschenkligen  Dreiecken  über  jeder 
der  n  Seiten. 

Bezeichnet  man  mit  r^ ,  t^"  ''^^  ^^ 
Winkelgrössen     der    Basiswinkel    der 
(r„-4  +  T»-3)    bezw.    [Tn-4  +  Tn-3]  ^  gMchschenkligen  Dreiecke  über  den 

[t„-8  +  t„_2]  (T„-s  +  Tn-2)        ^  Seltcu  ö,  6---,  SO  erhält  man: 

(Tn  — 2  +  ''»-l)  [t«  — 2  +  »"h  — l] 

[t«  - 1  +  Tn]  (Th—  1  +  T») 

Im  erstem  FaUe  enthält  sowohl  die  Somine  -rrr-  i    i  •     ^       -n  -u     ^  i 

der  runden  Klammern,  wie  di^ienige  der  eckigen  Winkel  m  der  ßeihentolge: 
Klammem  aUe  Posten  der  Beihe  r^   bis  rn  je  « -}-y  +  «  +  ^  •  •  • 

einmal,  nnr  die  der  runden  den  ^  xn  als  erstes,  ^^^^  ebenso  * 
die  der  eckigen  als  letztes  Glied.    Im  zweiten  i_  >      ^  _i_ 

Falle  erhält  bei  Weglassung  der  ersten    die  ß+o  +  i-f-^  "*j 

Summe  der  runden  Klammem  kein  Tj,  die  der  so  entstehen  die  Summen: 
eckigen  kein  r»,  bei  Zufttgung  der  ersten  aber  .     j_»  \_i_/'^  J_^^ -l^^^  -l_^^ 

die  Summe  der  runden  r«  doppelt,  die  der  eckigen        ,  ^'^  "T"  ^'^  "*"  ^^«  "T"'^^  "t-  ^^4  -t^ü" 

kein  th,  also  entstehen  wieder  gleiche  Summen,  '^"^ 

wenn  man  den  -«^  t»  von  der  ersten  zur  zweiten  (^i  +  ''a)  r  (''s  +  ^V  +  (''5  +  *■«)••* 

Summe  herüberoimmt  Ist  also  n  eine  gerade  Zahl,  so  er- 

hält die  Summe: 

«+/  +  «  +  »?  ••• 
ebensoviele  Posten  von  je  zwei  Gliedeni, 
wie  die  Summe: 

ß  +  ^  +  C+^"', 
und   beide   Summen   werden  ub- 
mittelbar  gleichgross.    Ist  aber  n 
eine  ungerade  Zahl,  so  entstehen  wieder 
Erkl.  208.    Statt  gerade  den  Wmkel  a  gleichviel  Posten  und  gleiche  Sum- 
wegzulassen  bezw.  zu  zerteilen,  könnte  man  men,  wenn  man  etwa  den  Posten: 
auch  jeden  andern  Winkel  in  seine  beiden  TeU-  a  =:  r»  -f-  Tj 

ÄieÄ'CanÄXdLs'^mÄe^sSmS  aus  der  ersten  Summe  wegnimmt,  und 
etwa  aller  positiv  umlaufenen  Basiswinkel  der  in  der  Weise  zerteilt,  dass  nur  aer^^rj 
gleichschenkligen  Dreiecke  gleichsetzt  der  Summe  zur  ersten  Summe,  dagegen  der  pr- 
aller negativen.  Diese  Summen  setzen  dann  ^ur  zweiten  Summe  zugeteilt  wird.  Man 
die  Innenwmkelsumme  zusammen,  wobei  im  ^  v«if  «lo^  ^^„ 
geradzahligen  n-Eck  kein  Rest  bleibt,  im  un-   ernaii  aiso  aen: 

geradzahligen  n-Eck  aber  irgend  einer  der  Winkel  g^tz  29.   In  jedem  einem  Kreise 

vereinzelt  bleibt  und  in  seme  Teilwinkel  zu  .  v«^  -ni:«/? 

zeriegen  ist.  acuwiuuci  /.u       eingeschriebenen  w-Eck  sind 

die  Winkelsummen: 

nämlich  gleich  der  halben  Winkel- 
summe, 

wobei  man  im  ungeradzahligen  Vieleck 
irgend  einen  der  Winkel  durch 
den  Radius  in  zwei  Teilwinkel  zu 
teilen,  und  diese  als  Einzelglieder  mit  ent- 
sprechender Reihenfolge  in  jene  Summe 
einzusetzen  hat. 
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Praisgekroiit  in  Frankfart  a,  M,  1881, 

Der  ansfiUirliche  Prospekt  und  das  ansffllirliche  Inhalts- 
Terzeiehnis  der  ^^Yollständig  gelöBten  Anfgabensammlnng  Yon 
Dr.  Ad.  öeyer**  kann  von  jeder  Bnchliandlnng,  sowie  Ton  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 
1).  Jedes  Heft  ist  anfgefidmitten  und  gnt  brochiert  um  den  eoforügen  nnd  dsuem- 

den  Gebrauch  %a  gestatten« 
2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 

and  ErUämngen  am  Schlüsse  desselben. 
8).  Aof  jedes  einselne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8—4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreiae  von  26  Pfg.  pro  Heft 
6).  Die  Belhenlblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver» 

leichnis  ist,  wie  aua  dem  Proapekt  efaiohtlidh,  ohne  jede  Bedeutung 

tax  die  Interessenten. 
6).  Das  Werk  enthält  AUee,  was  sich  Oberhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 

bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formehi  und  Regehi  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 

Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf» 

gaben  und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 
7).  Das  Werk  ist  ein  praküaohes  LehrbacOi  Ar  Sohfiler  aUer  Schulen,  das 

beete  HandbucOi  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  yorsfigliohate  Lehrbuch 

lom  Belbatatadium,  das  yortrefflichate  Naohachlagebuch  flir  Fachleute  und 

Techniker  jeder  Art. 
8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollsündige 

Inhal  tsY  er  zeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


HalbjlhrReh  erscheinen  Nachtrige  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 

~^ — 77^ T '^ — '  Digitizedby  VjOOQIC 

Ihraok  ron  Oarl  H»mmer  in  8taltg»rt^  O 
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1010.  Heft. 


Preis 
des  Heftes 

«5  Pf. 


Ebene  Elementar-fiedmetrie 

(llanimetrie).   4.  Teil. 

Die  Lehre  vom  Kreis. 

B^orts.  V.  Heft  1001.  —  Seite  97—112. 

Mit  22  Figuren^ 


l9 


.      ^V*-.  «'.46^^     -^"*l.'' 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

in^bt  ond  EntilcklBnt  der  bmatzten  SJltze,  Formeln,  Regeln  li  Fn^en  nnd  Intf  orten 

erl&ntert  durch 

viele  Holzschmtte  &  lithograpli.  Tafeln, 

am  allen   Zweigen 

der  BeeheDkonsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  ■ph&riichen 

Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 

Differential-  n.  Integral-Rechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Ranmes  etc.);  — 

ans  allen  Zwei^ren  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodftsle,  Nantik, 

mathemat.  Geosraphie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Straflsen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 

Brileken-  n.  Hochban's^  der  Konstmktionsleliren  als:  darsteU.  Geometrie,  Polar-  o. 

Parallel-PerspectiTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc 

far 

Sclifller,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militira  etc 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 

Stadium,  znr  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

I  l>r*  Adolph  Mleyer^ 

S  MatheiDAtiker,  vereideter  kOnigl.  preuss.  Feldmesser,  Tereideier  grossh.  heesischer  Oeometer  I.  Klasse 

1  in  Frankfurt  a.  H. 

I  unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 

I     Ebene  Elementar-Geometrie  (Planimetrie). 

Vierter  Teil. 

Die  Lehre  vom  Kreis. 

Die  geometrischen  Oerter  und  die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J.  Naehs« 

Forts.  V.  Heft  1001.  —  Seite  97—112."  Mit  22  Figuren. 

In  hall: 

Ueber  das  Sehnenvioleck  und  dua  Tangentouvielseit.  —  Ueber  die  rogelinuBsigeii  Violecke. 

Stuttgart  1891. 
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Preisgekrönt  in  Frankfairt  a,  M,  1881, 

PROSPEKT. 

Dietet  Werk,  welchem  kein  fthnllcheg  sar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  S-^ 
Heften  sn  dem  billieren  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Anf^ahen  aus  dem  Qesamtgeblete  der  Mathematik ,  Physik, 
Hechanlk,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-^  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstraktiten  Zelclmens  etc.  etc.  nnd  zwar  in  ToUstiLndig 
gel5ster  Form,  mit  rielen  Fignren,  ErklBmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwiekelnng  der 
benntit^n  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Ldsoiii 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  die8el1>en  sich  in  ihrer  Gesamtheit  erginien  nnd  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngellisten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  nnd  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fflr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  LSsnngen  hlerzn  werden  später  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  det 
Lelirers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltgTeraeich- 
als,  Berichtlgiingen  und  erläuternde  Erklämngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realsehnlen  I.  nnd  II»  Ord.,  gleich* 
lierechtigten  höheren  Bllrgersehnlen,  Privatsehnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gjmnasien,  SchnUelirer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksehnlen, 
Gowerbeschnlen,  Handelssehnlen,  techn.  Torbereitnngssehnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngssehnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwlssensehaftsschnlen, 
Hllitärsohnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei* 
willige-  nnd  Offlilers-Examen,  etc. 

Die  Schmer,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
m^turwissenschafUichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Sehritt  gelSste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  TeiliM  der  mathematisches 
Disziplinen  —  znm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  dne  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entspreehende  Aufgaben  in  ISsen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktiseh  in  verwerten.  Lnst^  Liehe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Mllitän 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  inr  AntMschnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs* 
iweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschnngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfiisser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Flscherfeldstrasse  16,  entgegen  nnd  wird  deren  Erledigung 
thnnlichst  berflcksichtift 

Stuttgart.  Die  Torlagshaiidlimg« 


lieber  das  Sehnenvieleck  und  das  Tangentenyielseit.  97 

Frage  98.  Was  ist  ein  Tangenten- 
vieleck, und  welches  sind  seine  Eigen- 
schaften? Antwort,   Ein  Tangentenvieleck 

ist  ein  solches  Vieleck,  dessen  sämtliche 
Seiten  einen  Kreis  berühren.     Seine 
sämtlichen  n  Seiten  sind  also  Tan- 
genten dieses  Kreises,  seine  sämtlichen 
n  Winkel  Tangentenwinkel^  samt- 
Erkl.  204.  Man  kann  wieder,  wie  in  Erkl.  202,  liehe  n  Seitenlinien  haben  gleichen 
mit  geringer  Abänderung  die  Anordnung  der  senkrechten    Abstand    VOn    einem 
Gruppen  anführen  für  gerades  und  ungerades  n:  Mittelpunkt,    sämtliche   n  Halbiemngs- 
('«  +  ^2^  linien  der  Winkel  gehen  durch  diesen 

f'«  +  's^  einen  Schnittpunkt  als  gemeinschaftliche 

('3  +  ^4)  Spitze  von  n  Deltoiden  über  jedem  der 

(^*i"^^^  M  Tangentenwinkel. 

.•':'•.  Bezeichnet  man  mit  t^,  t^  -  -- 1^  die 

[/«-4  +  fn-8]   bezw.    (^,-'4  +  ^^-3)  Seitengrössen   der  Tangentenabschnitte 

(tn-^i  +  tn^i)  [t»^B  +  tn^2]        ^^^  ^  Deltoide    an  den  n  Tangenten- 

[tn-i  +  tn-i]  (tn^i  +  tn^i)  winkelu  a,  /?...,  so  erhält  man: 

[tn  +  t,]  (tn  +  ft)  und  SO  weiter.    Addiert  man  also  die 

Im  ersten  Falle  besteht  unmittelbare  Gleich-  Seiten  in  der  Reihenfolge: 
heit  beider  Summen ,  im  zweiten  Falle  ist  die  a  +  c  +  ^  +  ö'  +  •  •  • 

letzte  Klammer  zu  verteilen,  um  dieselbe  Gleich-  «« j  ebenso  • 
heit  herzustellen. 

SO  entstehen  die  Summen: 

(^i  +  ^2)  +  (^8  +  0  +  (^5  +  0+--- 

Erkl.  205»  Auch  dieser  Beweis  kann  wieder  ^«^ 
allgemein  geführt  werden,  wie  der  yoriffe  in  .     .     v   .  v   .   .     .     v   . 

Erkl.203.  (^,  +  ^)  +  Ä+O  +  06  +  ^7)+-- 

Und  beide  Beweise,  nämHch  für  die  End-        j^^  ^Iso  n  eine  gerade  Zahl,  SO  erhält 

er^ebnisse  der  Antworten  92  und  93  könnten  ^*     q  ^  ' 

statt  auf  die  hier  vorgeführte  Weise,  auch  anders  ^^  öUmme : 
geffthrt  werden,  nämlich  in  Anknüpfung  an  das  a -{- c -{- e -{- g -\-  '  " 

Bekaimteein  dieser  Sätze  für  da^^^^^^  ebensoviele  Posten  von  je  zwei  Gliedern, 

Beweis  der  AUgemeingültigkeit  durch  den  so-       .      ,.     ^  «^  ' 

genannten  Schluss  von  n  auf  n+1.  Man  ver-   ^1®  ^^  bumme: 
gleiche  Aufgabe  146  der  Aufgabensammlung  am  &  +  <^  +  /'+ä+'  —  ; 

Ende  dieses  Teiles.  ^n^  beide  Summen  sind  unmittel- 

bar  gleichgross.     Ist  aber  n  eine 
ungerade  Zahl,  so  entstehen  gleicliyiele 
Posten  und  gleiche  Summen,  wenn 
Erkl.  206.  Die  Anwendung  der  in  den  Ant-  ^j^n  etwa  den  letzten  Posten  t^  +  t^  aus 
Worten  92  und  93  bewiesenen  Sätze  für  das    ,^  .^  a„^^^  ^r^«.,.;«.J!+  ««^  i^ 

einem  Kreise  ein- bezw.  umgeschriebene  Dreieck  der   ersten  Summe  wegnimmt  und  in 
ist  enthalten  in  den  Ueberlegungen  der  Erkl.  167   der  Weise  verteilt,  dass  nur  t^  ZUr  ersten 
und  186  und  zu  Figur  65111  und  73.    Da-  Summe,  dagegen  t^  zur  zweiten  Summe 
selbst  zeigte  sich  die  Gültigkeit  der  Sätze  26  zugeteilt  wird.     Man  erhält  daher: 
und  27  fürs  Dreieck,  wenn  ein  Wmkel  durch       ^ 

den  Aadius,  bezw.  eine  Seite  durch  den  Beruh-  Satz  30«  InjedemeinemEreise 

rungepunktin  zwei  Teilstücke  zerlegt  wurde.  umgeschriebenen  w-Eck  sind  die 

Seitensumme'n: 

nämlich  gleich  dem  halben  Um- 
fange, 

Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie.  lY.  7 
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Ebene  Elementar-Geometrie.  —  IV.  Teil. 


wobei  man  im  ungeradzahligen  Vieleck 
irgend  eine  der  Seiten  durch  den 
Berührungspunkt  in  zwei  Teil- 
strecken zu  teilen  und  diese  als  Einzel- 
glieder mit  entsprechender  Reihenfolge 
in  jene  Summen  einzusetzen  hat. 


Frage  94.  Was  ist  ein  Kreis- 
yieleck  und  welches  sind  seine  Eigen- 
schaften? 

Figur  83. 


Erkl.  207»  Ein  Mittel,  um  ein  Ereisviereck 
der  in  Figur  83  dargesteUten  Art  zu  konstruieren 
ist  folgendes:  In  den  vorhandenen  Inkreis  zeichne 
man  erst  ein  beliebiges  Sehnenviereck,  und  dann 
zu  jeder  seiner  Seiten  eine  paraUele  Tangente 
an  den  Kreis.  Dann  ist  letzteres  Viereck  jeden- 
falls ein  Tangentenviereck,  und  wegen  der  paral- 
lelen Seiten  zu  denen  des  inneren  Vierecks  hat 
es  auch  gleiche  Winkel,  also  gleiche  Winkel- 
summen wie  jenes. 


Antwort.  Ein  Kreisvieleck  ist 
ein  solches  Vieleck,  bei  dem  sowohl 
sämtliche  Eckpunkte  auf  einem 
Kreise  liegen,  also  auch  s&mtüche 
Seiten  einen  Kreis  berühren;  sämt- 
liche n  Eckpunkte  und  n  Seitenlinien 
haben  je  gleichen  Abstand  von  je  dem- 
selben Punkte,  nämlich  dem  Mittelpunkte 
des  Um-  bezw.  In-  oder  Ankreises, 
sämtliche  n  Mittelsenkrechten  der  Seiten 
und  sämtliche  n  Halbierungslinien  der 
Winkel  gehen  bezw.  durch  je  einen 
dieser  beiden  Mittelpunkte.  Es  sind 
die  Seitensummen: 

und  die  Winkelsummen: 

«+/  +  «  +  »?•••  =/9  +  (r+c+^-f -•• 
einander  gleich  mit  den  obengenannten 
Beschränkungen   beim  ungeradzahligen 
>i-Eck. 

Die  Mittelpunkte  beider  Kreise  sind 
im  allgemeinen  Falle  verschieden.  Wenn 
ausnahmsweise  beide  zusammenfallen, 
so  entstehen  die  sogenannten  regel- 
mässigen Vielecke  oder  die  regu- 
lären Polygone,  von  denen  im 
nächsten  Abschnitte  gehandelt  wird. 


Frage  95.  Welchen  Einfluss  auf 
die  Anzahl  der  willkürlichen  Bestim- 
mungsstücke hat  die  Eigenschaft 
eines  Vielecks  als  Sehnenvieleck, 
Tangentenvieleck,    Kreisvieleck? 


ErkL  208.    Als  Grnppen  gegehener  Stücke 
erhält  man  nach  Nebenstehendem: 
fürs  Sehnenvieleck: 

1)  n  Seiten  nnd  n  —  4  Winkel, 

2)  n  —  1  Seiten  und  n  —  3  Winkel, 

3)  «  —  2  Seiten  und  w  —  2  Winkel; 


Antwort.  Während  im  allgemeinen 
Vieleck  nach  Antwort  der  Frage  204 
des  in.  Teiles  2«  — 3  willkürliche  Be- 
stimmungsstücke bestehen,  so  bildet  die 
Gleichheit  zweier  Winkelsummen  bezw. 
Seitensummen  im  Sehnenvieleck  bezw. 
Tangentenvieleck  die  Festlegung  einer 
letzten  Winkelgrösse  bezw.  Seitengrösse, 
Im  Kreisneleck  trifft  beides  zusammen, 
und  man  erhält  daher  für  ein: 
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fürs  TangentenTieleck : 

1)  n  —  1  Seiten  nnd  n  —  3  Winkel, 

2)  n  —  2  Seiten  nnd  n  —  2  Winkel, 

3)  n  — 8  Seiten  nnd  »—1  Winkel; 
fürs  Kreisyieleck : 

1)  n  —  1  Seiten  nnd  w  —  4  Winkel, 

2)  n  — 2  Seiten  nnd  n  — 3  Winkel, 

3)  n  — 3  Seiten  nnd  n  — 2  Winkel. 
Während  diese  Beschränkungen  bei  der  grossen 

Zahl  der  Bestimmnngsstücke  eines  allgemeinen 

n  -  Ecks  minder  bedeutsam  werden,  sind  sie  beim 

Viereck  schon  unverhältnismässig  stärker  fühlbar, 

1  2 

weil   sie  dort  schon  -^  bezw.  —-  aller  Stücke 
o  o 

ausmachen. 


eingeschriebenes  92 -Eck:  2n  — 4  willkürliche 
Stücke  aus  n  — 2  Winkeln  und  n  Seiten, 

um-  oder  angeschriebenes  «-Eck:  2«  — 4  will- 
kürliche Stücke  aus  n  —  1  Winkeln  und 
w— 1  Seiten, 

Kreis -n- Eck:  2n  — 5  willkürliche  Stücke  aus 
n— 2  Winkeln  und  n  — 1  Seiten, 

gllltig  für  alle  Zahlen  n  oberhalb  3. 


Frage  96.  Inwiefern  bildet  das 
Dreieck  eine  Ausnahme  von  den  vorigen 
Ergebnisen? 

Figur  84. 


Antwort.  Beim  Dreieck  ist  es  gar 
keine  besondere  Eigenschaft,  dass 
es  einem  Kreise  ein-,  um-  oder  ange- 
schrieben werden  kann.  Vielmehr  ist 
schon  jedes  beliebige  Dreieck  ein 
„Kreisdreieck"  (siehe  Figur  84),  indem 
es  sowohl  einem  Kreise  eingeschrieben, 
einem  Kreise  umgeschrieben  und  drei 
Kreisen  angeschrieben  werden  kann. 
Daher  kann  es  auch  gar  keine  Beschrän- 
kung der  Willkürlichkeit  eines  Dreiecks 
bilden,  wenn  eine  dieser  selbstverständ- 
lichen Eigenschaften  noch  besonders  vor- 
geschrieben wird. 


Erkl.  209.  Von  allen  bisher  betrachteten 
Figuren  am  Kreise  ist  das  Dreieck  die  einzige 
allgemeine,  welche  sowohl  Sehnenvieleck,  als 
Tangentenvieleck  ist  (siehe  Figur  84).  Die  noch 
dazukommende  war  nur  das  Quadrat,  also 
der  mit  den  meisten  Besonderheiten  ausgestattete 
Fall  des  Vierecks,  welches  ohne  weitere  Einzel- 
bedingungen ein  Kreisyieleck  werden  konnte 
(siehe  Figur  82). 
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Frage  97.  Welche  Folgerungen  er- 
geben sich  aus  den  Antworten  93  bis  95 
für  das  Viereck? 


Erkl.  210.  Die  Beweise  der  nebenstehenden 
Aussagen  ergeben  sich  ohne  weiteres  ans  den 
allgemeinen  Sätzen:  Ein  Deltoid  als  Sehnen- 
yiereck  hat  einen  Durchmesser  als  Diagonale, 
also  rechte  bezw.  supplementäre  Gegen- 
winkel; ein  AntiparaUelogramm  als  Tan- 
gentenyiereck  hat  die  Schenkelsumme  gleich 
der  Grundseitensumme. 

Ein  ParaUelogramm  als  Sehnenviereck  hat 
supplementäre  und  ffleichgrosse  Gegenwinkel, 
also  B  echte;  ein  Parallelogramm  als  Tangenten- 
viereck  hat  gleiche  Summen  der  gleichen  Gegen- 
seiten, also  nur  gleiche  Seiten;  ein  ParaUelo- 
gramm als  Ereisviereck  hat  rechte  Winkel  und 
gleiche  Seiten. 

Ein  Rhombus  als  Sehnenviereck  muss  auch 
rechte  Winkel  haben,  ein  Rechteck  als  Tangenten- 
Tiereck  muss  auch  gleiche  Seiten  erhalten. 

Figur  86. 


Erkl«  211»  Parallele  Tangentenpaare  sind 
nach  Satz  12  die  Tangenten  in  den  Endpunkten 
eines  Durchmessers;  sie  bilden  jedenfalls  ein 
umgeschriebenes  Parallelogramm.  Damit  in 
diesem,  als  einem  Tangentenvierseit,  die  Gegen- 
seiten gleiche  Summen  ergeben  können, 
müssen  aUe  vier  Seiten  gleich  sein.  —  Im 
Viereck  der  Endpunkte  zweier  Durchmesser  ist 
jeder  Winkel  Peripheriewinkel  über  dem 
Durchmesser,  also  ein  rechter.  -  Erhält  das 
erstgenannte  Rhombus  senkrechte  Seiten, 
oder  das  letztgenannte  Rechteck  senkrechte 
Diagonalen,  so  wird  jedes  dieser  Vierecke 
zum  Quadrat. 


Antwort.  Aus  den  Antworten  93 
bis  95  ergeben  sich  als  besondere  An- 
wendungen die  Eigenschaften  einzelner 
Sehnen-  oder  Tangentenvierecke: 

Satz  81.  Ist  ein  Sehnenviereck 
ein  Deltoid  —  oder  ist  ein  Tan- 
gentenviereck ein  Antiparal- 
lelogramm  —  so  ist  es  ein  Kreis- 
viereck. 

Satz  81a.  Ist  ein  Sehnenvier- 
eck ein  Parallelogramm,  so  ist  es 
ein  Rechteck;  ist  ein  Tangenten- 
viereck ein  Parallelogramm,  so 
ist  es  ein  Rhombus;  ist  ein  Kreis- 
viereck ein  Parallelogramm,  so 
ist  es  ein  Quadrat 

Satz  31b.  Ist  ein  Sehnenvier- 
eck ein  Rhombus,  oder  ist  ein 
Tangentenviereck  ein  Rechteck, 
so  ist  es  ein  Kreisviereck,  nämlich 
ein  Quadrat. 
Oder  in  anderer  Ausdrucksweise: 

Satz  81c.  Zwei  Paare  paral- 
leler Tangenten  oder  die  Tan- 
genten in  den  Endpunkten 
zweier  beliebigen  Durchmesser 
bilden  ein  dem  &eise  umgeschriebenes 
Rhombus;  die  Berührungspunkte 
zweier  Paare  paralleler  Tangenten 
oder  die  Endpunkte  zweier  be- 
liebigen Durchmesser  bilden  ein 
dem  Kreise  eingeschriebenes  Recht- 
eck. 

Satz  31  d.  Zwei  zu  einander  senk- 
rechte Paare  paralleler  Tangen- 
ten —  oder  zwei  zu  einander  senk- 
rechte Durchmesser  bestinunen 
sowohl  ein  eingeschriebenes,  als 
ein  umgeschriebenes  Quadrat 


b)  Ueber  die  regelmässigen  Vielecke. 

Frage  98.  Was  ist  ein  regel- 
mässiges Vieleck  oder  ein  reguläres 
Polygon? 


Antwort.  Unter  einem  regelmäs- 
sigen Vieleck  versteht  man  ein  solches 
Vieleck,  in  welchem  sowohl  alle  Seiten 
unter  sich,  als  auch  alle  Winkel 
unter  sich  gleichgross  sind. 
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Frage  99.  Welche  Symmetrie- 
eigenschaften  des  regelmässigen  Viel- 
ecks folgen  aus  seiner  Definition  und 
in  Berücksichtigung  der  Antworten  der 
Fragen  210  bLs  212  des  IIL  Teiles? 


Figur  86. 


Figur  87. 


/"S/^ 


N^S;^ 


^    ycr 


J^  \^   <s^ 


^  A 


jy' 


Erkl.  212.  Ein  Vieleck  von  n  Seiten  hat 
12  Mittelsenkrechte  und  n  Winkelhalbierende. 
Ist  nun  die  Zahl  n  eine  gerade  Zahl  (siehe 
Figur  86),  so  schliessen  sidi  an  eine  als  Achse 
ge^rählte  Mittelsenkrechte  beiderseits  paar- 
weise gleiche  Seiten  und  Winkel  an,  bis  auf 
eine  letzte  Seite,  die  als  nte  mit  jener  ersten 
zu  paaren  wäre.  Die  Endpunkte  derselben  sind 
aber  symmetrische  Punkte  beiderseits  der  Achse, 
also  muss  die  Achse,  welche  die  erste  Seite 
senkrecht  halbierte,  auch  diese  letzte  senkrecht 
halbieren,  und  so  fällt  jede  der  n  Mittel- 
senkrechten  je  einer  Seite  mit  je  einer 
Mittelsenkrechten  einer  gegenüberliegenden 
Seite  zusammen.  Ebenso  schliessen  sich  bei 
gerader  Zahl  n  an  eine  als  Achse  gewählte 
Winkelhalbierende  beiderseits  paarweise 
gleiche  Winkel  und  Seiten  an,  bis  auf  einen  letzten 
Winkel,  der  als  nter  mit  jenem  ersten  zu 
paaren  wäre.  Die  Schenkel  desselben  sind  aber 
symmetrische  Geraden  beiderseits  der  Achse, 
also  muss  die  Achse,  welche  den  ersten  Winkel 
halbierte,  auch  diesen  letzten  halbieren.  Und  es 
fällt  auch  jede  der  n  Winkelhalbierenden 
je  eines  Winkels  mit  je  einer  Winkelhal- 
bierenden eines  gegenüberliegenden  Winkels 
zusammen. 

Ist  dagegen  die  Zahl  n  eine  ungerade 
Zahl  (siehe  Figur  87),  so  schliessen  sich  an  eine 
als  Achse  gewählte  Mittelsenkrechte  beider- 
seits paarweise  gleiche  Seiten  und  Winkel  an, 
bis  auf  einen  letzten  Winkel,  der  als  nter 
keinen  paarig  entsprechenden  besitzt.  Da  aber 
dessen  Schenkel  symmetrische  Geraden  beider- 
seits der  Achse  sind,  so  muss  die  Achse,  welche 
die  erste  Seite  senkrecht  halbierte,  auch  diesen 
letzten  Winkel  halbieren.  Und  es  fällt  jede 
der  n  Mittelsenkrechten  je  einer  Seite  mit 
je  einer  Winkelhalbierenden  eines  gegen- 


Antwort.  Wenn  man  in  einem 
regelmässigen  Vieleck  irgend  eine 
der  Mittelsenkrechten  einer  Seite 
oder  irgend  eine  der  Halbierungs- 
linien eines  Winkels  als  Achse 
herausgreift,  so  schliessen  sich  beider- 
seits derselben  lauter  symmetrische  Stücke 
an,  nämlich  zuerst  gleiche  Seiten  bezw. 
Winkelhälften,  dann  lauter  gleich- 
grosse  Winkel  bezw.  Seiten.  Daher  ist 
im  regelmässigen  Vieleck  jede  Mittel- 
senkrechte und  auch  jede  Winkel- 
halbierende  eine  Symmetrieachse. 

Aus  Satz  97  des  IIL  Teils  folgt  daher 
unmittelbar: 

Satz  82.  In  jedem  regelmäs- 
sigen Vieleck  gehen  sämtliche 
Mittelsenkrechten  und  sämt- 
liche Winkelhalbierenden  durch 
einen  und  denselben  Punkt, 
den  Mittelpunkt  des  Vielecks; 
derselbe  hat  gleichen  Abstand 
von  allen  Ecken  und  gleichen 
Abstand  von  allen  Seiten  des 
Vielecks,  ist  also  zugleich 
Mittelpunkt  eines  dem  regel- 
mässigen Vieleck  umgeschrie- 
benen Kreises  und  eines  dem* 
selben  eingeschriebenenKreises. 

Satz  82  a.  Dasregehnässige^i-Eck 
hat  n  Symmetrieachsen,  nämUch  jede 
der  zu  je  zweien  zusammenfallenden 
Mittelsenkrechten  und  Winkel- 
halbierenden. Je  zwei  benach- 
barte  Achsen   bilden   einen  Winkel 

,  und  durch  Umdrehung 


von 


um  einen  Winkel  von 


360'> 


kommt 


die  ganze  Figur  mit  sich  selbst  zur 
Deckung. 
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überliegeuden  Winkels  zusammen;  und  ebenso 
ist  rückwärts  von  einer  Winkelhalbierenden  zu 
schliesseu,  dass  sie  mit  der  Mittelsenkrechten 
ihrer  gegenflberlieg^enden  Seite  zusammenfällt 


Frage  100.  Welche  Anwendung  er- 
fahren die  Begriffe  Gegenseite  und 
Gegenecke  bezw.  Gegenwinkel  beim 
regelmässigen  Vieleck? 

Erkl«  218.  In  weiterer  Ausführung  der 
Erkl.  212  und  der  nebenstehenden  Antwort 
könnte  man  folgende  Aussagen  formulieren: 

Im  geradzahligen  regelmässigen  Vieleck— 
ist  eine  Senkrechte  vom  Mittelpunkt  auf  eine 
Seite  oder  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunkts 
mit  einer  Seitenmitte  zugleich  Mittelsenkrechte 
dieser  und  der  Gegenseite  —  oder  geht  die 
Verbindungslinie  einer  Seitenmitte  mit  der  Mitte 
der  Gegenseite  durch  den  Mittelpunkt  und  ist 
Symmetrieachse  sowie  Mittelsenlorechte  beider 
Gegenseiten  —  oder  geht  eine  Winkelhalbierende 
oder  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunkts  mit 
einer  Ecke  durch  die  Gegenecke  sowie  durdi 
den  Mittelpunkt,  halbiert  beide  Gegenwinkel 
und  ist  Symmetrieachse  —  oder  geht  die  Ver- 
bindungslinie zweier  Geffenecken  durch  den  Mittel- 
punkt und  halbiert  beide  Gegenedcen  —  u.  s.  w. 

Im  ungeradzahligen  regelmässigen 
Vieleck  ist  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunkts 
mit  einer  Seitenmitte  zugleich  Mittelsenkrechte, 
geht  durch  die  Gegenecke  und  halbiert  deren 
Winkel  —  oder  ist  die  Verbindungslinie  des 
Mittelpunkts  mit  einer  Ecke  zugleich  Winkel- 
halbierende ihres  Winkels  und  luttelsenkrechte 
ihrer  Gegenseite  —  oder  geht  die  Verbindungs- 
linie einer  Seitenmitte  mit  ihrer  Gegenecke  durch 
den  Mittelpunkt,  ist  Symmetrieachse  sowie 
Mittelsenkrechte  jener  Seite  und  Winkelhal- 
bierende ihres  Gegenwinkels  —  u.  s.  w. 


.  Antwort.  Bei  einem  regelmässigen 
Vieleck  von  gerader  Zahl  n  hat,  wie 
aus  Erkl.  212  hervorgeht,  jede  Seite 
eine  Gegenseite  und  jede  Ecke  bezw. 
jeder  Winkel  eine  Gegenecke  bezw. 
einen  Gegenwinkel;  dagegen  hat  beim 
regelmässigen  Vieleck  von  ungerader 
Zahl  n  jede  Seite  eine  Gegenecke 
bezw.  einen  Gegenwinkel  und  um- 
gekehrt jede  Ecke  oder  jeder  Winkel 
eine  Gegenseite.  Und  zwar  folgt  aus 
Antwort  100  und  Figur  86  und  87,  dass 
im  geradzahligen  regelmässigen 
Vieleck  die  Mittelsenkrechten  je  zweier 
Gegenseiten  und  ebenso  die  Halbierungs- 
linien je  zweier  Gegenwinkel  zusammen- 
fdlen,  dass  also  je  zwei  Gegenseiten 
parallel  sind;  —  dass  dagegen  im 
ungeradzahligen  regelmässigen 
Vieleck  je  zwei  ungleichartige  dieser 
Linien  zusammenfallen,  nämlich  je  eine 
Mittelsenkrechte  und  eine  Winkelhal- 
bierende an  Gegenseite  und  Gegenecke. 


Frage  101.  Wie  kann  man  sich 
ein  regelmässiges  Vieleck  ent- 
standen denken? 


Antwort.  Ein  regelmässiges  Vieleck 
kann  man  sich  in  folgender  doppelten 
Weise  entstanden  denken  (s.  Figur  88): 
In  einem  Kreise  teile  man  den  Winkel- 
raum von  360^  um  den  Mittelpunkt  durch 

360^ 

n  Eadien  in  n  gleiche  Teile  von  je , 

und  betrachte  dann  entweder  die  aus- 
geschnittenen Kreispunkte  als  Ecken 
eines  Vielecks,  oder  die  Tangenten  in 
diesen  Kreispunkten  als  Seiten  eines 
Vielecks.  Das  erstere  Vieleck  wird  ein 
eingeschriebenes  «-Eck,  das  letztere 
ein  umgeschriebenes  «-Seit  Dass 
beide  lauter  gleiche  Seiten  und 
gleiche  Winkel  besitzen,  beweist  eine 
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Erld.  214.    Denkt  man  sich  bei  der  Um- 

drehnng  um  den  Ton  zweien  der  Badien 

ausgeschnittenen  Fignrenteil  als  GaDzes,  so  er- 
kennt man  beim  eingeschriebenen  M-Eck  die 
Decknng  jeder  Seite  mit  der  nächsten ,  beim 
nmgesc&iebenen  die  Decknng  jedes  Winkels. 
Fasst  man  dann  beim  eingeschriebenen  Vieleck 
das  ans  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen 
Winkel,  bezw.  beim  umgeschriebenen  das  ans 
zwei  Winkeln  nnd  der  zwischenliegenden  Seite 
gebildete  Fignrenstück  als  Ganzes  anf  *  so  er- 
kennt man  bei  der  ümdrehnng  auch  die  Decknng 
der  Winkel  des  eingeschriebenen  nnd  der  Seiten 
des  umgeschriebenen  Vielecks. 

Erld*  215.  Derselbe  Beweis  der  Seiten- 
mid  Winkelgleichheit  könnte  anch  dnrch  die 
Kongruenz  der  jeweils  eiuander  benachbarten 
Dreiecke  geführt  werden. 


Umdrehung  der  Figur  um  den  Mittel- 

3600 

punkt  um  den  Betrag  von .   Dadurch 

fallt  jeder  Radius  auf  den  folgenden, 
also  jede  Ecke  und  Seite  und  Winkel 
eines  der  beiden  Vielecke  auf  das  nächst- 
folgende Element ;  und  daher  sind  sämt- 
liche Seiten  und  Winkel  gleich,  da  durch 
wiederholte  Umdrehungen  jedes  dieser 
Elemente  mit  jedem  andern  zur 
Deckung  gebracht  werden  kann. 


Frage  102.  Welche  weitere  Be- 
ziehungen haben  die  beiden  Vielecke 
der  Figur  88  zum  Kreise? 

Erkl.  216.  Man  bezeichnet  die  beiden  Eadien 
emes  regelmässigen  Vielecks  mit  feststehenden 
Zeichen,  nämlich  den  grossen  Badins  mit  r, 
den  kleinen  mit  ^,  anch  die  Seiten  mit  S  oder  s. 
Bnrch  einen  Index  wird  dann  beigefügt,  welches 
die  Ecken-  bezw.  Seitenzahl  des  betrachteten 
Vielecks  ist.    So  bezeichnet  man  z.  B.: 

mit  r^  den  grossen  Badins  eines  regelmässigen 
Fünfecks, 

mit  g^Q  den  kleinen  Badins  eines  regelmässigen 
Zehnecks, 

mit  8h  die  Seite  eines  re|;elmä8sigen  n-Ecks, 
das  einem  gegebenen  Kreise  emgeschrieb  enist, 

mit  Sin  die  Seite  eines  regelmässigen  2n- 
Ecks,  das  einem  gegebenen  Kreise  umge- 
schrieben ist. 

In  Figur  88  wäre  also: 

nnd  für  das  erstere  Vieleck  r»  =  MA^  Qn  =  MC; 
für  das  letztere  Vieleck  r»  =  MB^  Qn  =  MA. 

ErU«  217.  Betrachtet  man  das  Vieleck 
^DG^  •  •  •  X  in  Bezng  auf  den  Kreis  der  Pnnkte 
ZCF,  so  sind  AZ  Tmä  AC,  DC  nnd  DF  Tan- 
genten vom  gleichen  Pnnkte,  das  Vieleck 
ADG  "*  X  wird  das  umgeschriebene  Vieleck 
dieses  Kreises.  Ebenso  entstehen  beim  Vieleck 
TBE  in  Bezng  anf  den  Kreis  der  Pnnkte  YBE 
als  Badien  die  Strecken  MY,  MB^  MC\  man 
erhält  die  Dreiecke  MYB,  MBE  mit  Höhen  MA 
nnd  MD,  als  Winkelhalbierenden  der  vorigen 
Badien. 

Erkl.  218.  Für  die  gewöhnliche  Anwendung 
wird  von  den  beiden  Arten  der  Entstehung  des 
Vielecks  meist  nur  die  eine,  nämlich  die  erste 


Antwort.  In  dem  eingeschrie- 
benen Vieleck  ADG  •  •  •  X  entstehen 
gleichschenklige  Dreiecke  über  den  Seiten 
mit  gemeinsamer  Spitze  M;  die  Höhen 
derselben  sind  die  Winkelhalbierenden 
der  Badien,  haben  also  gleiche  Länge 
MC  =  MF="'MZ.  EinKreisumitf 
mit  dieser  Länge  als  Badins  berührt 
also  jede  der  Seiten  des  Vielecks  im 
Mittelpunkte  C,  JF  •  •  •  Z  Dieser  Kreis 
ist  der  eingeschriebene  Kreis  des 
Vielecks,  der  ursprüngliche  sein  um- 
geschriebener Kreis.  Man  nennt 
den  Badins  des  umgeschriebenen  Kreises 
auch  den  grossen  Badins  des  Viel- 
ecks, den  des  eingeschriebenen  Kreises 
den  kleinen  Eadius  des  Vielecks. 

In  dem  umgeschriebenen  Vieleck 
BE-'Y  sind  etwa  AB  und  DB  Tan- 
genten in  den  Kreispunkten  Ä  und  D, 
also  muss  ihr  Schnittpunkt  B  nach  Satz  13 
auf  der  Winkelhalbierenden  des  Mittel- 
punktswinkels AMD  liegen,  also  auf  der 
Verlängerung  der  Winkelhalbierenden 
MC.  Diese  Strecke  MB  aber  gelangt 
bei  der  Umdrehung  zur  Deckung  mit  der 
Strecke  ME  •  •  •  •  MV,  also  sind  auch  die 
Längen  MB  =  ME=  •  •  •  MV-,  und  ein 
Kreis  um  Jlf  mit  dieser  Länge  als  Badins 
geht  durch  jede  der  Ecken  des  Vielecks 
BE .  • .  r.  Dieser  Kreis  ist  also  für 
das  neue  Vieleck  der  umgeschriebene 
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gebraucht.    Man  erzeugt  also  ein  gefordertes  Kreis,  der   ursprüngliche  der  ein  ge- 
Vieleck als  eingeschriebenes  Vieleck  eines   gchriebeue,  oder  es  ist: 
Kreises  mit  beliebig  gewähltem  Radius.  ,^_    '.^  ,.,^ 

MB  =  ME  =  •  •  •  Ml 


sein  grosser  Radius, 

MÄ=zMDz=iMG=z 

sein  kleiner  Eadius. 


MX 


Frage  103.    Wie  gestaltet  sich  die 

Anwendung  der  bisherigen  Ergebnisse 

auf  die    einfachsten    Fälle   der   regel-       Antwort.     Wenn   die  Zahl  n   die 

massigen  Vielecke?  ßeü^e  ^^^  zahlen  von  3  an  durchläuft, 

so  erhält  man  folgende  Einzelfälle: 
Figur  89. 

a)  Das  regelmässige  Dreieck  ist 
das  gleichseitige  Dreieck  (siehe 
Figur  89).  Dasselbe  hat  drei  gleiche 
Seiten  und  drei  gleiche  Winkel  von  60^. 
Der  Mittelpunktswinkel  seiner  Radien 

8f?0 

ist  -g-  =  120®.     Sein  grosser  Kadius 

ist  zwei  Dritteile,  der  kleine  Badius  ein 
Dritteil  der  Höhe  des  Dreiecks,  es  ist 
nämlich  jeder  „obere  Höhenabschnitt" 
ein  grosser,  jeder  „untere  Höhenab- 
schnitt" ein  kleiner  Radius.  Daher  ist 
der  grosse  Radius  kleiner  als  die  ganze, 
aber  grösser  als  die  halbe  Dreieclöseite, 
der  kleine  aber  kleiner  als  die  halbe 
Dreiecksseite. 


b)  Das  regelmässige  Viereck 
ist  das  Quadrat  (siehe  Figur  90),  Das- 
selbe hat  vier  Winkel  von  90®,  zum 
Mittelpunktswinkel  der  Radien  ebenfalls 

—-  =  90®.  Der  grosse  Radius  ist  gleich 

der  Hälfte  der  Diagonale,  also  wieder 
kleiner  als  die  ganze,  aber  grösser  als 
die  halbe  Vierecksseite.  Der  kleine 
Radius  ist  gleich  der  Hälfte  der  Mittel- 
parallelstrecke,  also  gleich  der  halben 
Vierecksseite. 


c)  Das  regelmässige  Fünfeck 
(s.  Figur  91)  hat  Innenwinkel  von  108®, 
der  Mittelpunktsmnkel  der  Radien  ist 

-^  =  72®.     Der   grosse   Radius  ist. 
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Figur  91. 


Fignr  92. 


wie  inuner,  grösser  als  die  halbe  Vielecfcs- 
seite,  aber  wegen  der  Winkel  72^,  54®, 
54®  des  Dreieäis  MÄD  noch  nicht  so 
gross  als  die  ganze  Seite;  der  kleine 
Radius  ist  wegen  der  Winkel  36®,  54®, 
90®  des  Dreiecks  MAC  jetzt  grösser  als 
die  halbe  Vielecksseite.  —  Das  «regel- 
mässige Fünfeck  kann  mit  den  Hilfs- 
mitteln der  bisherigen  Ergebnisse  der 
Elementargeometrie  nicht  konstruiert 
werden,  sondern  erst  mittels  der  im 
VL  Teile  dieses  Lehrbuches  zu  gewinnen- 
den Kenntnisse  durch  Anwendung  der 
Lehre  von  der  Proportionalität  ähnlicher 
Figuren. 


d)  Das  regelmässige  Sechseck 
(s.  Figur  92)  hat  Innenwinkel  von  120®, 
der  Mittelpunktswinkel  der  Eadien  ist 

i|5.  =  60®.  Daher  hat  das  Dreieck  ADif 

drei  gleiche  Winkel  von  60^,  und  da- 
durch auch  drei  gleiche  Seiten: 

AD  =  AM=  DM. 

Also  ist  beim  regelmässigen  Sechs- 
eck der  grosse  Radius  gleich  der 
Sechsecksseite,  oder  umgekehrt:  die 
Seite  des  regelmässigen  Sechsecks 
ist  gleich  dem  Radius  des  um- 
geschriebenen Kreises.  Der  kleine 
Radius  ist  grösser  als  die  halbe  Vielecks- 
seite. —  Jede  Seite  des  regelmässigen 
Sechsecks  ist  ihrer  Gegenseite  parallel, 
ebenso  wie  dies  beim  Quadi-at  der  Fall 
war. 


e)  Das  regelmässige  Siebeneck 
(siehe  Figur  93)  hat  Innenwinkel  von 

128y  Grad,  der  Mittelpunktswinkel  der 

Radien  ist  -y-  =  5 1  y  Grad.  Der  grosse 

Radius  und  (wie  die  Messung  zeigt)  auch 
der  kleine  Radius  sind  hier  wie  bei 
allen  folgenden  Vielecken  grösser  als 
die  Vielecksseite.  —  Das  regelmässige 
Siebeneck  ist  mit  den  Hilfsmitteln  der 
Elementargeometrie  überhaupt  nicht  kon- 
struierbar, sondern  kann  nur  durch 
Probieren  gefunden  werden. 
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Figur  94. 


Figur  95. 


Figur  96. 
e 


f)  Das  regelmässige  Achteck 
(s.  Figur  94)  mit  Innenwinkeln  von  135®, 
Mittelpunktswinkeln    der    Badien    von 

-g-  ==  45^  kann  wegen  dieser  letzteren 

Winkelgrösse  elementar  konstruiert  wer- 
den, indem  man  erst  in  den  gegebenen 
Kreis  ein  Quadrat  zeichnet  und  dann 
die  Kreisbogen  zwischen  je  zwei  Eck- 
punkten halbiert  —  bezw.  indem  man 
am  Mittelpunkt  die  Winkel  zweier  senk- 
rechten Durchmesser  halbiert  —  Durch 
Fortsetzung  desselben  Verfahrens 
der  Winkelhalbierung  erhält  man  die 
Reihe  der  regelmässigen  Vielecke:  Vier- 
eck, Achteck,  Sechzehneck,  Zwei- 
unddreissigeck,  •  ••,  also  alle  die- 
jenigen, deren  Eckenzahl  eine  Potenz 
von  2  ist,  oder  die  Gestalt  2*  hat 


g)  Das  regelmässige  Neuneck 
(s.  Figur  95)  mit  Innenwinkeln  von  14<J<^, 

Mittelpunktswinkeln  von— g— =40®kann 

nicht  elementar  konstruiert  werden,  son- 
dern muss  durch  Probieren  gefunden 
werden,  indem  man  z.  B.  ein  regel- 
mässiges Dreieck  in  den  Kreis  zeichnet 
und  den  Kreisbogen  zwischen  zwei  Ecken 
durch  Versuche  mit  dem  Zirkel  in  drei 
Teile  teilt 


h)  Das  regelmässige  Zehneck 
(s.  Figur  96)  mit  Innenwinkeln  von  144'-, 

Mittelpunktswinkeln  von  -j^==36®  ist 

ebenso  wie  das  Fünfeck  erst  mit  später 
zu  gewinnenden  Hilfsmitteln  konstruier- 
bar. Es  steht  mit  dem  Fünfeck  in 
derselben  Beziehung,  wie  Ackteck  mit 
Viereck;  und  durch  fortgesetzte  Hal- 
bierung der  Mittelpunktswinkel  entsteht 
die  Reihe  der  regehnässigen  Vielecke: 
Fünfeck,  Zehneck,  Zwanzigeck,  •  •, 
also  alle  diejenigen,  deren  Eckenzahl 
das  fünffache  einer  Potenz  von  2 
ist,  oder  die  Gestalt  5-2*  hat 
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Figur  97. 


i)  Das  regelmässige  Zwölfeck 
(s.  Figur  97)  mit  Innenwinkeln  von  150®, 

Mittelpunktswinkeln  von  -jg-  =  30*^  kann 

auf  zweifache  Weise  gewonnen  werden 
aus  schon  vorhandenen  Vielecken,  näm- 
lich entweder  durch  Dreiteilung  des 
rechten  Mittelpunktswinkels  beim 
Quadi'at,  oder  durch  Zweiteilung  des 
Mittelpunktswinkelsbeim Sechseck.  Denn 
beide  Konstniktionen  sind  elementar  aus- 
führbar und  liefern  den  Winkel  von 
30**.  —  Durch  fortgesetzte  Winkelhal- 
bierung entsteht  dann  die  Reihe  der  regel- 
mässigen Vielecke:  Sechseck,  Zwölf- 
eck, Vierundzwanzigeck,  •  • ',  also 
alle  diejenigen,  deren  Eckenzahl  das 
Dreifache  einer  Potenz  von  2  ist, 
oder  die  Gestalt  3-2*  hat. 


Frage  104.  Welche  Figuren  ent- 
stehen, wenn  in  einem  regelmässigen 
Vieleck  jede  Ecke  statt  mit  dem  nächst- 
folgenden und  vorhergehenden  Punkte, 
mit  andern  Punkten  verbunden  wird? 

Erkl.  219.  Verbindimg  jedes  Punktes  mit 
dem  ttten  folgenden  wäre  dasselbe,  wie  Ver- 
bindung nüt  sich  selbst,  und  liefert  kein  Vieleck; 
Verbindung  jedes  Ponktes  mit  dem  (n-|-l)ten, 
(«  +  2)ten  vor-  und  rückwärts  ist  dasselbe, 
wie  Verbindnng  mit  dem  Iten,  2ten  n.  s.  w. 
Man  konnte  also  die  Beihe  der  zu  verbindenden 
Punkte  ins  unbegrenzte  sieb  fortsetzen  lassen 
und  erhält  doch  nur  immer  die  ganz  beschränkte 
Anzahl  von  Vielecken. 

Erkl«  220.  Man  kann  die  Verbindnng  ent- 
weder von  einem  Punkte  aus  in  einerBichtung 
vornehmen  oder  nach  beiden  Bichtungen.  Bei 
gleicher  Zahl  k  liefert  beides  dieselben  Vielecke. 
Denn  der  Arte  Punkt  vorwärts  ist  eben  derselbe 
Punkt,  als  der  (n  —  A;)te  rückwärts.  Also  liefert 
je  ein  Vieleck  mit  Sehnen  nach  dem  Arten,  8 Arten, 
3 Arten  Punkt  vorwärts  genau  dieselben  Seiten 
wie  dasjenige  mit  Sehnen  nach  dem  (n  —  A;)ten, 
(2n  — 2A:)ten  u.  s.  f.  vorwärts,  d.  h.  wie  das- 
jenige nach  dem  A;ten,  2A;ten,  3A;ten  rück- 
wärts. 

Erkl.  221*  Ueber  Stern v4elecke  vergleiche 
man  auch  Aufgabe  131  und  Erkl.  199  im  II.  Teile 
dieses  Lehrbuches.  Daselbst  wurde  die  Summe 
der  Spitzenwinkel  beim  Stemfünfeck  und  einem 
Sechseck  gefunden  zu  (n  — 4)  IBQO.  Dies  ist 
für  das  regelmässige  Stemvieleck  leicht  zu  be- 
stätigen.   Denn  jeder  Spitzenwinkel  ist  Peri- 


Antwort.  Wenn  die  Peripherie 
eines  Kreises  in  n  gleiche  Teile  geteilt 
ist,  so  kann  jeder  Punkt  (als  Punkt 
Null)  verbunden  werden  mit  dem  erst-, 
d.  h.  nächstfolgenden  und  nächstvorher- 
gehenden, oder  mit  dem  zweitfolgenden 
und  zweitvorhergehenden,  oder  mit  dem 
dritten  vorwärts  und  rückwärts,  allge- 
mein mit  dem  A;-ten  Punkte  vor-  und 
rückwärts,  oder  mit  dem  iten  und  dem 
(n  —  k)  ten  in  gleicher  Richtung.  Es  gäbe 
also  im  ganzen  sovielerlei  Verbindungs- 
arten, als  die  Zahl  y  ganze  Einheiten 

enthält.  Denn  die  Verbindung  mit  Punk- 
ten über  der  Hälfte,  oder  gar  über  der 
Zahl  n  selbst  liefert  wieder  die  gleichen 
Vielecke,  nur  in  umgekehrtem  bezw. 
gleichem  Umlaufe. 

Unter  diesen  Vielecken  ist  das  erste 
[Verbindung  jedes  Punktes  mit  dem  Iten 
und  (n — l)ten]  das  schon  oben  be- 
trachtete ;  die  andern  sind  überschlagene 
Vielecke  von  der  Art  der  Sternviel- 
ecke, enthalten  also  im  Innern  das 
erstgenannte  Vieleck  und  bestehen  aus 
irgend  welchen  Verlängerungen  von 
dessen  Seiten.    Wegen  der  Symmetrie 
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pheriewinkel  Über  einem  Vielfachen  von 


3600 


hat  also  als  Grösse  ein  Vielfaches  von 


180 


Da 


es  n  solche  Winkel  sind,  so  entsteht  ein  Viel- 
faches von  1800,  nämlich  wie  leicht  einzusehen 
(n  — 2ä;)-1800;  ist  also  fc  =  2,  wie  bei  den 
genannten  beiden  Fällen,  so  wird  anch  richtig 
(n  —  2k)  180  =  (n  —  4) .  1800. 


Erkl.  222*  Der  Drehnngswinkel  einer  Vielecks- 
seite zur  benachbarten  ersten  ist  beim  einfachen 
Vieleck  gleich  dem  Anssenwinkel  des  Vielecks, 

also  ,  der  Winkel  mit  der  zweiten  2 , 

3600 

mit  der  dritten  3 .   Es  kann  also  eine  Seite 

n 

die  Verlängerung  der  zweitbenachbarten  schnei- 

360 

den,  wenn  2 ,  die  der  drittbenachbarten, 

n 

Q   360 

wenn  3 u.  s. 

n 


noch  nnter  180o  liegt. 

Indem  dann  jede  Seite  die  A;te  benachbarte  Seite 
trifft,  entstehen  die  Spitzenpunkte  desjenigen  Viel- 
ecks, bei  welchem  jede  Ecke  mit  der  ^ten  benach- 
barten verbunden  ist    Daher  kann  k  wachsen 

bis  k :=  1800  ist,  also  auch  hiemach  wieder 


von  1  bis  -g-. 


Und  man  erhält  die  verschiedenen 

Stemvielecke  aus  den  einfachen  durch  Schnitt 
jeder  Seite  mit  der  Verlängerung  der  Ä;ten  be- 
nachbarten vorwärts  und  rückwärts. 


Erkl.  228.  Ist  A;  in  n  enthalten,  z.  B.  n  =  g  •  k, 
80  läuft  schon  die  $te  Sehne  wieder  nach  dem 
Oten  Punkte,  und  dann  entsteht  ein  Stem-n-Eck 

aus  k  getrennten,  mit  Drehung  um kon- 
gruent ineinander  geschobenen  einfachen  Viel- 
ecken von  der  Eckenzahl  g  =  ^,  Haben  k  und  n 

k 

einen  gemeinschaftlichen  Teiler  t,  z.  6.  h  =  a-^ 
k  z=  b'ti  so  läuft  die  ate  Sehne  wieder  durch 
den  Oten  Punkt,  denn  sie  geht  durch  dena-ifcten 
oder  a-h-tten  oder  fc  •  wten  Punkt,  der  eben  wieder 
der  nte  oder  Ote  Punkt  ist;  dann  entsteht  ein 
Stem-n-Eck  aus  t  getrennten,  mit  Drehung  um 
360     ,  . 

kongruent  meinander  geschobenen  ein- 
fachen Vie^^cken  oder  Sternvielecken  von  der 
Eckenzahl  a  =  —    Nur  wenn  also  k  und  « 

keine  gemeinschaftliche  Teiler  haben,  oder 
wenn  sie  „relativ  prim"  sind,  geht  erst  die 
nte  Sehne  wieder  durch  den  Oten  Punkt,  weil 
erst  n-k  durch  n  teilbar  wird,  aber  kein  kleineres 
Vielfaches  von  k. 


sind  sie  aber  sämtlich  auch  regelmässige 
Vielecke  mit  lauter  gleichen  Seiten  und 
gleichen  Winkeln. 

Ist  nun  aber  die  Zahl  k  in  der  Zahl  u 
enthalten,  so  gelangt  man  beim  Ausgang 
von  einem  Oten  Punkte  wieder  zu  dem- 
selben als  nten  Punkte  zurück,  bevor 
alle  andern  durchlaufen  sind:  dann  ent- 
steht als  Gesamtheit  ein  aus  mehreren 

einfachen  Vielecken  von  y  Ecken  zu- 
sammengesetztes Stemvieleck.  Dasselbe 
tritt  ein,  wenn  die  Zahlen  k  und  n  einen 
gemeinsamen  Teiler  haben.  Insbesondei-e 
erscheint  bei  gerader  Zahl  n  stets  die 

aus    den   y  Durchmessern   bestehende 

Figur  als  ein  Grenzfall  dieser  Vielecke. 

Haben  aber  n  und  k  keinen  gemein- 
schaftlichen Teiler  —  und  dies  gilt  bei 
einer  Primzalil  n  für  jede  Zahl  A,  bei 
einer  nicht  primen  Zahl  n  doch  für  alle 
Zahlen  A;,  welche  mit  n  keinen  gemein- 
schaftlichen Teiler  besitzen  oder  mit  « 
„relativ  prim"  sind,  —  so  entstehen  jedes- 
mal Stern  Vielecke  aus  n  Sehnen,  von 
denen  erst  die  nte  wieder  nach  dem 
Oten  Punkte  führt. 

Für  jedes  dieser  Stemvielecke  aber 
besteht  ein  umgeschriebener  Ki-eis  der 
Hauptecken,  und  ein  eingeschriebener 
Kreis,  der  die  Seiten  berührt.  Gemein- 
samer Mittelpunkt  beider  ist  der  gemein- 
same Schnittpunkt  aller  Mittelsenkrechten 
und  Winkelhalbierenden  der  „Spitzen- 
winkel". Daneben  lässt  sich  immer  auch 
ein  umgeschriebener  Kreis  der  n  Neben- 
ecken zeichnen,  welch  letztere  von  dem 
im  Innern  liegenden  einfachen  und 
ebenfalls  regelmässigen  ^i-Eck  gebildet 
werden. 
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Frage  105.  Welche  Arten  von  regel- 
mässigen Sternvielecken  entstehen  auf 
Grund  der  vorigen  Antwort  in  den  ein- 
fachsten Fällen  der  Zahl  n? 

Erkl.  S24.  Ist  allgemein  die  Kreislinie  in 
n  gleiche  Teile  geteilt  nnd  verbindet  man  jeden 
Pnnkt  mit  dem  ersten  beiderseits  benachbarten 
Pnnkte,  so  entsteht  das  einfache  regelmässige 
/t-Eck,  dasselbe  entsteht  anch  bei  Verbindung 
jedes  Punktes  mit  dem  (n  —  I)ten  benachbarten, 
oder  mit  dem  (n  -f- 1)  ten  oder  dem  (2n  +  l)ten 
u.  s.  -w. 

Ebenso  entsteht  immer  dasselbe  Vieleck, 
wenn  jeder  Punkt  verbunden  wird  mit  dem  A;ten 
oder  dem  {n-{-h)teii  oder  dem  (2n  +  *)ten 
n.  s.  w.,  bezw.  mit  den  (n  —  Ä:)ten  oder  dem 
^2«  —  Ar)  ten  u.  s.  w.    Ist  n  eine  gerade  Zahl, 

so  entsteht  die  Figur  von  -^  Durchmessern,  wenn 

n  ^ 

k  =  -^gesetzt  wird;  und  keine  Figur  entsteht, 

wenn  jeder  Pnnkt  verbunden  wird  mit  dem 
nten,  2 91  ten  •  •  •,  denn  dies  ist  stets  jeder  Punkt 
selbst.  — 

In  nebenstehender  Antwort  ist  vom  Viereck 
an  die  Besprechung  derjenigen  FäUe  weggelassen, 
bei  welchen  nur  die  Durchmesser  oder  nur  die 
Punkte  selbst  erhalten  würden.    Es  sind  also 

weggelassen  die  Ziffern  A;  =  ~,  A;=:n,  &  —  2n, 

allgemein  k  =  nlz  +-ö")  ^^^  ^  =  **•*• 

Erkl.  225.  Das  in  Figur  98  dargesteUte 
Stemfünfeck  wurde  von  den  alten  Mathematikern 
(der  Schule  des  Pythagoras)  sehr  ausführlich 
behandelt.  Es  dient  daher  häufig  als  magisches 
Zeichen  und  dergleichen.  Jede  Winkelhalbie- 
rende eines  Spitzenwinkels  ist  Mittelsenkrechte 
einer  Seite,  und  zwar  seiner  Gegenseite,  nämlich 

Figur  98. 


Antwort,  a)  Ist  der  Kreis  in  drei 
gleiche  Teile  geteilt,  so  entsteht  bei 
Verbindung  jedes  Punktes  mit  dem  beider- 
seits ersten  oder  vierten,  siebten  u.  s.  w. 
benachbarten  Punkte  das  gewöhnliche 
regelmässige  Dreieck. 

Bei  Verbindung  je  mit  dem  zweiten 
oder  fünften,  achten  u.  s.  w.  benach- 
barten entsteht  dieselbe  Figur  in 
umgekehrtem  Umlauf. 

Verbindung  mit  dem  dritten,  sechs- 
ten u.  s.  w.  Punkte  entsteht  gar  keine 
Figur,  da  nur  die  drei  Teilpunkte 
selbst  erhalten  würden. 

b)  Ist  der  Kreis  in  vier  gleiche 
Teile  geteilt,  so  entsteht  das  .regel- 
mässige einfache  Viereck,  in  posi- 
tivem bezw.  negativem  Umlauf,  wenn 
jeder  Punkt  verbunden  wird  mit  dem 
ersten,  fünften,  neunten  u.  s.  w.  bezw. 
mit  dem  dritten,  siebten,  elften  u.  s.  w. 
benachbarten  Punkte  vorwärts  und  rück- 
wärts. 

Verbindung  mit  dem  zweiten,  sechs- 
ten u.  s.  w.  Punkte  lieferte  die  beiden 
senkrechten  Durchmesser,  mit  dem 
vierten,  achten  u.  s.  w.  nur  diese 
Punkte. 

c)  Ist  der  Kreis  in  fünf  gleiche 
Teile  geteilt,  so  entsteht  das  einfache 
regelmässige  Fünfeck  bei  Verbin- 
dung jedes  Punktes  mit  dem  ersten, 
sechsten  •  •  •  bezw.  mit  dem  vierten, 
neunten  •  •  •  Punkte. 

Verbindung  jeden  Punktes  mit  dem 
zweiten,  siebenten  bezw.  mit  dem  dritten, 
achten  u.  s.  w.  Punkte  liefert  das  so- 
genannte „Pentagramm",  als  erste 
der  neu  entstehenden  Figuren  (siehe 
Figur  98). 

d)  Ist  der  Kreis  in  sechs  gleiche 
Teile  geteilt,  so  entsteht  ausser  dem 
regelmässigen  einfachen  Sechseck  bei 
Verbindung  jedes  Punktes  mit  dem 
zweiten  u.  s.  w.  eine  aus  zwei  Dreiecken 
gebildete  Figur,  deren  Inkreis  der  In- 
kreis des  demselben  Kreise  eingeschrie- 
benen regelmässigen  Dreiecks  ist  (siehe 
Figur  99).    Je  zwei  Gegenseiten  sind 
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der  dritten  von  seiner  Ecke  aus.  Zugleich  ist 
diese  Linie  Mittelsenkrechte  einer  Seite  des 
innem  Fünfecks  und  daher  auch  Winkelhal- 
bierende eines  Winkels  dieses  Fünfecks. 


Erkl.  226»  Will  man  nur  diejenigen  Stern- 
yielecke  als  neue  Figuren  anrechnen,  welche  in 
sich  geschlossen  sind,  also  nicht  ans  zwei  oder 
mehr  getrennten  Figuren  zusammengesetzt  sind, 
so  muss  man  auf  Grund  der  Erkl.  223  aussagen, 
dass  soviele  verschiedene  n-Ecke  entstehen 
können,  als  in  der  ganzen  Reihe  Zahlen  von  1 

bis  zu  -^  Zahlen  „relati  v  prim"  zu  n  enthalten 

sind.  Untersucht  man  diese  Zahlen,  so  findet 
man,  dass  die  im  folgenden  durch  fetten  Druck 
hervorgehobenen  Ziffern  allein  übrig  bleiben, 
also  in  folgender  Anzahl: 


Figur  99. 
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Dreieck 
Viereck 

Fünfeck  und  1  Sternfünfeck 
Sechseck 

Siebeneck  und  2  Stemsiebenecke 
Achteck  und  1  Stemachteck 
Neuneck  und  2  Stemneunecke 
Zehneck  und  l  Stemzehneck 
Elfeck  und  4  Stemelfecke 
Zwölfeck  und  1  StemzWölfeck 
Dreizehneck  und  5  Stemdreizehnecke 
Vierzehneck  und  2  Stemvierzehnecke 
Fttnfzehneck  und  3  Stemffinfzehnecke 
1  Sechzehneck  und  3  Stemsechzehnecke 
Siebzehneck  und  7  Stemsiebzehnecke 
Achtzehneck  und  2  Stemachtzehnecke 
NeuDzehneck  und  8  Stemneunzehnecke 
Zwanzigeck  und  3  Stemzwanzigecke 


Erkl»  227»  Ebenso  wie  innerhalb  des  Stern- 
vielecks für  das  grösstmögliche  k  die  sämt- 
lichen Stemecke  für  kleinere  k  enthalten  sind, 
so  kann  man  auch  sagen,  dass  das  einfache 
Vieleck  für  A;  =  1  die  sämtlichen  übrigen  liefert. 
Denn  durch  Verlängerung  seiner  Seiten  kommen 
diejenigen  Linien  zum  Schnitt,  welche  die  übrigen 
Sternvielecke  bilden.  Nur  liegen  alle  übrigen 
ausserhalb  des  ursprünglichen  einfachen  Viel- 
ecks, ebenso  wie  bei  der  erstbetrachteten  Figur 
alle  Vielecke  für  A;  >  1  dasjenige  mit  k=l  als 
innerstes  einschliessen. 

Erkl.  228.  In  den  Figuren  98  bis  105  sind 
nicht  alle  besprochenen  Fälle  dargestellt,  son- 
dern weggelassen  sind  sämtliche  nur  aus  Durch- 
messern bestehenden  Figuren.  Femer  sind  von 
den  Figuren  des  Neunecks  nur  eine  und  vom 
Elfeck  nur  eine  gezeichnet,  um  die  darin  ent- 
haltenen zu  vergegenwärtigen,  das  Zehneck  aber 
ganz  weggeblieben  und  ebenso  das  Zwölfeck. 
Letzteres  würde  aufzuweisen  haben: 

1)  das  einfache  Zwölfeck, 

2)  das  aus  zwei  Sechsecken  bestehende, 


parallel.  Jede  Winkelhalbierende  ist  zu- 
gleich Winkelhalbierende  zweier  gegen- 
überliegenden Spitzenwinkel  und  Mittel- 
senkrechte zweier  Gegenseiten  sowohl 
des  StemsechseckS;  als  des  innem  ein- 
fachen Sechsecks. 

e)  Ist  der  Kreis  in  sieben  gleiche 
Teile  geteilt,  so  entsteht  bei  Verbin- 
dung jedes  Punktes  mit  dem  zweiten, 
neunten  •  •  •  oder  dem  fünften ,  zwölf- 
ten u.  s.  w.  Punkte  ein  Stemsiebeneck 
(s.  Figur  100),  dessen  einzelner  Spitzen- 

1      3 

Winkel  gleich    g-'y^^^^  is*  (^so  zu- 

sammen    7.-^^^  =  3-180**)  und    von 

dessen  innerem  einfachen  Siebeneck  jede 
Seite  die  zweitbenachbarte  in  Verlänge- 
rung schneidet. 
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Figur  100. 


Figur  101. 


3)  das  aus  drei  Quadraten  bestehende, 

4)  das  aus  vier  Dreiecken  bestehende, 

6)  das  einzige  in  sich  geschlossene  Stern- 
zwölfeck, 

6)  die  Gesamtheit  der  sechs  Durchmesser  des 


Figur  102. 


Erid.  229.  Ans  Betrachtung  der  Figuren  104 
und  105  und  aus  den  nebenstehenden  Aus- 
einandersetzungen lassen  sich  leicht  folgende 
allgemeine  Schlttsse  ziehen: 

Die  n  Seiten   des   einfachen   regelmässigen 

»-Ecks  haben  zusammen  ^  ,"7  Schnitt- 
punkte.  Dieselben  verteilen  sich  zu  je  n  auf 
— ö —  Kreise,  wobei  für  ein  gerades  n  die  un- 
endlich fem  liegenden  Schnittpunkte  paralleler 
Gegenseiten  als  Kreispunkte  gelten.  Je  n  auf 
einem  Kreise  liegenden  Punkte  bilden  ein  Stem- 
»-Eck,  in  dem  jeder  Punkt  mit  dem  A;ten  benach- 
barten verbunden  ist,  und  als  Schnittpunkt  einer 
Seite  des  innersten  einfachen  regelmässigen 
»i-Ecks  mit  der  X;ten  benachbarten  Seite  er- 
scheint. 


Bei  Verbindung  mit  dem  dritten, 
zehnten  •  •  •  oder  dem  vierten,  elften  •  •  • 
Punkte  aber  entsteht  ein  Stemsiebeneck 
(siehe  Figur  101)  dessen  einzelner  Spitz- 
winkel gleich  y y360<^  ist  (also  zu- 

sammen  '^'-öTf  =  1^0^)  und  von  dessen 

innerem  einfachen  Siebeneck  jede  Seite 
die  drittbenachbarte  in  Verlängerung 
schneidet.  Bei  diesem  Stemsiebeneck  ist 
also  sowohl  das  einfache  Siebeneck,  als 
das  in  Figur  100  dargestellte  Stern- 
siebeneck im  Innern  des  grossen  noch- 
mals vorhanden.  Und  daher  hat  man 
auch  ausser  dem  grossen  Umkreis  noch 
einen  Ereis  durch  die  sieben  Ecken  des 
ersteren  und  einen  durch  die  sieben  Ecken 
des  letzteren  Siebenecks. 

f)  Ist  der  Kreis  in  acht  gleiche 
Teile  geteilt,  so  liefert  die  Verbindung 
mit  dem  zweiten  u.  s,  w.  Punkte  ein 
Sternachteck  aus  zwei  um  45^  ver- 
schobenen kongruenten  Vierecken  (siehe 
Figur  102),  dessen  Inkreis  der  Inkreis 
des  Vierecks  ist,  und  dessen  Winkelhal- 
bierende zwei  Gegenwinkel  und  zwei 
parallele  Gegenseiten  halbiert.  Spitzen- 
winkel einzeln  =  90®,  zusammen  4  •  180^. 

Verbindung  mit  dem  dritten  •  •  •  bezw. 
fünften  •  •  •  Punkte  aber  liefert  ein  Stern- 
achteck (siehe  Figur  103),  das  im  Innern 
ein  einfaches  regelmässiges  Achteck  ent- 
hält, sowie  nochmals  das  vorgenannte 
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In  demselben  ist  ein  Spitzenwinkel  Peripherie- 

Winkel  über  («  —  2A;)  Bogenstücken  von , 

also  hat  jeder  einzelne  Spitzenwinkel  im  Stemeck 
ktei  Ordnung  ^^^^-ISOO  =  I8OO A  —  — \ 
also  alle  n  Spitzenwinkel  zusammen  (n—2k)*  I8O0. 
Da  aber  k  wachsen  kann  von  1,  2  bis  -q-,  so 
erhält  man  die  Reihe  der  Stemecke  mit  fiinzel- 
winkeln:  180  A  —  — Y  180  A  -  — Y  big  herab 

zu  00  (Durchm.)  und  Winkelsumme  (n  —  2)  I8O0, 
(n  —  4)- 1800  •  •  •  bis  herab  zu  0®,  worunter  das 
erste  jeweils  die  Winkelgrössen  des  einfachen 
regelmässigen  Vielecks  sind. 


in  Figur  102  dargestellte  Achteck.  Jede 
Seite  des  ersteren  ist  mit  der  diitt- 
benachbarten  zam  Schnitt  gebracht  Da- 
her hat  dieses  Achteck  auch  je  zwti 
parallele  Gegenseiten  u.  s.  w.,  und  zwei 
kleinere  Kreise  durch  die  Nebenecken. 
Spitzenwinkel  einzeln  =  45®,  zusanunen 
=  8.45  =  360*^. 

g)  Entsprechend  dem  vorigen  Ergebnis 
erhält  man  beim  Neuneck,  Zehneck,  Elf- 
eck u.  s.  w.  durch  Zeichnung  desjenigen 
Stemvielecks  mit  höchstmöglicher  Zahli* 
alle  andern  gleichzeitig;  nämlich:  Im 
Stemneuneck  (siehe  Figur  104),  das 
durch  Verbindung  jedes  Punktes  mit 
dem  vierten  entsteht,  entsteht  zunächst 
im  Stemneuneck  mit  k  =  3,  welches  aus 
drei  um  60  bezw.  120  Grad  gedrehten 
Dreiecken  besteht,  sodann  ein  Stem- 
neuneck mit  k'=2y  und  im  Innersten 
ein  einfaches  regelmässiges  Neuneck. 

Ebenso  erhält  man  beim  Zehneck 
ausser  demjenigen  einfachen  für  ä;  =  1: 

1)  ein  Sternzehneck  fftr  ä  =:  2 ,  be- 
stehend aus  zwei  um  180®  verdrehten 
einfachen  Fünfecken, 

2)  ein  Stemzehneck  fBr  i  =  3, 

3)  ein  Stemzehneck  für  &  =  4,  be- 
stehend aus  zwei  um  180^  bezw.  36^ 
verdrehten  Sterafünfecken  derinFigurGS 
dargestellten  Form, 

4)  für  k=b  die  Figur  der  fünf 
Durchmesser. 

Endlich  erhält  man  beim  Elfeck  (siehe 
Figur  105)  lauter  geschlossene  Stem- 
elfecke  für  ifc  =  5,  ä:  =  4,  ä:  =  3,  k=2. 
k=l,  weil  11  selbst  Primzahl  ist. 
Daher  erhält  man  auch  fünf  Kreise, 
jeden  durch  11  Punkte  und  dazu  noch 
als  sechsten  den  allen  gemeinschaftlichen 
Inkreis.  Eine  einzige  Winkelhalbierende 
ist  zugleich  in  jedem  der  fttnf  Stem- 
elfecke  Winkelhalbierende  eines  Winkels 
und  Mittelsenkrechte  der  Gegenseite. 
Die  Spitzenwinkel  sind  in  den  funt 
Steraecken  der  Reihe  nach  einzeln 
Jl^  ^60  ^  ^60^  ^  ^60  7^  ^  ^  J6O 
2*  11  '  2"  11  '  2*  11  '  2'  11  '  2'  11 
und  in  Summe   180%  3-180®,  5 -ISO", 
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PreiagekrSnt  in  Ffankfart  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zn  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brfieken-  nnd  Hochbanes,  des  konstruktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUständig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlokelnng  der 
benutiten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realsehnlen  I.  und  II.  Ordn«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  PriTatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pr«* 
gymnasien,  Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksehulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fartbildnngsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwlssenschaftssohnlen, 
Militärschnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  (>fflziers-Examen  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese.  Sehritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwälirend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  inm  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Terwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  BernCs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  nnd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  •—  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Bedaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kl  eye  r,  Frankfurt  a.M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thnnlichst  berücksichtigt. 

Stattgart.  Die  Yerlagshandlniig« 
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7-180^  9-180®.  Letzteres  ist  eben  die 
Innenwinkelsumme  des  innersten  als 
einfachen  Elfecks. 


Figur  105. 


Frage  106.  Welche  Vielecke  bezw. 
welche  Kreisteilungen  ergeben  sich  aus 
den  einmal  bekannten  durch  ele- 
mentare Konstruktionen? 


Erkl.  280«  Unter  elementarer  Eon- 
strnktion  yersteht  man  die  der  Eiementar- 
geometrie  angehOrigen  Eonstrnktionen  durch 
Winkelhalbierende,  Mittelsenkrechtef  Kreisbogen. 
Sie  werden  unterschieden  Ton  den  Konstruk- 
tionen mittels  anderer  Kurven  als  des  Kreises, 
z.  B.  Ellipsen,  Spiralen  u.  s.  w. 

Erkl.  281.  Sind  n  Punkte  auf  dem  Kreise 
iu  gleichen  Abständen  bekannt,  und  man  lässt, 
wenn  n  gerade  ist,  stets  einen  Punkt  aus,  so 

bleiben  -^  Punkte,  also  eine  Kreisteilung  in 
-^  gleiche  Teile. 

Ebenso  kann  man,  wenn  n  durch  3  teilbar 
ist,   durch  Auslassung  von  je  zwei  Punkten 

-^  Punkte    in    gleichen  Abständen    erhalten, 

also  eine  Krelsteilnng  in  -^  gleiche  Teile.  — 

Und  80  kann  jede  Teilung  aus  der  in  n  Teile 

abgeleitet  werden,  deren  Ziifer  in  n  ohne  Best 

Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie.    lY.  Teil. 


Antwort.  Wenn  ein  regelmässiges 
;f-Eck,  d.  h.  die  Kreisteilung  in  n  gleiche 
Teile  bekannt  ist,  so  kann  daraus  durch 
Ueberspringen  von   1,   2  Punkten  die 

Teilung  in  y,  y  u.  s.  w.,  sowie  durch 

Winkelhalbierung  in  2w,  4n,  8n  u.  s.  w. 
gleiche  Teile  ausgeführt  werden,  also 

allgemein  in  —  und  in  w«2*  Teile,   wo 

z  jede   ganze   positive    Zahl  bedeuten 
kann. 

Sind  zwei  Kreisteilungen  bekannt, 
etwa  in  n  und  in  m  gleiche  Teile,  wo 
w>w,  so  ist  das  Bogenstück  zwischen 

je  zwei  Punkten  der  ersten  Art  — ,  der 

zweiten  Art  —  der  Peripherie.    Zwi- 
schen zweien  dieser  Punkte  liegt  also 

ein    Stück    von —  Ü^-^L    der 

Peripherie.    Wenn  also  m  und  n  relativ 

8 
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enthalten   ist,   also    allgemein  dargestellt  ist  prim  sind,    SO    ist   dieser  Bruch  nicht 

dnrch  ~.  Di^hr  zu  kürzen,  und  man  hat  auch  die 

^  Teilung  in  m-n  gleiche  Teile. 

Erkl.  282.     Aus   zwei  Teilungen,   deren        Wie  der  berühmte  Mathematiker  Gauss 

Ziffern  nicht  relativ  prim  sind,  erhält  man  nur  gezeigt  hat  (vergl.  im  VII.  Teile  dieses 

schon  anderweitig  bekanntes,  z.  B. :  Lehrbuches),  lassen  sich  auf  elementarem 

i }-=     ^     z=i  — .  Wege  nur  diejenigen  Kreisteilungen  mit 

4       10       4- 10       20  Primzahl  n  ausführen,  für  welche  die 

Aber  die  Teilung  in  20  Teile  geht  schon  aus  z^hl  n  —  l  eine  Potenz  von  2  ist,  also 

derjenigen  m  10  hervor.    Dagegen  erhält  man  ^^  KreisteUungen  für: 

*"«  T  -  y  =  -3Ö-  ^"  '^"^^^^^  *"  ^^'  ^^'  *^'^  .1  =-  2  =  20  + 1,  nämlich  die  Halbierung 
in  15  Teile,  ans  i— 1-  =  i^  die  Teünng        ^^^^^  *^^  Durchmesser, 

in  51  Teüe  u  s  w  n  =  3  =  2^  +  1,  nämlich  die  Verdoppe- 
in 51  Teile  u.  s.  w.  j^^^  ^^^  Sechsecksteile, 

Erkl.   288,     Eine    Zusammenstellung    der  *i  =  5  =  2^+l>  wie  in  Antwort  103c 
Teilungszahlen  unter  100,  welche  aus  den  als         angedeutet, 

bekannt  zu  setzenden  Teilungen  in  2,  6,  10,  ,,  _  ,7  _  o4   i.  i     ^i.^  nir^lif  in  7    n 

17  Teüe  durch  Halbierung  oder  Subtraktionen  ^*  —  ^^^—  ^  +  '»  also  nicht  m  7,  11, 
hervorgehen,  wäre  die  folgende:  13  Teile, 

2         3  w  =  257  =  2^+  1  . .  •  u.  s.  w. 


12 


10 


16 


15  Erkl.  288  a«     Kennt  man  die  Teilang  in  5 

_  und  in  17  Teile,  so  liegt  zwischen  dem  dritten 

20  *  Teilpunkte  der  ersteren  und  dem  zehnten  der 

24  1 

30  letzteren  genau  -^;r-  der  Peripherie,  denn: 
32  oo 


40 


64 


^  3         10  __   51— 50  _     1 

48  "  5         17   ■"        86        ~"  "85"' 

51 

60 


96 


80 


68 


7)  lieber  den  Kreis  in  Verbindung  mit  einem  zweiten  Kreis, 
a)  Ueber  die  Beziehungen  zweier  Kreise  im  allgemeinen. 

Frage  107.    Welche  gerade  Linie 
kommt  für  die  Untersuchung  der  Be- 

,?Ä?hf7''''  ^'''''  hauptsächUch       Antwort.    Für  zwei  Kreise  ist  die 
in  r>etracntr  •  i.i.'    i.     t  •  •      j-     -r-     ••  •    j 

wichtigste    Linie    die  \erbindungs- 

«  .,   oo>i     AI       V         .  :,    T.  .  gerade  ihrer  Mittelpunkte  oder 

Erkl.  234.    Als  unbegrenzte  gerade  Linie  ^u^^  Zputr^lp 

heisst  die  Zentrale  auch  Zentrallinie,  die  i^re  ZiCnüraie. 

Strecke   zwischen   beiden  Mittelpunkten  heisst        1^^  dl^se  durch  den  Mittelpunkt  jedes 

auch  Zentralstrecke.  Kreises  geht,  ist  sie  Durchmesser  jedes 

.    ?®^5J  Umklappen  um  die  Zentrale  kommt  Kreises,  also  Symmetrieachse  iedes  eiii- 

je  em  Halbkreis  mit  einem  andern  zur  Deckung,  ^olno«  W^io^o  ««/l  iv^irriinii  ««ni.  Qvm. 

Die  Zentralstrecke  kann  gleich  Null  werden,  ^^'^^^  Kreises  und  folghch  auch  Sjm- 

wenn  die  Mittelpunkte  beider  Kreise  zusammen-  metrieachse  der  VOn  beiden  Kreisen 

fallen.     Dann   heissen  beide    Kreise  konzen-  gebildeten  Gesamtfigur, 
trisch    sonst  exzentrisch. 
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Frage  108.  Welche  Folgerung  für 
die  Beziehungen  zweier  Kreise  ergibt 
sich  aus  ihrer  Symmetrie  in  Bezug 
auf  die  Zentrallinie. 


Erid.  285*  Die  nebenstehende  Ueberlegnng 
bildet  eine  Bestätigung  des  Satzes  18  c,  wonach 
zwei  Kreise  keine  drei  Schnittpunkte  haben 
können.  Weitere  Beziehungen,  fttr  welche  die- 
selbe Anschauungsweise  von  Vorteil  wird,  bietet 
die  Lage  von  Schnittpunkten,  Berührungspunk- 
ten, Tangenten,  gemeinschaftlichen  Flächen- 
stficken  u.  s.  w.  zweier  Kreise. 

Die  Zentraliinie  selbst  ist  als  Achse  eine 
sich  selbst  symmetrische  Gerade,  und  daher  nur 
in  einfacher  Anzahl  vorhanden;  was  nicht  mit 
ihr  zusammenföllt,  muss  in  gerader  Anzahl 
auftreten. 


Antwort.  Aus  der  Symmetrie  der 
aus  zwei  Kreisen  gebildeten  Gresamtfigur 
in  Bezug  auf  die  Zentrale  folgt,  dass 
keine  Eigenschaft  dieser  Figur  nur  in 
einfacher  Anzahl  auftreten  kann, 
ausser  etwa  einem  auf  der  Zentralen 
selbst  gelegenen  Punkte.  Vielmehr 
muss  jede  durch  einen  Punkt,  eine  Ge- 
rade, einen  Kreis,  eine  Fläche  u.  s.  w. 
dargestellte  Beziehung  beider  Kreise  in 
doppelter  Anzahl  erscheinen,  nämlich 
beiderseits  der  Zentrallinie,  oder  aber 
in  einer  zu  sich  selbst  symmetrischen 
Lage  in  Bezug  auf  die  Zentrale. 


Frage  109.  Welche  Anwendung  des 
Vorigen  ergibt  sich  für  den  Fall,  dass 
zwei  Kreisünien  irgend  einen  nicht  auf 
der  Zentralen  liegenden  Punkt  gemein- 
sam haben? 

Figur  106. 


Erkl«  286.    Würden  sich  zwei  gemeinsame 
Punkte  zweier  Kreise  auf  derselben  Seite  der  Satz  18  C  den 
Zentralen  nachweisen  lassen,   so  mttssten  die 
beiden  Kreise  vier  gemeinsame  Punkte  haben, 
müssten  also  vollkommen  zusammenfaUen. 


Antwort.  Wenn  zwei  Ki^eislinien 
einen  gemeinsamen  Punkt  oder  einen 
Schnittpunkt  besitzen,  der  nicht  auf 
der  Zentralen  liegt,  so  müssen  sie  auf 
der  andern  Seite  der  Zentralen 
noch  einen  symmetrisch  gelege- 
nen zweiten  gemeinsamen 
Punkt  oder  Schnittpunkt 
haben.  Die  Verbindungslinie 
dieser  beiden  symmetrischen 
Punkte  ist  eine  sich  selbst  sym- 
metrische Achsensenkrechte,  die- 
selbe wird  also  von  der  Achse 
senkrecht  halbiert.  Da  aber  beide 
symmetrischen  Punkte  Kreis- 
pimkte  beider  Kreise  sind,  so 
ist  jene  Achsensenkrechte  eine 
Sehne  sowohl  im  einen  als  im  andern 
Kreis ;  man  erhält  also  in  Eücksicht  auf 


Erkl.  287.  Wenn  zwei  Kreise  einander 
schneiden,  so  muss  ein  FlächenteU  des  einen 
Kreises  zugleich  zur  Fläche  des  andern  Kreises 
gehören.  Dieser  gemeinsame  Flächenteil  wird 
von  der  Zentralen  in  zwei  kongruente  Hälften 
geteilt.  Das  innerhalb  dieses  krummlinigen 
Zweiecks  gelegene  Stttck  der  Zentralen  gehört 
den  beiden  Badien  der  zwei  Kreise  gleich- 
zeitig an,  welche  auf  der  Zentralstrecke  liegen. 


Satz  88.  Zwei  Kreise  können 
einander  nur  in  zwei  zur  Zen- 
tralen symmetrischen  Punkten 
schneiden,  die  Zentrale  ist 
Mittelsenkrechte  ihrer  gemein- 
schaftlichen Sehne. 
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Frage  110,  Wie  gestaltet  sich  die- 
selbe üeberlegung  für  den  Fall,  dass 
zwei  Kreise  einen  Punkt  der  Zentralen 
selbst  gemeinsam  haben? 

Figur  107. 


Erkl.  288.  Die  Sätze  33  und  34  erfahren 
vielfache  Anwendungen  in  beiderlei  Auffassungen : 
Sowohl  das  Eintreten  der  Berührung  bezw.  des 
Schneidens  unter  angegebenen  Bedingungen  wird 
damit  ausgesprochen,  als  auch  das  Vorhanden- 
sein letzterer  Bedingungen  bei  gegebener  Be- 
rührung bezw.  Dnrchschneidung.  Ist  nämlich 
eine  Sehne  oder  Tangente  gegeben,  so  muss 
deren  Mittelsenkrechte  durchs  Zentrum  gehen, 
also  muss  die  Mittelsenkrechte  der  gemeinsamen 
Sehne  oder  Tangente  mit  der  Zentralen  zu- 
sammenfallen und  umgekehrt.  Näheres  über 
die  vielfache  Verwendung  dieser  Sätze  findet 
man  in  den  Aufgaben  über  das  Schneiden  und 
Berühren  von  Kreisen. 


Erkl.  289.  Der  Berührungspunkt  zweier 
Kreise  kann  angesehen  werden  als  Vereinigung 
zweier  zusammengerückten  Schnittpunkte,  also 
als  ein  doppelter  Punkt.  Dies  macht  es  auch 
begreiflich,  dass  ausser  dem  einzigen  Berüh- 
rungspunkte die  zwei  Kreise  keinen  gemein- 
samen Punkt  mehr  haben  können.  Denn  da 
der  Berührungspunkt  für  zwei  Punkte  zählt, 
so  wäre  ja  ein  weiterer  Punkt  ein  dritter. 


Antwort.  Wenn  zwei  Kreise  einen 
Funkt  der  Zentralen  gemeinsam  haben^ 
so  ist  dieser  Punkt  Endpunkt  der  in 
der  Zentrallinie  liegenden  Radien  beider 
Kreise.  Einen  weiteren  Punkt  ausser- 
halb der  Zentralen  können  die  Kreise 
dann  keinenfalls  gemeinsam  haben,  da 
sie  sonst  drei  gemeinsame  Punkte  haben 
müssten  und  zusammenfielen.  Einen 
zweiten  Punkt  der  Zentralen  selbst 
könnten  sie  auch  nicht  gemein  haben, 
da  jeder  Kreis  mit  derselben  überhaupt 
nur  die  Endpunkte  seines  Durchmessers 
gemein  hat,  und  Gleichheit  dieser  Durch- 
messer wieder  Zusammenfallen  beider 
Kreise  zur  Folge  hätte. 

Errichtet  man  in  dem  gemeinsamen 
Zentralenpunkte  die  Senkrechte  auf 
der  Zentralen,  so  ist  dieselbe  Tangente 
an  jeden  von  beiden  Kreisen. 
Die  Kreise  haben  also  eine  gemeinsame 
Tangente  mit  gemeinsamem  Berührungs- 
punkte: man  sagt,  die  Kreise  be- 
rühren einander.  Es  ergibt  sich 
also  der 

Satz  84.  Zwei  Kreise  können 
einander  nur  in  einem,  auf  der 
Zentralen  liegenden  Punkte 
berühren:  die  Senkrechte  der 
Zentralen  im  Berührungspunkte 
ist  gemeinschaftliche  Tangente 
beider  Kreise. 


Erkl«  240.  Nicht  nur  von  Kreisen,  sondern 
von  krummen  Linien  im  allgemeinen  sagt  man, 
sie  berühren  einander,  wenn  zwei  ihrer 
Schnittpunkte  einander  unendlich  nahe  rücken 
oder  zusammenfallen.  Dann  ist  nach  Erkl.  54 
die  Verbindungslinie  dieser  Punkte,  die  vorher 
Sehne  war,  zur  gemeinsamen  Tangente 
mit  gemeinsamem  Berührungspunkte 
geworden.  
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Frage  111.  Welche  gegenseitigen 
Lagen  können  zwei  Kreise  einnehmen, 
und  wie  kann  man  diese  Lagen  finden? 

Erkl«  241.  Dass  man  auf  nebenstehende 
Weise  aUe  m({glichen  verschiedenen  gegenseitigen 
Lagen  der  beiden  Kreise  erschöpft,  folgt: 

1)  ans  der  Symmetrie  ihrer  Gesamtfigur  in 
Bezug  auf  die  Zentrale, 

2)  daraus,  dass  gegenseitige  Bewegung  bei- 
der Kreise  oder  nur  Bewegung  des  grösseren 
Kreises  gegen  den  festen  kleineren  keine  andern 
gegenseitigen  Lagen  hervorbringt. 

Erid.  242.  In  Figur  108  ist  von  jeder  der 
fünf  verschiedenen  Lagen  ein  Fall  dargestellt; 
und  zwar  vom  dritten  und  fünften  gerade  der 
ausgezeichnete  FaU,  dass  der  Mittelpunkt  des 
einen  Kreises  auf  der  Peripherie  oder  auf  dem 
Mittelpunkte  des  andern  Kreises  liegt.  Die  aU- 
gemeinen  FäUe  dieser  beiden  Beziehungen  finden 
sich  in  den  Figuren  106,  123  bis  125  dargestellt. 

Erkl.  243*  Weitere  besonderen  Lagen  beider 
Kreise  treten  ein  bei  besonderen  Grössenbe- 
ziehungen  ihrer  Badien.  So  könnte  der  Einzel- 
fall, dass  der  Mittelpunkt  des  grösseren  Kreises 
auf  die  Peripherie  des  kleinen  zu  liegen  kommt, 
bei  Figur  108  erst  in  der  fünften  Gruppe 
auftreten,  bei  Figur  106  aber  schon  in  der 
dritten.  Wird  in  Figur  106  der  kleinere  Kreis 
gegen  den  Mittelpunkt  des  grossem  verschoben, 
so  rückt  erst  der  Mittelpunkt  2  auf  die  Peri- 
pherie 1,  alsdann  auch  bald  der  Mittelpunkt  1 
auf  die  Peripherie  2,  beides  während  die  Kreise 
einander  nodi  in  zwei  Punkten  schneiden.  Es 
kann  auch  beides  gleichzeitig  eintreffen,  wenn 
nämlich  die  Radien  beider  Kreise  gleichgross 
sind. 

Erkl.  244«  Man  wird  also  bei  schneidenden 
Kreisen  je  nach  der  Grösse  ihrer  Radien  noch 
sechs  Fälle  auseinanderzuhalten  haben  (siehe 
Figur  109): 

1)  jeder  Mittelpunkt  liegt  ausserhalb  des 
andern  Kreises, 


Antwort.  Um  die  verschiedenen 
gegenseitigen  Lagen  zweier  Kreise  zu 
untersuchen,  denke  man  sich  etwa  einen 
grössern  Kreis  feststehend  und  einen 
kleinem  Kreis  auf  der  Zentralen  ihrer 
ersten  Lage  bewegt,  bis  sein  Mittelpunkt 
diese  ganze  Linie  durchlaufen  hat. 

1)  Ist  sodann  der  Mittelpunkt  des 
kleinern  Kreises  in  weiter  Feme,  so 
liegen  die  Kreise  vollständig  ausserhalb 
einander,  haben  keinen  gemeinsamen 
Punkt  noch  Flächenteil. 

2)  Rücken  die  Kreise  einander  näher, 
so  wird  die  Zentralstrecke  und  auch 
das  zwischen  beiden  Kreisen  liegende 
Stück  der  Zentrallinie  kleiner  und  zu- 
letzt wird  letzteres  gleich  Null,  wenn 
die  beiden  Kreise  einander  von  aussen 
oder  ausschliessend  berühren.  Die 
beiden  Kreise  haben  diesen  einzigen 
Punkt,  aber  keinen  Flächenteil  gemein- 
sam. 

3)  Rückt  der  kleinere  Kreis  noch 
näher  gegen  den  Mittelpunkt  des  grös- 
sern, so  wird  die  Zentralstrecke  noch 
kürzer,  der  Berührungspunkt  löst  sich 
auf  in  die  zwei  symmetrischen  Schnitt- 
punkte der  beiden  Kreise;  die  Kreislinien 
haben  zwei  gemeinsame  Punkte,  die 
Kreisflächen  ein  gemeinsames  Flächen- 
stück, ein  (kruminliniges)  Zweieck. 

Ein  besonderer  Fall  dieser  gegen- 
seitigen Lage  beider  Kreise  ist  es,  wenn 
der  Mittelpunkt  des  einen  Kreises  auf 
der  Peripherie  des  andern  liegt. 
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2)  der  eine  Mittelpunkt  liegt  ausserhalb  des 
andern  Kreises,  der  zweite  liegt  auf  der  Peri- 
pherie des  ersten  Kreises, 

8)  der  eine  Mittelpunkt  liegt  ausserhalb  des 
andern  Kreises,  der  zweite  innerhalb  des  ersten 
Kreises, 

4)  jeder  Mittelpunkt  liegt  auf  der  Peripherie 
des  andern  Kreises  (zwei  gleichgrosse  Kreise), 

5)  der  eine  Mittelpunkt  liegt  auf  der  Peri- 
pherie des  andern  Kreises,  der  zweite  innerhalb 
des  ersten  Kreises, 

6)  jeder  Mittelpunkt  liegt  innerhalb  beider 
Kreise. 

Figur  109, 


Erkl«  245.  Auch  bei  dem  Einschliessen  des 
kleinem  Kreises  durch  den  grossem  mit  und 
ohne  (einschliessende)  Berühmng  sind  die  drei 
Fälle  zu  unterscheiden,  dass  der  Mittelpunkt 
des  grossen  Kreises: 

1)  ausserhalb  des  kleinem  Kreises  liegt,  oder 

2)  auf  der  Peripherie  des  kleinem  Kreises, 
oder 

3)  innerhalb  des  kleinem  Kreises. 

Alle  diese  Fälle  sind  durch  Zeichnung  leicht 
herzustellen  und  ttbersichtlich  auseinanderzu- 
halten. 


4)  Das  gemeinsame  Flächenstück  bei- 
der Kreise,  welches  unmittelbar  nach 
der  ausschliesseuden  Berührung  entstand 
und  stets  zunahm,  wird  bei  weiterer 
Verkleinerung  der  Zentralstrecke  ganz 
gleich  der  Fläche  des  kleinem  Kreises, 
die  beiden  Schnittpunkte  rücken  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  wieder  zusam- 
men in  einen  Doppelpunkt  auf  der 
Zentralen:  die  Kreise  berühren  ein- 
ander von  innen  oder  einschliessend. 
Die  beiden  Kreislinien  haben  einen  ein- 
zigen Punkt  gemein,  die  beiden  Kreis- 
flächen haben  die  kleinere  Fläche  völlig 
gemeinschaftlich. 

5)  Wird  die  Zentralstrecke  noch  kür- 
zer, so  befindet  sich  der  kleinere  Kreis 
völlig  im  Innern  des  grossem,  die  Kreis- 
linien haben  keinen  gemeinsamen  Punkt 
aber  die  Fläche  des  kleinem  ist  beiden 
Kreisflächen  gemeinschaftlich. 

Ein  besonderer  Fall  dieser  gegen- 
seitigen Lage  beider  Ejreise  ist  es,  wenn 
der  Mittelpunkt  beider  Kreise  zusammen- 
fällt, so  dass  die  Zentralstrecke  gleich 
Null  wird:  dann  heissen  die  Kreise 
konzentrisch. 

6)  Bei  weiterer  Bewegung  des  kleinem 
Kreises  in  derselben  Bewegungsrichtung 
auf  der  Zentralen  entstehen  wieder  die- 
selben Lagen  wie  zuvor  nur  in  um- 
gekehrter Reihenfolge  und  achsig-sym- 
metrisch  zu  den  vorigen  in  Bezug  ani 
eine  Senkrechte  zur  Zentralen  im  Mittel- 
punkte des  gi-össera  Kreises  als  Achse. 


Frage  112,  Welche  Grössenbezie- 
hung  hat  die  Zentrale  zu  den  beiden 
Radien  bei  den  vorigen  fünf  Lagen- 
beziehungen der  beiden  Kreise? 

Erkl.  246,  Die  Richtigkeit  der  nebenstehen- 
den Aussagen  ergibt  sich  durch  folgenden  Au- 
satz, wenn  man  in  Figur  108  die  Mittelpunkte 
mit  M,  die  Bertlhrungspunkte  mit  B  bezeichnet: 

1)  M^M,  =  M^B  +  BD  +  M,D 

=  r,  +  r,  +  BD>r,  +  r,, 

2)  M,M^  =  M,B  +  M,B  =  r,  +  r^ 

(auch  Figur  107:  M  M^  =  r^  +  r.^), 

3)  M,M,  =  M,B  =  ro  {<^^  J^^« 

(auch  Figur  1 06 :  M^  M^  <  r^  +  r^), 


Antwort.  Aus  der  Figur  108  er- 
kennt man  unmittelbar,  dass  im  ersten 
Falle,  wenn  die  beiden  Kreise  ganz 
auseinander  liegen,  die  Zentralstrecke 
grösser  ist  als  die  Summe  der  Kadienj 
dass  im  zweiten  Falle,  bei  der  aus- 
schliesseuden Berührung,  die  Zentral- 
strecke gleich  der  Summe  der  beiden 
Eadien  ist  (siehe  auch  Figur  107),  und 
dass  im  vierten  Falle  bei  der  ein- 
schliessenden  Berührung  die  Zentral- 
strecke gleich  der  Differenz  der  beiden 
Radien   ist.     Da   der    dritte   Fall,  in 
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4)  ^r,^r,=:^f,B^^f,B  =  r,^r,, 

Erkl.  247.  Für 'den  dritten  Fall,  wobei  die 
Kreise  einander  schneiden,  lässt  sich  auch  fol- 
gende Betrachtang  anstellen  (siehe  Fignr  106 
und  108) :  Die  Zentralstrecke  zwischen  den  bei- 
den Mittelpunkten  M^  und  M^.  bildet  die  Grnnd- 
seite  eines  Dreiecks,  dessen  Spitze  der  Schnitt- 
punkt beider  Kreise  ist,  nnd  dessen  andere 
Seiten  die  Radien  r^  nnd  r,  sind.  Nach  dem 
Satze  über  die  Dreiecksseiten  mnss  also  die 
Seite  M^M^  grösser  sein  als  die  Diiferenz,  aber 
kleiner  als  die  Snmme  der  beiden  andern  Seiten, 
also: 

>i  -  'a < ^1  ^/a < '*,  +  r^' 


welchem  sich  die  Kreise  schneiden,  aus 
dem  zweiten- durch  Verkleinerung,  aus 
dem  vierten  durch  Vergrösserung  der 
Zentralstrecke  entsteht,  so  muss  in  dem- 
selben die  Zentrale  kleiner  als  die  Summe 
und  grösser  als  die  Differenz  der  Radien 
sein;  und  da  der  fünfte  Fall,  wobei 
ein  Kreis  ganz  im  Innern  des  zweiten 
liegt,  aus  dem  vierten  durch  weitere 
Verkleinerung  der  Zentralstrecke  ent- 
steht, so  muss  bei  ihm  die  Zentralstrecke 
noch  kleiner  sein  als  die  Differenz  der 
beiden  Radien. 


Frage  113.  Zu  welchen  Aussagen 
über  die  Lagebeziehungen  zweier  Kreise 
führen   die  bisherigen  üeberlegungen? 

Erkl.  248«  Während  für  die  ersten,  zweiten, 
vierten  und  fünften  FäUe  der  nebenstehenden 
Behauptungen  die  Beweise  sich  unmittelbar  ans 
der  Anschannng  ergeben,  können  die  andern 
ausser  auf  die  in  voriger  Antwort  enthaltene 
Weise  aach  direkt  folgendermassen  bewiesen 
werden: 

Wenn  zwei  Kreise  einander  schneiden,  so 
mttssen  Punkte  P  auf  der  Zentralstrecke  vor- 
handen sein,  die  innerhalb  beider  Kreise  liegen, 
und  Pnnkte  Q  der  Zentrallinie  ausserhalb  M^  If,, 
die  ausserhalb  des  einen,  ersten,  aber  innerhalb 
des  andern,  zweiten  Kreises  liegen.    Dann  ist: 

also: 

und  Jf,  e  >  ^1,  aber  r^  >  ^f^  Q,  also : 

oder: 

Erkl.  249.  Für  die  in  Satz  35  a  ausgespro- 
chene Umkehrung  des  Satzes  35 III  lässt  sich 
ebenfjEÜls  nnmittdbarer  Beweis  erbringen: 

Von  den  Punkten  des  einen,  ersten  Kreises, 
ist  dem  Mittelpunkte  des  andern,  zweiten,  nach 
Satz  2  am  nächsten  gelegen  der  eine  X,  am 
fernsten  der  andere  T  der  Schnittpunkte  Xund  Y 
semer  Peripherie  mit  der  Zentrallinie,  und  zwar 
ist  dieser  Abstand  für  beide  Punkte: 

Ist  nun  nach  Voraussetzung: 

1)  Jf,  Jfj  <  r,  -j-  rj,  so  wird  itf,X<  r^-\-r^  —  r„ 

also  Jf,X<lr,,  oder  Punkt  X liegt  inner- 
halb des  Kreises  um  Jdy] 

2)  M^Mi  >  r,  —  r„  so  wird  3/,  r>  r,  —  r»  +  r,, 

also  3fiF>r,,  oder  Punkt  Fliegt  ausser- 
halb des  Kreises  um  3/^. 


Antwort,  Durch  die  bisherigen 
üeberlegungen  wird  man  zu  folgenden 
Aussagen  geführt: 

Satz  85.    Wenn  zwei  Kreise: 

1)  ganz  auseinander  liegen,  so 
ist  ihre  Zentralstrecke  grösser  als 
die  Summe  der  Badien; 

2)  wenn  zwei  Kreise  einander  aus- 
schliessend  berühren,  so  ist  ihre 
Zentralstrecke  gleich  der  Summe 
der  Radien  und  der  Berührungspunkt 
innerhalb  der  Zentralstrecke; 

3)  wenn  zwei  Kreise  einander 
schneiden,  so  ist  ihre  Zentralstrecke 
kleiner  als  die  Summe,  grösser 
als  die  Differenz  der  Radien; 

4)  wenn  zwei  Kreise  einander  ein- 
schliessend  berühren,  so  ist  ihre 
Zentralstrecke  gleich  der  Differenz 
der  Radien,  und  der  Berührungspunkt 
ausserhalb  der  Zentralstrecke; 

5)  wenn  von  zwei  Kreisen  einer 
ganz  im  andern  eingeschlossen  wird, 
so  ist  ihre  Zentralstrecke  kleiner 
als  die  Differenz  der  Radien. 

Und  umgekehrt: 

Satz  35  a.  Ist  die  Zentralstrecke 
zweier  Kreise: 

1)  grösser  als  die  Summe  der 
Radien,  so  liegen  die  Kreise  ganz 
auseinander; 

2)  ist  die  Zentralstrecke  zweier 
Kreise    gleich    der   Summe    der 


Digitized  by 


Google 


120 


Ebene  Elementar-Geometrie.  —  IV.  Teil. 


Wenn  also  Punkte  sowohl  innerhalb,  als 
auch  ausserhalb  des  Kreises  um  3/j  bestehen, 
welche  dem  Kreise  um  3/,  angehören,  so  müssen 
beide  Kreise  einander  durchschneiden. 

Erkl«  250.  Auch  die  verschiedenen  Lage- 
beziehungen zweier  schneidenden  Kreise,  welche 
in  Figur  109  dargestellt  sind,  beruhen  auf 
Längenbeziehungen  zwischen  der  Zentralstrecke 
Und  dem  Badius  der  beiden  Kreise:  Es  ist 
nämlidi  in  den  ersten  drei  Fällen  der  eine 
Badius  kleiner  als  die  Zentral  strecke  und  der 
andere  erst  auch  kleiner,  dann  gleichgross, 
dann  grösser  wie  die  Zeutralstrecke;  im  vier- 
ten Falle  sind  b  eide  Badien  gleich  der  Zentral- 
strecke, im  fünften  nur  einer  gleichgross, 
der  andere  grösser,  im  letzten  Falle  beide 
Badien  grösser  als  die  Zentralstrecke.  Es 
ist  also  die  Zentralstrecke  selbst  im  ersten  und 
zweiten  Falle  zwischen  der  halben  und  ganzen 
Badiensumme,  im  vierten  gleich  der  halben, 
im  fünften  und  sechsten  kleiner  als  die  halbe 
Badiensumme.  Die  Badien  selbst  sind  im  ersten 
und  letzten  Fall  beide  beliebig,  im  vierten  Falle 
beide  gleich,  im  zweiten  aber  muss  der  eine, 
im  fünften  der  andere  der  grössere  sein. 


Radien,  so  berühren  die  Kreise  ein- 
ander ausschliessend  in  einem 
Punkte  innerhalb  der  Zentral- 
strecke ; 

3)  ist  die  Zentralstrecke  zweier 
Kreise  kleiner  als  die  Summe, 
grösser  als  die  Differenz  der 
Radien,  so  schneiden  die  Kreise 
einander; 

4)  ist  die  Zentralstrecke  zweier 
Kreise  gleich  der  Differenz  der 
Radien,  so  berühren  die  Kreise 
einander  einschliessend  in  einem 
Punkte  ausserhalb  der  Zentral- 
strecke ; 

5)  ist  die  Zentralstrecke  zweier 
Kreise  kleiner  als  die  Differenz 
der  Radien,  so  wird  der  kleinere  ganz 
vom  grösseren  eingeschlossen. 


b)  Ueber  die  einzelnen  Lagenbeziehungen  zweier  Kreise. 


Frage  114.  Welche  Abstände  be- 
stehen zwischen  den  Punkten  zweier 
ganz  auseinander  liegenden  Kreislinien 
in  derselben  Ebene? 

Figur  110. 


Erkl«  251.  Die  Zentralstrecke  selbst  besteht 
in  Figur  110  aus  drei  aneinanderstossenden 
Stttcken,  nfimlich: 

also  in  Bestätigung  des  Satzes  35  grösser  als 
♦'i  +  ^'a»  nämlich  nm  das  Stück  Q1Q2' 

Erkl,  252.  Unter  allen  Strecken  Tom  Ponkte 
Y  nach  dem  Kreis  1  ist  nach  Satz  2  die  kürzeste 
die  auf  der  Zentralen  YM^  liegende,  nämlich  YZ, 
Statt  nun  die  fortgesetzte  Zeichnung  der  Zen- 
tralen durchzuführen,  könnte  man  etwas  kürzer 
zum  Ziel  kommen,  wenn  man  nach  Zeichnung 
der  ersten,  nämlich  eben  YM^  einen  andern 
Weg  einschlägt.  Setzt  man  nämlich  nun: 
YZ  =  r  3/1  —  3/1 Z  =  YM^  —  }\ 


Antwort.  Unter  den  Abständen 
zweier  beliebigen  Punkte  zweier  Kreis- 
linien sind  am  bemerkenswertesten  die 
auf  der  Zentrallinie  gelegenen,  nämlich 
in  Figur  110  die  vier  Stücke  P^P.. 
P1Q2,  Qi^v  Q1Q2'  Bezeichnet  man  die 
Länge  der  Zentralstrecke  mit  c,  so 
findet  man  für  diese  vier  Stücke  die 
Grössen : 

Q,P,  =  M,M,^M,Q,  +  M,P2  =  c-^r.+f'r 

Unter  diesen  vier  Abständen  ist  also 
P^P^  der  grösste,  Q^Q^  der  kleinste.— 
Um  nun  mit  diesen  beiden  auch  andere 
beliebige  Abstände,  wie  AT  oder  W 
zu  vergleichen,  hat  man  nur  den  Satz  2 
wiederholt  anzuwenden.  Es  ist  nämlich 
XV  nach  Satz  2  giösser  als  das  Stück 
TZ  auf  der  Zentralen  von  T  nach  xV,, 
dieses  Stück  YZ  wieder  grösser  als  das 
Stück  ZM^  bis  zum  Kreise,  und  so  kann 
man  fortfahren,  bis  zuletzt  das  Stück 
^1^2  erhalten  wird  als  kleinstes  aller 
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nnd  ersetzt  darin  das  Stück  Mi  Y  durch  das  nach 
Satz  2  wieder  kleinere  Stück  M^Q^,  so  wird: 

also  rz>  Qi  ft,  und  da  Xr>  YZ,  so  ist  auch 

Aehnlich  kann  man  verfahren  mit  der  Strecke 
rr.  Ist  die  erste  Zentrale  VW  gezogen,  und 
man  verändert  von  da  an  den  Weg  der  Beweis« 
fQhrung,  so  setzt  man: 

VW=:  VM^  +  M^Wzzz  VM^+r^. 
Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  das  Stfick  VM^ 
durch  das  nach  Satz  2  jedenfalls  grössere  Stück 
M^P^,  so  wird: 

also  VW<::^PiP^,  wnd  da  ÜV<C  VW,  so  ist 
auch  rrF<F,Pj. 

Erkl.  258.  Entsprechend  der  Fassung  des 
Satzes  2  a  könnte  man  die  nebenstehende  Aus- 
sage auch  so  fassen:  „Die  Abstände  zwischen 
beliebigen  Punkten  zweier  auseinander  liegenden 
Kreislinien  sind  sämtlich  grösser  als  die  zwi- 
schen deti  Kreisen  liegende  Strecke  der  Zentralen, 
und  kleiner  als  die  die  beiden  Durchmesser  der 
Kreise  umfassende  Strecke  der  Zentralen.'' 


Verbindungsstücke   zwischen   den 
Kreisen  M^M^. 

Ebenso  findet  man,  dass  UV  kleiner 
ist  als  das  Stück  V  W  auf  der  Zentralen 
VM^,  dieses  Stück  V  W  wieder  kleiner 
als  das  entsprechende  Stück  auf  der 
Zentralen  WM^  bis  an  den  äusseren 
Ereispunkt,  und  wieder  so  fortzusetzen, 
bis  endlich  das  Stück  P^P^  erhalten 
wird  als  grßsstes  aller  Verbindungs- 
stücke zwischen  Punkten  der  Kreis- 
linien M^M^. 

Satz  86.  Es  ist  also  unter 
allen  Verbindungsstrecken 
zweier  beliebigen  Punkte  auf 
zwei  auseinander  liegenden 
Kreislinien  die  kleinste  und 
grösste  auf  der  Zentrallinie 
enthalten,  nämlich  die  erstere 
gleich  der  um  die  Radiensumme 
verminderten,  die  letztere 
gleich  der  um  die  Radiensumme 
vermehrten  Zentralstrecke. 


Figur  111. 


Frage  115.  Zu  welchem  Ergebnis 
fährt  die  Betrachtung  zweier  Kreislinien 
als  Umhüllungsfiguren  ihrer  Tangenten 
nach  Antwort  29  und  Figur  22? 

ErkL  254.  In  Figur  111  sind  wegen  der 
achsigen  Symmetrie  die  Punkte  P  und  Q,  sowie 
R  und  S  in  beiden  Kreisen  zur  Zentralen  sym- 
metrisch^ also  die  vier  Strecken  P^Q^,  A^a» 
^,5p  U^S^  Achsensenkrechte  und  „Berührungs- 
sehnen^  der  vier  Tangentenpaare. 

Femer  ist  auch  der  Kreis  um  M^,  für  das 
Dreieck  ÄK^L^  Inkreis,  der  Kreis  um  3/,  für 


Antwort,  Wird  eine  jede  der  beiden 
Kreislinien  durch  ihre  Berührungslinien 
erzeugt,  so  kann  eine  einzelne  dieser 
Berührungslinien  am  andern  Kreis 
vorbeigehen,  ihn  schneiden  oder  berühren. 
Im  letzteren  Falle  wird  die  Erzeugende 
des  einen  Kreises  zugleich  Erzeugende 
des  andern  Kreises,  man  erhält  gemein- 
schaftliche Tangenten    beider 
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dasselbe  Dreieck  Ankreis,  also  sind  schon  nach  Kreise  (siehe  Figur  111).  Da  bei  2lw^ 
Satz  25  die  Taiigentenabsch^^^^^  einander  liegenden  Kreisen  weder  die 

Tina  K,R^=z  L^B,.    Daraus  lolirt  wieder  die    r^xi  r.«       ni       i-j.j       iv 

Gleichheit  aller  acht  in  Fignr  111  hervorge-  Zentrale,  noch  eine  Senkrechte  derselben 
hobenen  Tangentenabschnitte,  und  daraus  za-  gemeinsame  Tangente  sein  kann,  SO 
nächst,  dass  auch:  müssen  solche  nach  Antwort  108  st^is 

AA  =  ^1^1  +  ^1-^2  =  R^L^+K^R^  =  K^L^,  in  doppelter  Anzahl  vorhanden  sein  und 
sowie  dass :  zwar  als  achsig-symmetrische  Linien  mit 

K^K^  =  K^P^  —  ÄaP,  =  JTifia  —  Ky^  1?,  =  Ä,i?,  symmetrisch  entsprechenden  Punkten  und 
ist.  gleichgrossen  Strecken  in  Bezug  auf  die 

Der  nebenstehende  Satz  spricht  daher  die  Zentrallinie  als  Achse. 
Gleichheit  folgender  Stücke  aus,  wobei  A  der         ^r  i,«ix      i  •  •       j 

Schnittpunkt  der  äussern,  J  der  der  innem  ^^^  erhält  also  zwei  zu  emander 
Tangenten  sei:  symmetrische  gemeinschaftliche  Tangen- 

-^KAJ  =  ^ LAJ-,  ten,  für  welche  beide  Kreise  je  zu  glei- 

<^K^JA  =  L,JA,  K^JA  =  L^JA,  cher  Seite  liegen,  als  sogenannte  äus- 

<^Ä^, Jjfj  =  L^JM^,  K^JM^  =  L^JM^;  sere  Tangenten,  und  zwei  ebenfalls 
p^R^  =z  Q^Q^  =  K^L^  =z  K^Li,  ZU  einander  symmetrische  gemeinschatt- 

K,  K^  =  L,L.^  =  R^R^  =  s,  Ä,.  liehe  Tangenten,  fiir  welche  beide  Kreise 

zu  verschiedenen  Seiten  liegen,  als 
innere  Tangenten  (siehe  Figur  111). 
Aus  der  Symmetrie  in  Bezug  auf  die 
ZentraUinie  erhält  man  ferner  fflr  die 
Tangentenabschnitte  P^P^  bezw.  Q^i^.^ 
wegen  der  gleichlangen  Tangenten  ab- 
schnitte folgende  Werte: 

P,p,  =  P,K,  +  K,P,  =  K,R,+K,IL 

oder: 

P,P,  =  P,K,  +  K,P,  =  8,K,  +  K,S,,      . 

Also  durch  Addition: 

Erkl.  256.  Ausser  den  obengenannten  Gleich-        ^^^  ^^  ^?  ~  .^i  Jä- 
heiten sind  im  Satz  13  auch  noch  die  folgenden        Und  folglich  ist  auch: 

je  acht  Gleichheiten  zwischen  Abschnitten  p  p^ p  x KP  =i  K  L KR  —LJi^ 

auf  je  einer  äussern  und  einer  Innern  \    '  j/-  \r^       t?  i        *    *         *    *       * 

Tangente  Tom  Punkte  K^  und  jD,  bezw.  Ä,  ^^^0  ÄjAo  —  It^IC^. 

und  l/j  enthalten;  "       XJnd  setzt  man  in  den  beiden  ersten 

K,P,  =  K,B,  =  L,Q,  =  L,S,  =  K,P,  obigen  Gleichheiten: 

und  ""  ^'^'  =  L,Q,-.  L,R,  j^ji^  +  K,R,  =  L,R,  +  L,R,, 


K^P^  —  ÄjÄ,  —  If,  ^2  ==  LiS2  =  K^  Pj 


und  zerlegt  diese  Summe  weiter  in: 


=  K,S,  =  L,Q,  =  lIr,',  K,n,  +  K,R,  +  R,R,  =  L,R,+R,R,  +  L,}L 

und  ebenso  Gleichheit  aller  entsprechenden  Win-  SO  fällt  beiderseits  B^R^  weg,  und  bleibt 

kel  an  den  Punkten  K^  und  L^  unter  sich  bezw.  2  •  jfiT,  Ä,  =  2 -I/o Ä«    also  K, B,  =  ioi?.- 
Ä,  und  jD,  unter  sich.  ^     ^  ^    ^  *     * 

Zum  Beweise  hieför  kann  ausser  dem  Neben-  Satz    86  a*     An    zwei    ganz  aus- 

stehenden auch  die  Zusammenfassung  der  Km^^        einander    liegende   Kreise   sind  vier 
als  Inkreise  oder  Ankreise  m  mehrfacher  Weise         '^^"»"«^^      iTi •  i!    m   ^^^^^    °.,  ,.  ^ 
benutzt  werden:  gememschafthche  Tangenten  moglicii. 

1)  wie  oben  M,  Inkreis  und  M.,  Ankreis  für        zwei  äussere  und  zwei  innere.    Die 
das  Dreieck  AK^L^:  K^R^  =  L,!?,;  beiden  äusseren  und  die  beiden  inneren 
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2)  M^  Inkreis  und  M^  Ankreis  für  das  Drei- 
eck AK^L^:  ifjS,  =  LiS,; 

3)  Jfj   und  Jf,  Ankreise   für  das  Dreieck 

A j »/ Ao  I  Ä j  Uj  =:=  Äj  Oj  5 

4)  if,   und   Jf,  Ankreise  für  das  Dreieck 
x/j  J  L^ :  Z/j  5j  =  Äj  -ßj. 


Tangenten  zweier  Kreise  schneiden 
einander  je  auf  der  Zentrallinie  und 
bilden  mit  dieser  gleiche  Winkel  ~ 
die  zwischen  beiden  Berührungspunk- 
ten oder  zwischen  entsprechenden 
Tangentenschnittpunkten  unter  sich 
oder  mit  Berührungspunkten  liegenden 
Abschnitte  auf  den  äusseren  Tangenten 
und  auf  den  inneren  Tangenten  sind 
wieder  gleich  (vergl.  Erkl.  264  und 
255). 


Frage  116.  In  welcher  Beziehung 
stehen  die  beiden  Eadien  der  Kreise  zu 
den  gemeinsamen  Tangenten? 

Erkl.  256.  In  Fignr  112  sind  der  Raum- 
ersparnis wegen  die  beiden  Figuren,  welche 
för  die  äusseren  und  inneren  Tangenten  sich  er- 
geben würden,  in  der  Art  vereinigt,  dass  Ton 
jeder  Figur  nur  die  eine  der  beiden  symmetri- 
schen Hälften  geseichnet  Torliegt,  nämlich  in 
der  obem  Hälfte  für  die  äussern,  in  der  untern 
für  die  inneren  gemeinsamen  Tangenten.  Man 
hat  sich  also  jedesmal  diese  eine  Hälfte  der 
Figur  symmetrisch  verdoppelt  zu  denken. 

Erkl«  257.  Statt  die  Parallelen  zur  gemein- 
samen Tangente  durch  den  Mittelpunkt  M^  des 
kleineren  Kreises  zu  ziehen,  könnte  man  de 
auch  durch  M^  ziehen.  Dann  bildet  die  Paral- 
lele zur  äussern  Tangente  P^Pt  auf  der  Ver- 
längerung der  Strecke  P^Mi  einen  Abschnitt 
-Vi  X  von  der  Länge  j;«  —  »"i ;  luid  ebenso  die 
Parallele  zur  innem  Tangente  It^R^  auf  der 
Verlängerung  der  Strecke  3fj  JB,  einen  Abschnitt 
fi,  Y  von  der  Länge  r^,  also  wieder: 

Dann  wären  also  die  gezogenen  Parallelen  auch 
Tangenten  an  zwei  Kreise  um  3fj  mit  Radien 
>'2  —  r^  nnd  r^  +  r^.    Die  Länge  der  Parallelen 


Antwort.  Zieht  man  von  den  Mittel- 
punkten M^  und  Jfg  die  Radien  zu  den 
Berührungspunkten  der  gemeinsamen 
Tangenten,  so  stehen  diese  nach  Satz  5 
auf  den  Tangenten  senkrecht,  also  bilden 
je  zwei  derselben  gleiche  korrespondie- 
rende bezw.  Wechselwinkel  von  90®  und 
sind  daher  parallel,  nämlich  in  Figur  111: 
Jf,p,  II  3f,P,.lf,ÖJ|Jf,ft, 

Zieht  man  auch  noch  (s.  Figur  112) 
durch  Jl/j  Parallele  zu  den  äusseren  oder 
inneren  Tangenten,  so  ist  auch  diese 
Parallele  jeweils  senkrecht  zu  denselben 
beiden  Radien  wie  die  Tangenten,  bildet 
also  ein  Rechteck,  nämlich  M^P^P^X 
bezw.  M^R.R^Y. 

Im  ersten  Rechteck  ist  als  Gegenseite 
P^^X  =  P^M,  =  r,  also: 

3fjX=  M^P^  —  P^X=r2  —  r,] 

also  würde  wegen  des  rechten  Winkels 
bei  X  die  Parallele  M^X  Tangente  an 
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ist  in  diesem  wie  im  nebenstehenden  Falle  gleich  einem  Kreis  werden,  der  mit  Radins  M^  X 
der  Tangentenlänge  P,P,  bezw.  B,R^  zwischen  y^^   u   beschrieben  wurde, 
den  Berührungspunkten.  ^ 

Ebenso  wird  im  Rechteck  M^R^S^Y 
als  Gegenseite  Ä2^=  ^i-^'i  =  ^v  ^'• 

also  wßrde  wegen  des  rechten  Winkels 
bei  V  die  Parallele  M^  Y  Tangente  an 
einem  Kreis  werden,  der  mit  Radius  M^  Y 
um  M^  beschrieben  würde. 


Figur  118. 


Frage  117.  Wie  gestalten  sich  die 
bisherigen  Ergebnisse  für  zwei  gleich- 
grosse  Kreise? 

Erkl.  258.  Die  Lftnge  beider  äusseren  Tan- 
genten zwischen  den  Berührungspunkten  ist  bei 
gleichgrossen  Kreisen  gleichlang  mit  der  Zentral- 
strecke, erreicht  also  hier  ihren  höchsten  Wert; 
denn  wenn  bei  gleichbleibender  Zentralstrecke 
ungleiche  Kreise  gezeichnet  werden,  so  ist  die 
äussere  Tangente  stets  kleiner  als  jene.  Es  ist 
nämlich  in  Figur  112  die  Tangentenstrecke 
PxP.^  =  J^iXj,  also  als  Kathete  im  rechtwink- 
ligen Dreieck  M^M^X  kürzer  als  die  Hypo- 
tenuse M^  3f,.  Die  Länge  der  inneren  Tangenten 
zwischen  den  Berührungspunkten  dagegen  bleibt 
stets  kleiner  als  die  Zentralstrecke,  denn  sowohl 
in  Figur  «112  als  Figur  118  ist  JjR,  <  JM^ 
und  JA,  <  JM^,  also  jB,  1?,  =  JR^  +  JR^  auch 
kleiner  als  JM^  +  ^^2  =  -^i  -^2- 

Erkl.  259.  Ein  besonderer  Fall  der  Lagen- 
beziehung zweier  gleichgrossen  Kreise  wäre  es, 
wenn  die  Zentralstrecke  doppelt  so  gross  würde, 
als  die  Hypotenuse  eines  gleichschenkligen  recht- 
winkligen Dreiecks  mit  Katheten  r.  =  r,.  Denn 
dann  würde  wegen  der  rechten  Winkel  bei  R 
und  S  jedes  der  Dreiecke  MJR  oder  MJS  zu 
einem  solchen  der  ebengenannten  Art,  die  Vier- 
ecke MRJSf  die  sonst  Deltoide  sind,  würden 
Quadrate,  und  die  Länge  der  innem  Tangenten 
würde  gleich  dem  Durchmesser  eines  jeden  der 
Kreise  selbst 


LV    Qz 


Antwort,  Wenn  zwei  auseinander- 
liegende Kreise  gleichgross  sind,  so  ist 
ihre  Gesamtfigur  nicht  bloss  in  Bezug 
auf  die  Zentrallinie  achsig-symme- 
trisch,  sondern  auch  in  Bezug  auf  die 
Mittelsenkrechte  ihrer  Zentral- 
strecke. Denn  wird  um  diese  um- 
geklappt, so  kommen  die  beiden  Durch- 
messer  der  Kreise,  also  auch  beide 
Kreislinien  zur  Deckung. 

Wegen  dieser  Symmetrie  müssen  die 
beiden  äusseren  Tangenten  zu  dieser 
neuen  Achse  senkrecht  stehen,  sie  wer- 
den parallel  zur  Zentrallinie  und  zu 
einander,  die  in  Figur  112  gezogene 
Parallele  M^X  fällt  mit  der  Zentrallinie 
zusammen,  da  die  Strecke: 

wird.  Die  Eadien  ^iP^,  ^2^2  ^^^^ 
den  Berührungspunkten  werden  zur  Zen- 
tralen senkrecht  und  bilden  ein  Rechteck 
3IJd^P^P^.  Die  äussere  gemeinsame  Tan- 
gente wird  also  zu  einer  ».Parallelen 
im  Abstände  r  zur  Zentralen"*; 
die  Berührungssehne  P^Qy  imd  P^Q^ 
wird  Durchmesser.     Die  inneren  Tan- 
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ErU.  260.  Zu  beachten  ist  auch,  dass  bei  genten  müssen  wegen  der  Symmetrie 
ParallelTerschiebung  einer  fiussern  Tangente  ^  beiden  Achsen  einander  auf  beiden 
,S  ÄÄ*^:^  w4en"d?Äsrn  Achsen,  also  im  Schnittpunkt  beider, 
Symmetrie  ans  beiden  Kreisen  stets  gleicUange  d.  h.  im  Mittelpunkt  der  Zentralstrecke 
Sehnenstücke  ansgeschnitten  werden.  schneiden. 

Die  in  Satz  36  und  Erkl.  255  auf- 
gestellten Gleichheiten  bleiben  bestehen 
mit  der  Erweiterung,  dass  auch  die 
nur  dui'ch  Indices  verschiedenen  Stücke 
ebenfalls  den  gleichen  Wert  erhalten- 
Wegen  der  achsigen  Symmetrie  zu 
den  beiden  senkrechten  Achsen  ist  die 
Figur  nach  Satz  97  des  HI.  Teils  auch 
zentrisch-symmetrisch  in  Bezug  auf 
den  Punkt  J  als  Symmetriezentrum. 


Frage  118.     Welche  Anwendungen 
zweier    auseinander    liegenden   Kreise 

finden    sich    schon   in    den   bisherigen  Antwort.    1)  Die  Figur  zweier  aus- 
Untersuchungen dieses  Lehrbuches?  einander   liegenden  Kreise   ergab  sich 

bei   den    Figuren  60    bis  63    dreimal, 

ErkL  261.  Unter  Ansschlnss  der  Fälle,  wo  ^enn  je  der  Inkreis  des  Dreiecks  mit 

zwei  einander  berührende  Kreise  entstehen,  hat  einem  einzelnen  der  Ankreise  —  und 

man:  weitere  dreimal,  wenn  zwei  Ankreise 

in  Fig.  60,  61,  — ,  63:  Kreise  Jfoifi  mit  äusseren  mit  einander  ZU  einem  Paare  zusammen- 

Tangenten&,  c,  innerer  a,  gefasst  werden.    Die  Winkelhalbierende 

in  Fig.  60,  61,  — ,  63:  Kreise  Jfo  Jfs  mit  äusseren  des  zugehörigen  Dreieckswinkels  ist  die 

.  ^-    ..            .o  Tangenten  a,c,  innerere  Zentrale  beider  Kreise,  zwei  Dreiecks- 

inFig.60,~,-,63:  geise^^^^^^  ^^^^^^  ^^^  ^^^^^^^^  ^^^zw.  innere  Tan- 

inFJg.60,  61,  62,  63:  Kreise  M,m[  i^t  inneren  genten  beider  Kreise.  Die  dritte  Drei- 
Tangenten  a,  6,  äusserer c,  ecksseite  ist  die  eine  der  inneren  bezw. 

in  Fig.  60,  61,  62,  63:  Kreise  M^M^  mit  inneren  äusseren  Tangenten;  die  Tangenten- 
Tangenten  2>,  c,  äusserer  a,  abschnitte  treten  auf  dort  wie  hier,  und 

in  Fig.  60,  61,  62,  63:  Kreise  M^M^  mit  inneren  wegen  des  am  Schnittpunkt  der  inneren 

Tangenten«,  c,  äusserer 6.  ^md  äusseren  Tangenten  gelegenen  Tan- 

gentenwinkels  gehen  auch  die  Halbie- 

EM.  262.  Auch  in  Figur  113  ist  das  Vier-  rungslinien  der  übrigen  vier  Innen-  bezw. 

eck  JT,  LaLjÄj    als   ein  überschlagenes  Anti-  AncopriwiiilfPl    rlPQ   T)rpipr»lr«i    flnrr»li    rlpn 

Parallelogramm  der  Art  Figur  76IV  oder  80II  ^?A^^^?f  .       .     J^reiecKS    üurcn   aen 

anzusehen.    Und  in  Figur  112  sind  die  Deltoide  Mittelpunkt  je  emes  der  Kreise. 

ans  Figur  77  und  81  zu  erkennen,  nämlich:  Dabei  erhielt  man  noch  beim  gleich- 

1)  ^jr,JLi^  mit  Inkreis  ifj  und  Ankreis  ifj,  schenkligen   Dreieck   ein   Paar,    beim 

2)  AK^JL^Ä  ebenfalls  mit  Inkreis  M^  und  gleichseitigen  Dreieck  drei  Paare  gleich- 
Ankreis  Jfj,  grosser  Kreise. 
J]££ut'^rMj''''''' ir.i^.L.^,ir,  2)  Femer  entsteht  die  Figur  zweier 

Umgekehrt  folgt  aus  dieser  üebertragung  auseinander  hegenden  Kreise   bei  den 

der  Anschauungen,  dass  auch  einerseits  beim  Vierecken,    welchen   zwei   Kreise   ein- 

Deltoid  die  Tangenten  abschnitte  an  Inkreis  und  und  bezw.  angeschrieben  werden  können. 

Ankreis  Ton  den  Schnittpunkten  seiner  Seiten  Und  zwar  hat  man  beim  Antiparallelo- 

und  deren  Verlängerungen  gleichlang  sind,  ^amm  in  Fiffur  76IV  bezw.  Fiffur  80II 

sowie  dass  anderseits  bei  Figur  111  und  113  die  eTdUiui  m  Jigui  /o iv   ue^w.  rigui  öuj.i 

Tier  Schnittpunkte  K,K,lX  der  inneren  und  zwei  gleichgrosse  Kreise,   beim  Deltoid 

äusseren  Tangenten  stets  ein  Kreisviereck  in   Figur   77   bezw.  81    zwei   ungleiche 
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bilden,  nftmlich,  dasB  ausser  den  beiden  An-  Kreise,  für  welche  je  die  gleichen Deltoid- 
Puätegeh?  ^  ^"^"^  ''""''  *"*  "^^  Seiten  als  äussere  und  innere  Tangenten 

diU.ItT6t  6n  • 


Figur  114. 


Frage  119.  Welche  Abänderungen 
erleiden  die  bisherigen  Beobachtungen 
bei  zwei  einander  ausschliessend 
berührenden  Kreisen? 


Erkl.  268.  Die  Zentralstrecke  besteht  in 
Fignr  107  und  114  aus  zwei  aneinander  stossen- 
den  Stücken,  nämlich: 

M^M^  =  M^J  +  M^J  =  7\  +  7,, 
^ie  in  Satz  35  angegeben  wurde. 

Da  XYz=2r,  +  2r^  =  2(r,  +  r,)   ist,   so 

ist  Jfjif,  =  -^'XYj  also  ist  die  doppelte  Zen- 

tralstrecke  die  Länge,  unterhalb  welcher  alle 
Abstände  zweier  Punkte  der  beiden  Kreislinien 
bleiben  müssen. 

Erkl.  264.  Lässt  man  die  beiden  Kreise 
in  Figur  111  und  113  einander  näherrilcken, 
so  werden  die  Winkel  K^JAy  L^JA  und  ihre 
Scheitelwinkel  immer  grösser  und  wachsen  bis 
zum  rechten  Winkel,  der  Winkel  K,JK^  da- 
gegen wird  immer  kleiner  bis  zu  Null.  Gleich- 
zeitig werden  die  Strecken  JB^  und  JS^,  also 
auch  Ri  12,  und  S,  ;S^,  immer  kleiner,  und  erreichen 
bei  Figur  114  den  gemeinschaftlichen  Wert  Null, 
während  vorher  stets  die  Strecken  JR^  und 
JS,  an  dem  grossem  der  beiden  Kreise  grösser 
waren,  als  die  an  dem  kleinern. 

Erkl.  265.  Wollte  mau  Figur  112  für  aus- 
schliessend berührende  Kreise  wiederholen,  so 
würde  sich  für  die  äussere  Tangente  P»  P,  wieder 
das  Rechteck  3f,  P,  PjX  ergeben  mit  dem  Kreise 
um  i/j  mit  Radius  r,  —  f\.  Für  die  innere 
Tangente  aber  wird  Jf,  F  =  r^  +  »"i  =  JfjJfn 
die  Tangente  if,  F  in  ifj  an  diesem  Kreis  wird 
selbst  Senkrechte  zur  Zentralen,  also  parallel 
zur  Tangente  KL  in  Figur  114. 


Antwort.  1)  Wenn  zwei  Kreise 
einander  ausschliessend  berühren,  so 
haben  sie  einen  gemeinsamen  Punkt. 
nämlich  den  Berührungspunkt,  also 
entsteht  einmal  der  Abstand  Null 
zwischen  Punkten  beider  Ki'eise.  Für 
alle  übrigen  Abstände  zeigt  dann  eine 
mit  Antwort  114  bezw.  Erkl.  252  gleich- 
lautende Ueberlegung,  dass  die  Summe 
der  beiden  Durchmesser  die  grösst- 
mögliche  aller  Abstandsstrecken 
ist  zwischen  zwei  beliebigen  Punk- 
ten beider  Kreislinien. 

2)  Von  den  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten bleiben  ^e  äusseren  unverändert 
wie  bei  zwei  auseinanderliegenden  Ki^i- 
sen,  die  beiden  inneren  dagegen  fallen 
zusammen  in  die  gemeinschaftliche  Tan- 
gente beider  Kreise  im  Berührungs- 
punkte. Daher  fallen  die  Punkte  R 
und  S  mit  J  zusammen  und  beide  Punkte 
K  und  L  ergeben  je  einen  einzigen. 
Von  diesem  Schnittpunkte  der  äusseren 
Tangenten  mit  den  inneren  gehen  dann 
je  drei  gleichlange  Tangenten- 
abschnitte an  die  beiden  Kreise. 
nämlich: 
KP,  =  KJ=  KP^  =  LQ,  =z  LJz=z  LQr 

also  halbiert  die  innere  Tangente  die 
Strecke  der  äussern.  Ferner  folgt,  dass 
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auch  die  Länge  P,Po  =  Q,Q,  =  KL, 
also  die  innere  gleich  der  äussern 
Tangente  ist. 

3)  Die  in  Antwort  116  und  117  an- 
gestellten Ueberlegungen  behalten  fiir 
ausschliessend  berührende  Kreise  un- 
veränderte Geltung. 

4)  Kreispaare  der  untersuchten  Art 
fanden  sich  bereits  in  Figur  61  (M^M^) 
und  62  (M^  mit  M.M^M^), 


Fi'age  120.  Welche  besonderen 
Eigenschaften  folgen  aus  der  Gemeinsam- 
keit der  Tangente  und  des  Berührungs- 
punktes für  die  beiden  Kreise? 

Figur  115. 


Erkl.  266«  Denkt  man  sich  auf  der  gemein- 
samen Tangente  im  Berührungspunkt  den  Punkt 
G  wandernd  Ton  oben  aus  dem  Unendlichen 
nach  K,  J,  L  und  weiter  ins  Unendliche,  so  ist 
ursprüngüch  in  unendlicher  Ferne  der  Winkel 
gleich  Null,  die  Tangentenabschnitte  unendlich 
und  parallel  der  Linie  GH  selbst  als  Tangenten 
in  den  Endpunkten  der  beiden  Durchmesser. 
Solange  dann  G  oberhalb  K  bleibt,  bleibt  der 
Winkel  SM 8^  ein  hohler,  die  Berührungspunkte 
S^Sf  bleiben  ausserhalb  P,  und  Pj.  Dann  wird 
der  Winkel  ttberstumpf  und  im  Punkte  J  wird 
er  3600  =  0»,  um-  jenseit  J  dieselben  Werte 
rückwärts  zu  durchlaufen;  dabei  bleiben  die 
Berührungspunkte  T,  und  T^  wieder  innerhalb 
der  Bogen  ft  J  und  Q^J^  solange  Punkt  H  inner- 
halb JL  bleibt. 

Erkl.  267.  Nach  der  Anschauungsweise  in 
Satz  16  f  kann  man  für  nebenstehenden  Satz 
auch  sagen:  Eine  durch  den  Berührungspunkt 
zweier  Kreise  gehende  Sekante  bildet  Sehnen, 
welche  von  den  Peripheriepunkten  beider  Kreise 
unter   dem  gleichen  Winkel  gesehen  werden. 


Antwort.  1)  Zieht  man  von  irgend 
einem  Punkte  G  oder  H  (s.  Figui*  115) 
der  gemeinsamen  Tangente  KL  an  beide 
Kreise  die  Tangenten  GSj^,  GS^  oder 
HT^,  HT^,  so  müssen  die  beiden  an 
denselben  Kreis  gehenden  Strecken 
nach  Satz  13  gleichlang  sein,  also 
GJ=GS,  und  GJ=GS,^.  Folglich 
müssen  sowohl  die  drei  Strecken  GJ, 
GS,,  GS,,  als  auch  HJ,  HT„  Hl\ 
gleichgross  sein,  oder 

von  jedem  Punkte  der  gemein- 
samen Tangente  im  Berührungs- 
punkte zweier  Kreise  gehen 
drei  gleichlange  Tangenten- 
abschnitte an  beide  Kreise. 

2)  Zieht  man  durch  den  Berührungs- 
punkt J  irgend  eine  Sekante  A^A^  der 
beiden  Kreise,  so  bildet  dieselbe  mit  der 
Tangente  in  J  für  beide  Kreise  Sehnen- 
tangentenwinkel  A^JL  =  A^JK.  Da 
erster  er  nach  Satz  17  gleich  der  Hälfte 
des  Bogens  A^T^J  ist,  und  letzterer 
gleich  der  Hälfte  des  Bogens  A^S^J, 
so  findet  man, 

dass  eine  Sehne  durch  den  Be- 
rührungspunkt zweier  Kreise  in 
beiden  Kreisen  Bogenstücke  von 
gleichem  Mittelpunktswinkel 
ausschneidet,  also  mit  paral- 
lelen Radien. 

3)  Zieht  man  eine  zweite  Sehne  B,  B^ 
durch  den  Berührungspunkt,  so  wird 
durch  die  Verbindungslinien  A^B,  bezw. 
A^B^  je  ein  Peripheriewinkel  auf  dem 
gleichgrossen  Bogen  gebildet,  nämlich: 
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Und  den  letzten  Satz  kann  man  umkehren 
in  folgender  Weise :  Zieht  man  durch  die  Kreis- 
mittelpunkte oder  durch  die  Schnittpunkte  Ai 
und  A^  einer  durch  den  Berührungspunkt  zweier 
Kreise  gehenden  Sekante  beliebige  Parallelen 
{A^B^  II  ^3^^2)1  so  liegen  die  Kreisschnittpunkte 
dieser  Parallelen  in  beiden  Kreisen  auf  einer 
Geraden  durch  den  Berührungspunkt.  —  Denn 
wenn  man  die  Dreiecke  JA^  5,  und  JA^  5,  unter- 
sucht, so  ist  wegen  der  Sekante  A^JA^  der 
<^  ii,  =:  <^  ^, ,  femer  wegen  der  Parallelität 
auch  -^-4,  = -«^udji  folglich  muss  auch  der 
dritte  Winkel  <^AiJB^  =  A^JB^,  also: 

-^5,JjBj  =  1800. 
sein. 


und 


^A,B,J=z-A,T,J 


^A^B^J^-^A^S^J, 

also  sind  die  Winkel  Ä^B^J=i  Ä^BJ. 
Da  diese  Winkel  ausserdem  der  L^^ 
nach  Wechselwinkel  sind,  so  ergibt  sich. 
dass 

die  Verbindurigssehnen  der 
Schnittpunkte  je  zweier  durch 
den  Berührungspunkt  zweier 
Kreise  gehenden  Sekanten  in 
beiden  &eisen  parallel  sind. 


Frage  121.      Welche   Abstands- 
strecken entstehen  zwischen  den  Punk- 
zweier schneidenden  Kreise? 


Erkl.  268.  Wenn  an  den  sechs  Lagebe- 
ziehungen der  Figur  109  die  Durchfttbrung  für 
die  Lage  der  Zentralstrecke  gemacht  wird,  so 
erhält  man: 

1)  iifoif,  =  J^foX,  +  x,^o  +  yo3f,  =  »o-c^+(^  +  /v 


c^ 


>  +  rt~d 


■nr' 


bezw.  =  M,Y,+  Y,Y,  -  Y,M,  =  r, 
2)  M,M,  =  M,X,  +  X,Y,  =  r,  -d  +  d  =  r,  und  r,  =  d=i  e, 

8)  M,M,  =  MoX,  +  X,M,  =  ro-d  +  r«  =  r,+r,  ~  d 

bezw.  =  .¥,^0+1^0^3-5^3^8  =  ^C 

4)  M^M^  =  X^Yq  =zd  =  rf^  =  r^  —  e, 

5)  M,M^  ==  X,M,  's=  r,  und  r«  =  c?  bezw.  M,M,  =  Af^Y,  +  Y,Y,-  Y,M,  =  r«  -  r,  +  e, 

6)  M,M,  =  X,Y,-^X,M,-^Y,M,z=d-^id^r,)-^{d-^r,)  =  r,  +  r,^d 

bezw.  =  M,Y,+  Y,Y^^Y^M^  =  r.-^r.i- 
Wo  hierin  nicht  ausdrücklich  r^-^-r^  —  d 
oder  r,  —  r, -f-ß  steht,  kann  dieser  Ausdruck 
dadurch  herbeigeführt  werden,  dass  der  Posten 
r,  — (Z  oder  —  r„  +  e  beigefügt  wird;  denn  es 
ist  in  solchen  Fällen  stets  r^^=  d  bezw.  r^  =  e. 


Antwort.    1)  Die  Abstandsstrecke 
der  Mittelpunkte  selbst  ist  M^M^   Be 


zeichnet  man  in  Figur  116  mit  XJ^ 
und  -XgFg  die  auf  der  Zentrallinie  liegen- 
vl""^}'  ^5^-  i?Al"  "^'^  der  Strecke  r,r,  =  e  den  Durchmesser  der  beiden  Kreise  iii 
tZJ'l.S7^t^^e  Tx.'=f^r.ni^e  gleicher  Richtung,  mit  d  das  Stück  I.r. 
dann  ergeben  c  =  t\  —  r.-\-f.  Da  aber  in  den  und  mit  e  X^Y^,  SO  setzt  Sich  M^M^^l^ 
Figuren  109  stets  der  Radius  des  ersten  Kreises  den  sechs  verschiedenen  Lagen  zweiei* 
grösser  ist  als  der  des  zweiten,  so  ist  r,^r^  schneidenden  Kreise,  welche  in  Figur  109 
und  daher  f  stets  dargestellt  sind,  Verschiedenermassen  zu- 
sammen. Es  ist  aber  jedesmal  (vergl. 
c^r^^r^-^-e^^r^  —  r^-^-  f,  ^rkl.  253)  die  Zentralstrecke  kleiner  als 

Kisst  sich  leicht  bestätigen,  da  dann  dwch  Um-  ^1  +  ^2,  nämlich  um  das  Stück  rf,  und 
Setzung:  giösser   als  r-j  —  r^,    nämlich   um  da» 

2ri  +  6  =  2r3  +  /,  beides  =  X,  Y^  Stück  e. 

Erkl.  270.  Zwischen  c,  e,  f  allein  besteht  2)  Wenn  zwei  Kreise  einander  schnei- 
die  Gleichung  c  z=z -^ {e -^  f) ,  denn  Addition  den,  SO  haben  sie  zwei  gemeinsame 
von  c  :=  r,  ~  r,  +  e  =  r,  -  r,  +  f  Hefert  Punkte,  also  kommt  zweimal  der  Ab; 
c  +  c  =  e+A  stand  Null  vor  zwischen  Punkten  beidei 


positiv,    rj  —  r,   negativ, 
grösser  als  e, 

Dass  wirklich 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M.  1881, 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer^*  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  ^atis  und   portofrei   bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  brochiert,  am  den  sofortigen  and  dauern- 
den Gebraach  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigangen 
and  Erklftnmgen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzehie  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedeateten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische^  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  ia  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figaren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fär  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsügUchste  Lehrbuch 
Bum  Selbststudium,  das  vortreflEliohste  Nachschlagebuoh  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  BesteUungen  entgegen. 


B9^  Das  vollstindige 

InhaltsYerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  yon  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by 


Google 


TTT-  .  3  :s  « 


Ebene  Eiementar-Geometrie 


I  1018.  Eeft,;  :'":-^     '"rz^L^iJ^' 


Forts.  V.  Heft  1011.  —  Seite  120—144. 

Mit  15  Figuren. 


Vollständig  gelöste 

I  Aufgaben -Sammlung 

1       —  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  fGr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

I  mit 

I  iogib«  md  EDtileklimil  der  benntzten  Sülze,  Formeln,  Regeln,  In  Fragen  ond  intiorten 

i  *  erl&atert  durch 

i  viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

I  am  allen  Zweigen 

i  der  Seehenkmuty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  iph&rischen 

I  Trigonometrie,  Bynthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
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I  BrUoken«  vu  Hoehban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  o. 
I  Parallel-PenpektiTe,  Schattenkonstmktionon  etc.  etc. 

§  to 

I       Schtller,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Hilit&rs  etc. 

I  zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

I  Studium,  znr  Torthfilfe  bei  Schalarbeiten  nnd  zur  rationellen  Verwertung 
D  der  exakten  Wissenschaften, 

U  herausgegeben  von 

i  Dr.  Adolph  Kleyer, 

II  Mathematiker,  rereidetar  kOnIgl.  pren».  Feldmester,  rereideter  groteh.  hessischor  Oeometer  I.  Klasse 

I  in  Frankfurt  a.  M. 
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MF*  Das  vollttlndige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 

Wuprh    IoHa   Riir.hh2inrlliinn    haynnan    utariian  "^^ 


Preisgekrönt,  in  Frankfnrt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 4 

Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  /^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brttcken-  nnd  Hochbaues,  des  konstrakti?en  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstftndig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benutaten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  nnd  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathei^atik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der. 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezOglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  far  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  Ordn«,  gleieh- 
berechtlgten  höheren  Bttrgerscholen,  Prlvatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschiüen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschnlen,  techn.  Yorbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerbiiclie 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissenschaftsschalen 
Milltärschnlen,  Yorbereitungs«  Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  for  das  Eii^ährig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fUr  Sehritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  sn  lösen,  die  ^. 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Milit&rs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  nnd  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfe- 
zwelgen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —-  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfaaaer 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandluiig. 
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Kreise.  Für  alle  übrigen  Punkte  der 
beiden  Kreislinien  zeigt  sich,  wie  in 
Antwort  114  bezw.  Erkl.  252,  dass  die 
auf  der  Zentrallinie  liegende  Strecke 
X^V^  die  grösstmögliche  aller  Ab- 
standsstrecken ist  zwischen  zwei 
beliebigen  Punkten  beider  Kreislinien. 
Bezeichnet  man  die  Länge  der  Zentral- 
strecke mit  c,  so  ist: 

X^Y^z=  c  +  r^+r^, 

also  nach  vorigem: 

2r,  oder  2r,<X»r,<2(r,  +  r,). 


Fignr  116. 


Frage  122.  Welche  Beziehungen 
bestehen  zwischen  den  Tangenten 
zweier  schneidenden  Kreise? 

ErU.  271*  In  Fignr  116  ist  der  besondere 
FaU  dargestellt,  dass  <^(f  =  90o  ist.  Wenn 
dann  der  Schnittpunkt  B  mit  den  Mittelpunkten 
verbunden  wird,  so  ist  jeder  dieser  Radien  senk- 
recht auf  seiner  Tangente,  muss  also  mit  der 
andern  Tangente  zusammenfaUen ,  da  diese  ja 
ebenfalls  auf  der  vorigen  Tangente  senkrecht 
stehen  soll.  Wenn  also  zwei  Kreise  ein  - 
ander  rechtwinklig  schneiden,  so  geht 
die  Tangente  des  einen  Kreises  im 
Berührungspunkt  je  durch  den  Mittel- 
punkt des  andern  Kreises. 


Antwort.  1)  Wenn  zwei  Kreise  ein- 
ander schneiden,  so  behalten  dieselben 
zwei  äussere  gemeinschaftliche  Tangenten 
bei,  die  inneren  Tangenten  aber  ver- 
schwinden vollständig.  An  deren  Stelle 
dagegen  tritt  die  gemeinschaftliche  Sehne 
BS  der  beiden  Kreise, 

2)  In  den  Schnittpunkten  J?  und  S 
der  beiden  Kreise  gibt  es  an  jeden  der 
Kreise  eine  Tangente,  und  der  Schnitt- 
winkel q)  dieser  beiden  Tangenten  heisst 
der  Schnittwinkel  der  beiden 
Kreise;  man  sagt  daher,  die  Kreise 
schneiden  einander  unter  dem 
Winkel  (jp,  wenn  die  Tangenten  in  den 
Schnittpunkten  den  Winkel  q>  bilden. 


Frage  123.     Welche  Eigentümlich- 
keiten zeigen  die  durch  den  Schnitt- 
punkt   zweier    Kreise    gehenden   Se-       Antwort.    1)  Zieht  man  durch  den 
kanten?  Schnittpunkt  B  (s.  Figur  117  und  118) 


Sachs,  Ebene  Elementar-Qeometiie.  lY. 
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Erkl.  272.  Für  die  Linie  AR  sind  ver- 
schiedene Möglichkeiten  der  Lage  vorhanden: 
Sie  kann  den  Kreis  1  schneiden: 

1)  zwischen  R  nnd  dem  Schnittpunkt  der 
Tangente  in  JB  an  den  zweiten  Kreis  {A^\  nnd 
dann  wird  der  zweite  Kreis  jenseits  R  ge- 
schnitten (^,). 

2)  Der  Schnittpunkt  liegt  zwischen  dem 
genannten  Tangentenschnittpnnkt  nnd  S  {B^  in 
Figar  117),  nnd  dann  wird  der  zweite  Kreis 
ebenfalls  diesseits  R  geschnitten  zwischen  R 
nnd  S  (1?,  in  Figur  117). 

3)  Der  Schnittpunkt  liegt  auf  dem  Bogen- 
stück  SR^  nnd  dann  wird  der  zweite  Kreis 
geschnitten  zwischen  S  und  dem  Schnittpunkt 
der  Tangente  an  den  ersten  Kreis  in  R, 

Erkl.  278.  Im  ersten  der  genannten  Fälle 
umfasst  die  Strecke  A^  A^  den  Punkt  R  zwischen 
sich,  im  zweiten  Falle  liegt  R  ausserhalb  B^B^ 
jenseits  B^,  im  dritten  Falle  läge  R  ausserhalb 
Cj  C,  jenseits  C^.  Dabei  sind  jeweils  die  Grössen 
der  Peripheriewinkel  zu  beachten;  denn  in  jedem 
Kreise  treten  zweierlei  zu  einander  supple- 
mentäre Grössen  auf,  deren  eine  auf  dem 
einen  Bogen  R  S,  deren  andere  auf  dem  andern 
Bogen  RS  steht. 

Erkl.  274.  Bei  dem  Uebergang  der  vom 
Punkte  R  ausgehenden  Linie  durch  die  Lage 
der  Sehne  RS  springt  der  Winkel  B^SB^  aus 
dem  einen  Scheitelwinkel  der  Tangenten  in  den 
andern  Scheitelwinkel  über,  dabei  dieselbe  Grösse 
festhaltend.  —  Der  Winkel  dieser  Tangenten 
oder  Schnittwinkel  beider  Kreise  kann  verschieden 
gross  sein:  In  Figur  117  ist  er  ein  spitzer,  in 
Figur  118  ein  stumpfer,  in  Figur  116  ein  rechter. 

Erkl.  275.  Beim  Uebergang  des  Punktes  ji^, 
i?j  u.  s.  w.  gegen  den  Punkt  S  (oder  R)  selbst 
wird  die  Linie  AR  zunächst  Tangente  an  den 
Kreis  Jlf„  von  da  an  schneidet  sie  den  Kreis  M^ 
in  Punkten  des  Bogens  RS  (B^  in  Figur  117), 
und  bis  A  ganz  nach  S  gelangt,  fällt  B^  auch 
nach  S,  und  die  Linie  B^S  wird  Tangente  in  S 


die  Sehnen  A^RA^  und  J5, RB^,  so  stehen 
im  Kreise  um  M^  die  Peripheriewinkel 
A^  und  B^  über  demselben  Bogen  RS, 
also  gleichgross.  Im  Kreise  um  Jlf« 
sind  die  Peripheriewinkel  A^  und  JB, 
in  Figur  118  ebenso  gleich,  in  Figur  117 
über  den  beiderlei  Bogen  ÄS,  also 
supplementär,  nämlich: 

^^,  =  1800  — <ti?5,S  =  ^^,B,Ä 
Vergleicht  man  daher  die  Winkel  der 
Dreiecke  A^A^S  und  JB^figS,  so  findet 
man: 

1)  <^SA,A,  =  ^SB,B,, 

2)  <^SA,A,  =  ^SB^B,, 

folglich  ist  auch: 

3)  ^A,SA,  =  ^B,SB,. 

2)  Zieht  man  ferner  von  dem  grössten 
Winkel  B^SA^  erst  den  einen,  dann 
den  andern  dieser  gleichen  Winkel  ab, 
so  bleibt: 

oder  Bogen  A^  B^  hat  ebensoviel  Bogen- 
grade wie  Bogen  A^B^. 

3)  Wird  endlich  die  Sekante  BB 
(s.  Fig.  1 1 7)  im  positiven  Drehungssinne 
um  R  weitergedreht  gegen  ÄS  hin,  so 
rücken  JB,  und  B^  gegen  S  selbst,  die 
Linien  SB^  und  SB^  werden  Tangenten 
in  dem  Schnittpunkte  S.  Der  Winkel 
A^SA^  =  B^SB^  geht  also  in  der  Grenze 
über  zum  Winkel  der  Tangenten  der 
Kreise,  also  dem  Schnittwinkel  der  beiden 
Kreise. 

4)  Da  weiter  in  Figur  118  wegen 
der  Sekanten  A^RA^  und  B^RB^  die 
Bogen  A^Bi  =  A^B^,  und  foglich  auch 
wegen  der  Sekanten -4iS^2  ^^^  D^SB^ 
derselbe  Bogen  A^B^  =  D^E^^  so  muss 
auch  der  vom  Winkel  A^  ausgeschnittene 
Bogen  A^  E^  =:A^Do-\-  D^  E^  gleich  sein 
dem  vom  Winkel  B^  ausgeschnittenen 
Bogen  D^ B^  =  A^D^-[- A^_ B^. 

5)  Wii'd  die  eine  der  Linien  SA^ 
oder  RB^  zum  Durchmesser,  wie  in 
Figur  118,  so  wird  das  Dreieck  SA^B 
bezw.  RB^S  zu  einem  rechtwinkligen 
mit  rechtem  Winkel  bei  R  bezw.  S. 
Folglich  bildet  die  Verlängerung  der 
Linie  RA^  bezw.  SA^  auch  im  andern 
Kreise  anderseits  von  RS  ein  recht- 
winkliges  Dreieck,  also  muss  die  Linie 
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an  den  KreiB  M,.    Dann  ist  der  im  Kreis  M^  SÄ^  bezw.  BD^   ebenfalls  Durchmesser 

bis   nach  S  selbst.    Dieser  Bogen  wird  aber  ^i^A  liegen  auf  einer  geraden  Linie. 
ansgescbnitten  dnich  die  beid^  Tangenten  der 
beiden  Kreise  im  Schmttpnnkte  S  als  die  Schenkel 
des  Sebnentangentenwinkels,  welche  eben  anch 
den  Schnittwinkel  beider  Kreise  bilden. 


Frage  124.  Welche  Aussagen  über 
schneidende  Kreise  ergeben  die  vorigen 
üeberlegungen? 


ErkL  276.  Der  nebenstehende  Satz  87  gibt 
die  Znsammenfassang  des  ersten  and  dritten 
Teiles  der  vorigen  Antwort  128.  In  Beutttzong 
der  Anschauungsweise  der  Erkl.  89  könnte 
man  statt  dessen  anch  sagen:  Die  Strecken, 
welche  auf  den  Sekanten  durch  den  einen 
Schnittpunkt  zweier  Kreise  durch  deren  zwei 
andere  Kreisschnittpunkte  gebildet  wer- 
den, werden  Tom  zweiten  Schnittpunkte  der 
beiden  Kreise  stets  unter  demselben  Gesichts- 
winkel gesehen,  nämlich  gleich  dem  Schnitt winkel 
beider  Kreise. 

Erkl.  277.  unter  dem  Schnittwinkel 
beider  Kreise  hat  man  den  Winkel  derjenigen 
Tangenten  rieh  tu  ngen  zu  verstehen,  welche 
im  Schnittpunkt  an  beiden  Kreisen  in  der- 
selben Umlaufsrichtung  gezogen  sind.  Der 
Winkel  des  krummlinigen  Zweiecks  BSE  ist 
aber  der  Winkel  zweier  Tangenten  in  entgegen- 

fesetztem  Umlaufssinne,  also  supplementär  zum 
chnittwinkel  der  beiden  Kreise.  Der  erstere 
Winkel  tritt  auf  in  Satz  87,  der  letztere  in 
Satz  87  b.  Im  letzteren  ist  femer  zu  beachten, 
dass  die  Bogen  J,  Cj  (durch  Linien  aus  A^)  und 
i>^B,  (durch  Linien  aus  B,)  zwar  nicht  der 
Länge  nach  gleich  sind,  wohl  aber  dem  Winkel- 
inass  nach,  da  letzteres  beidemale  gleich  ist 
dem  Winkel  des  krummlinigen  Zweiecks  RSR. 


Antwort,  Die  Ergebnisse  der  in 
voriger  Antwort  angestellten  Üeber- 
legungen lassen  sich  folgendermassen 
in  Sätzen  aussprechen: 

Satz  87.  Die  Verbindungslinien 
des  einen  Schnittpunktes  zweier 
Kreise  mit  den  beiden  Kreisschnitt- 
punkten jeder  durch  den  andern 
Schnittpunkt  der  Kreise  gezogenen 
Sekante  bilden  stets  gleichgrosse 
Winkel,  nämlich  gleich  dem 
Schnittwinkel  der  beiden 
Kreise. 

Satz  37  a.  Zwischen  den  Schnitt- 
punkten zweier  durch  denselben 
Schnittpunkt  zweier  Kreise  gehenden 
Sekanten  liegen  in  beiden  Kreisen 
gleichgrosse  Bogen  (in  gleichem 
Umlaufssinne). 

Satz  87  b.  Zwischen  den  Schnitt- 
punkten je  zweier  von  den  Peripherie- 
punkten des  einen  von  zwei  schnei- 
denden Kreisen  durch  die  zwei  Schnitt- 
punkte gehenden  Sekanten  mit  dem 
andern  Kreise  liegen  beidemale  stets 
gleichgrosse  Bogenstücke,  deren 
Peripheriewinkel  dem  Schnittwinkel 
der  beiden  Kreise  supplementär  ist. 

Satz  87  c.  Die  zweiten  Schnitt- 
punkte derjenigen  Durchmesser 
zweier  schneidenden  Kreise,  welche 
von  einem  Schnittpunkte  ausgehen, 
liegen  auf  einer  geraden  Linie  mit 
dem  andern  Schnittpunkte. 


Frage  126.  Welche  Besonderheiten 
haben  nach  den  vorigen  Sätzen  zwei 
Kreise  aufzuweisen,  welche  einander 
rechtwinklig  durchschneiden? 


Antwort.    Wenn  zwei  Kreise  ein- 
ander unter  einem  rechten  Winkel  durch- 
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Erkl.  278*  Ein  Kreis,  welcher  einen  andern 
rechtwinklig  schneidet,  heisst  auch  ein  Ortho- 
gonalkreis desselben  (vom  griechischen  og^g  = 
fferadCi  recht,  und  yovos  =  Winkel,  also  wört- 
lich ein  „Bechtwinkelkreis").  Eine  weitere 
Eigenschaft  rechtwinklig  schneidender  Kreise 
ist  die  in  Erkl.  271  erwähnte,  dass  je  die 
Radien  des  einen  nach  den  Schnittpunkten  die 
Tangenten  des  andern  sind.  Daraus  folfft  weiter, 
dass  ein  Kreis,  welcher  die  Zentralstre(£e  beider 
Kreise  als  Durchmesser  hat,  durch  beide  Mittel- 
punkte und  durch  beide  Schnittpunkte  geht. 
Wegen  der  Symmetrie  zur  Zentrallinie  können 
nur  bei  Orthogonalkreisen  beide  Schnitt- 
punkte mit  beiden  Mittelpunkten  auf  einem 
Kreise  liegen. 


schneiden  (siehe  Figur  119),  so  ist  so- 
wohl der  Schnittwinkel  der  Kreise,  als 
der  Spitzenwinkel  des  krummlinigen 
Zweiecks  ein  rechter.  Daher  bilden 
die  in  Satz  37  genannten  Strecken  stets 
die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  mit  Scheitel  im  Kreisschnitt- 
punkt, dessen  Kathetenendponkte  auf 
den  beiden  Kreislinien  wandern;  und 
die  Verbindungslinien  dieses  Kreis- 
schnittpnnktes  mit  den  End- 
punkten der  Strecken  schneiden 
beide  Kreise  je  in  den  Endpunkten 
eines  Durchmessers. 

Ferner  wird  der  Peripheriewinkel 
der  im  Satz  37b  genannten  Bogenstücke 
ein  rechter,  also  müssen  die  Bogen  Halb- 
kreise werden,  und  man  erhält  die  Aus- 
sage: Die  Verbindungslinien  der 
Schnittpunkte  zweier  einander 
senkrecht  durchschneidenden 
Kreise  mit  je  einem  gleichen 
Punkte  der  einen  Kreislinie 
schneiden  die  andere  in  den  End- 
punkten eines  Durchmessers. 


Frage  126.  Welche  Beziehungen 
finden  statt  zwischen  zwei  einander 
schneidenden  Kreisen,  deren  einer  durch 
den  Mittelpunkt  des  andern  geht? 

Erkl.  279.  Wenn  zwei  Kreise  der  neben- 
stehenden Art  einander  unter  einem  Winkel 
von  600  schneiden  würden,  so  müssten  alle 
Dreiecke  der  Art  B^B^S  oder  NM^S  auch 
gleichseitige  Dreiecke  werden.  Denn 
dann  würde  der  Winkel  B,  SB^  =  60»  werden, 
also  ^B^R.S  ebenfalls  60o  und  folglich  auch 
der  dritte  Winkel  B^B^S=  60o. 


Antwort.  1)  Wenn  von  zwei  ein- 
ander schneidenden  Kreisen  der  eine 
durch  den  Mittelpunkt  des  andern  geht, 
so  bilden  wieder  die  in  Satz  37  ge- 
nannten Verbindungslinien  mit  einander 
und  mit  der  Sekante  durch  den  andern 
Schnittpunkte  stets  Dreiecke  mit  gleich- 
gross  bleibenden  Winkeln.  Wirf  ins- 
besondere die  Sekante  BN  durch  den 
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Figur  120. 


Erkl.  280.  Alle  Sätze  der  in  den  Ant- 
worten 124  bis  126  vorkommenden  Arten  lassen 
sich  anch  in  verschiedener  Weise  umkehren. 
So  könnte  man  aus  dem  zweiten  der  neben- 
stehenden Sätze  die  folgenden  ableiten: 

„Zieht  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  P  Sekanten  durch  einen  Kreis 
M^,  so  liegen  die  Mittelpunkte  der 
auf  ihnen  ausgeschnittenen  Sehnen 
sämtlich  auf  einem  Kreisbogen,  wel- 
cher die  Zentralstrecke  des  Punktes  P 
zum  Durchmesser  hat." 
Oder: 

„Zieht  man  in  einem  Kreise  M^ 
Sekanten  durch  einen  Peripherie- 
punkt P,  und  schneidet  denselben 
durch  einen  beliebigen  zweiten  Kreis 
um  den  Endpunkt  des  durch  P  gehen- 
den Durchmessers,  so  werden  auf 
diesen  Sekanten  innerhalb  und 
ausserhalb  des  Kreises  M^  gleich- 
grosse  Strecken  abgeschnitten." 


Mittelpunkt  M^  selbst  gezogen  (siehe 
Figur  120),  so  wird  der  Winkel  BSN 
ein  rechter,  M.N=M^S  =  M^R  als 
Kadius,  folglich  ^M,NS  =  M^SK  Da- 
her sind  wegen  der  gleichbleibenden 
Winkel  alle  die  Dreiecke  gleich- 
schenklig, welche  den  einen 
Punkt  S  zur  Grundseitenecke 
und  die  zwischen  den  Kreis- 
schnittpunkten einer  Sekante 
durch  R  liegende  Strecke  zum 
gegenüberliegenden  Schenkel 
haben. 

2)  Zeichnet  man  im  Kreise  um  M^ 
die  Peripheriewinkel  über  dem  Durch- 
messer M^P,  so  wird  der  durch  P 
gehende  Schenkel  Sekante  im  Kreis  Jfj, 
der  durch  Jlfj  gehende  Schenkel  wird  zur 
Senkrechten  auf  diese  Sehne  vom  Mittel- 
punkt ihres  Kreises,  also  zui-  Mittel- 
senkrechten. Daher  werden  alle 
Sehnen  des  Kreises  M^,  deren 
Verlängerung  durch  den  End- 
punkt P  des  Durchmessers  M^P 
gehen,  in  ihrem  andern  Schnitt- 
punkt mit  dem  Kreise  M^  halbiert. 
Unter  ihnen  ist  insbesondere  auch  die 
Linie  PE  selbst  als  Kathete  des  recht- 
winkligen Dreiecks  M^BP,  wofür  M^R 
Eadius,  PR  Tangente  am  Kreis  M^  mit 
Seimenlänge  Null. 


Frage  127.  Welche  Beziehungen 
bestehen  zwischen  zwei  einschliessend 
berührenden  Kreisen? 


Antwort.  Wenn  zwei  Kreise  ein- 
ander einschliessend  berühren  (siehe 
Figur  121),  so  liegt  wieder  der  Be- 
rührungspunkt B  auf  der  Zentrallinie, 
aber  ausserhalb  der  Zentralstrecke.  Es 
ist: 

JJfj  Jfj  =  c  =  M^B  —  M^B  =  7\  —  }\. 

Von  den  vier  gemeinsamen  Tangenten, 
welche  zwei  auseinander  liegende  Kreise 
gehabt  hatten,  waren  bei  ausschliessen- 
der  Berührung  die  beiden  inneren  zu- 
sammengefallen und  beim  Schneiden  der 
Kreise  verschwunden,  um  durch  die  ge- 
meinsame Sehne  ersetzt  zu  werden.  Bei 
Eintritt  der  einschliessenden  Berührung 
fallen    nun  auch   die  beiden  äusseren 
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Erkl.  281.  Verfolget  man  durch  Bewegung 
des  einen  zweier  schneidenden  Kreise  die  Ver- 
änderungen der  Schnittwinkel  und  Tangenten, 
so  findet  man: 

bei   auseinander  liegenden  Kreisen;    2  innere 
Tangenten,  keinen  Schnittwinke],  2  äussere 
Tangenten, 
bei  ausschliessend  berührenden  Kreisen:  1  innere 
Tangente,  Schnittwinkel  =  180o,  2  äussere 
Tangenten, 
bei  schneidenden  Kreisen:  keine  innere  Tangente, 
aber  eine  gemeinsame  Sehne,  Schnittwinkel 
zwischen  180^  und  OO,  2  äussere  Tangenten, 
bei  einschliessend  bertthrenden  Kreisen:  Schnitt- 
winkel =  00,  einzige  gemeinsame  Tangente. 
Die  gemeinsame  Sehne  zweier  schneidenden 
Kreise,  ritckt  nämlich  gegen  den  Berührungs- 
punkt hin  von  innen,  wie  die  äusseren  Tangenten 
von  aussen  her.    Und  von  den  Tangenten  an 
beide  Kreise  in  gleicher  Umlaufsrichtung  bildet 
bei  ausschliessender  Berührung  jede  die  Ver- 
längerung der  anderen,  bei  einschliessender 
Berührung  fallen  beide  Richtungen  zusammen. 


Tangenten  zusammen  in  die  einzige 
gemeinsame  Tangente  im  Berührungs- 
punkt, und  mit  derselben  Linie  fallt 
auch  die  jetzt  verschwindende  gemein- 
same Sehne   beider  Kreise   zusammen 


Frage  128.  Welche  Gestalt  nehmen 
die  Ergebnisse  der  Sätze  37  u.  ff.  an 
für  zwei  einschliessend  berührende 
Kreise? 


Erkl.  282.  Statt  die  nebenstehenden  Er- 
gebnisse aus  den  früheren  Sätzen  abzuleiten, 
kann  man  dieselben  auch  leicht  unmittelbar 
nachweisen.  So  ist  in  Figur  121:  <^A^fiT  als 

Sehnentangentenwinkel  im  Kreis  M2  =  -^  -4^2» 
als  Sehnentangentenwinkel  im  Kreis  Af ,  =  -^  AB^ ; 


folglich  Bogen  AB^  gleich  Bogen  AB^,  Mittel- 
punktawinkel  BM^Ai  =  BM^A^  und  ebenso 
BM,B^  =  BM^B^,  also  3f,.4,  ;|  Jtf,^,  und 
M,B,  I!  M^B^,  ^  A,M,B,  =  ^  A^M^B^  u. s. f. 


Figur  122. 


Antwort.  1)  Wenn  zwei  Kreise  ein- 
ander einschliessend  berühren,  so  ist 
nur  ein  einziger  Schnittpunkt,  nämlich 
der  Berührungspunkt  vorhanden.  Wer- 
den durch  diesen  Sekanten  ^-^g^j,  BB^B^ 
gezogen,  so  fallen  die  vorherigen  Ver- 
bindungslinien mit  dem  andern  Schnitt- 
punkt mit  denselben  Linien  zusammeD, 
es  wird  richtig  der  ^AiBA^  =  (fi,  gleich 
dem  Schnittwinkel  der  Kreise.  Dagegen 
behält  Satz  37a  seinen  Sinn,  wonach 
die  Bogenstücke  von  B  bis  zu  den 
Punkten  A^  und  A^  auf  beiden  Kreisen 
gleichviel  Bogengrade  haben,  und  ebenso 
die  zwischen  A^B^  und  A^B^  liegenden 
Bogenstücke.  Die  Mittelpunktswinkel 
BM^Ai  und  BM^A^  sind  daher  gleich- 
gross,  also  M^A^  ||  M^A^.  Daher  sind 
die  Radien  nach  dem  Schnitt- 
punkte einer  durch  den  Berüh- 
rungspunkt gehenden  Sekante 
zweier  einschliessend  berührenden 
Kreise  und  ebenso  die  Verbin- 
dungslinien der  Schnittpunkte 
zweier  solchen  Sekanten  ein- 
ander stets  parallel. 

2)  Wenn  der  eingeschlossene  Kreis 
durch  den  Mittelpunkt  des  andern 
geht  (siehe  Figur  122),  so  ist  B  auch 
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Erkl.  288.  Im  zweiten  Abschnitt  der  neben- 
stehenden Antwort  ist  der  Mittelpunkt  jeder 
Sehne  BA,  BC  der  Scheitel  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks  mit  festbleibender  Hypotenuse 
M^  B,  Folglich  ist  dieser  Scheitel  stets  auf  der 
Peripherie  des  Halbkreises  über  M^B^,  nämlich 
des  Kreises  um  M^,  Das  Dreieck  BM^C^  ist 
stets  gleichschenklig  mit  Schenkeln: 

das  Dreieck  M^BC^  ist  stets  rechtwinklig  mit 
Längen  M^Mi  =  Jkf,C,  =  M^B  =  r,. 

Erkl.  284.  Wenn  der  eine  von  zwei  ein- 
schliessend  berührenden  Kreisen  durch  den 
Mittelpunkt  des  andern  geht,  ist  IT^B  =  S-r,, 

IfiJfj  =  c  =  r„  r,  =  —  r„  also  richtig: 


zugleich  Endpunkt  des  Durchmessers 
M^P  des  Kreises  M^  in  Figur  120. 
Also  müssen  nach  Antwort  2)  der 
Frage  126  alle  Sehnen  des  Kreises 
Jlfj,  welche  durch  den  Berührungs- 
punkt gehen,  durch  den  Kreis  M^ 
halbiert  werden,  oder  der  Mittel- 
punkt aller  durch  denselben  Peri- 
pheriepunkt gehenden  Sehnen 
liegt  auf  dem  Kreise,  welcher  den 
Radius  dieses  Peripheriepunktes 
zum  Durchmesser  hat. 


Frage  129.  Welche  Abstandsstrecken 
bestehen  zwischen  zwei  ineinander 
liegenden  Kreisen? 


Erkl.  285.  Wenn  ein  Kreis  ganz  innerhalb 
eines  andern  liegt,  so  haben  dieselben  weder 
äussere  noch  innere  gemeinsamen  Tangenten, 
anch  keine  gemeinsamen  Sehnen,  nur  sind  die 
Tangenten  des  innem  Kreises  zugleich  Sekanten 
des  grossem  Kreises. 

Erkl.  286.  Bei  zwei  einschliessend  berühren- 
den Kreisen  fällt  die  Grenzuntersnchung  für 
die  Abstandsstrecken  der  Peripheriepunkte  ganz 
weg,  denn  da  ein  Berührungspunkt  vorhanden 
ist,  so  ist  die  untere  Grenze  Null;  und  da  der 
Durchmesser  des  grossem  Kreises  die  grösste 
innerhalb  derselben  mögliche  Strecke  ist,  dieser 
selbst  aber  eine  der  Abstandsstrecken  zwischen 
einem  Punkt  des  einen  und  des  andem  Kreises 
darstellt,  so  ist  eben  der  Durchmesser  des 
grossen  Kreises  obere  Grenze  für  die  Abstands- 
strecken. Allgemein  gültig  für  alle  verschieden 
gegenseitigen  Lagen  zweier  Kreise  kann  man 


Antwort.  1)  Sind  P,Q,  und  P^Q^ 
(siehe  Figur  123)  die  Kreisschnittpunkte 
auf  der  Zentrailinie,  und  P^P^>QiQ^j 
so  ist  die  Zentralstrecke: 

also: 

also  ist  die  Zentralstrecke  kleiner 
als  die  Differenz  der  Radien  um 
das  Stück  ^1^2- 

2)  Ist  XV  der  Abstand  irgend  zweier 
beliebigen  Punkte  beider  Kreise,  so  er- 
hält man,  ähnlich  wie  in  Antwort  114 
und  Erkl.  252  ausgeführt  wurde: 

xz<:XY<:xu, 
wo  XZU  die  durch  M^  gehende  Linie 
von  X  ist,  also  durch  Einsetzung: 

und  durch  Ersetzung  von  XMo  erst 
durch  die  noch  kleinere  Strecke  M^Q^, 
dann  durch  die  noch  grössere  Strecke 

M,Q,-^r,<:XY<M,P,  +  r,, 

also: 

Q,Q,<CXY<F,Q,, 
oder: 

r,-r,^c<::XY<r,+r,  +  c. 

Es  liegt  also  unter  allen  Ver- 
bindungsstrecken zweier  belie- 
bigen Punkte  auf  zwei  ineinander 
liegenden  Kreisen  die  kleinste 
und  grösste  auf  der  Zentrallinie 
enthalten,   nämlich  die  erstere 
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also  aussagen,  dass  alle  Abstandsstrecken  zweier  gleich  der  um  die  Zentralstrecke 
Periphenepunkte  zweier  beliebigen  Kreise  klei-  verminderten  Radiendifferenz, 
ner  sind  ^Is  der  grosste  auf  der  Zentral-    ,.       i    x    .  i    •    t_    j  ,.' 

linie  enthaltene  Abstand  -  und,  wenn  kein  ^^^  letztere  gleich  der  um  die 
Schnittpunkt  vorhanden,  grösser  als  der  Zentralstrecke  vermehrtenßadien- 
kleinste  auf  der  Zentrallinie  vorhandene  Abstand,   summe. 


Frage  130.  Welche  Länge  haben 
die  Sehnen  des  grössern  von  zwei 
ineinander  liegenden  Kreisen,  welche 
den  kleinern  berühren? 

Figur  124. 


Erkl.  287.  In  Figur  123  und  124  ist  also 
die  Tangente  in  Q^  jedesmal  die  kürzeste, 
die  in  P^  nur  in  Figur  123  die  längste;  in 
Figur  124  aber  ist  die  durch  M,  gehende  noch 
länger.  Doch  hat  auch  hier  die  Tangente  in  P, 
einen  ausgezeichneten  Wert,  nämlich  unter  den 
ihr  benachbarten  Tangenten  ist  sie  die 
kürzeste.  Lägst  man  nämlich  die  Tangente 
in  Figur  123  den  Kreis  M^  umlaufen,  so  wird 
sie  von  Q^  an  immer  grösser  bis  P,,  und  nimmt 
dann  wieder  ab  bis  Q.^  Wenn  aber  in  Figur  124 
die  Tangente  den  Kreis  M^  von  Q.^  an  umläuft, 
80  wächst  sie  bis  zu  dem  Wert  der  durch  M^ 
gehenden.  Von  da  an  bis  Pg  nimmt  sie  wieder 
ab,  erreicht  in  Pj  ihren  kürzesten  Wert,  nimmt 
dann  wieder  zu  bis  zu  dem  Wert  der  durch M^ 
gehenden,  und  nimmt  endlich  wieder  ab  bis 
zur  aUerkürzesten  Länge  im  Punkte  ß^. 

Erkl«  288»  Konstruiert  man  den  Halbkreis 
über  M^M^,  so  ist  das  innerhalb  desselben 
liegende  Stück  der  senkrechten  Abstandsstrecke 
von  J/j  gleich  der  Differenz  dieses  Abstandes 
und  r,,  also  am  längsteu  =  3f.  Jlf«,  am  kürzesten 
gleich  M,  M,  =  Null.  


Antwort.  Da  die  Tangenten  des 
kleinem  Kreises  Sehnen  des  grössern 
sind,  so  ist  ihre  Länge  zu  beurteilen 
nach  ihrer  Abstandsstrecke  vom  Mittel- 
punkt des  grossem  Kreises.  Liegt  ako 
J/j  ausserhalb  oder  auf  dem  Kreise 
um  M^  (siehe  Figur  124),  so  ist  die 
durch  Jtfi  gehende  Tangente  des  kleinem 
Kreises  die  längste.  Sonst  (s.  Figur  123) 
ist  diejenige  die  längste  und  stets  die- 
jenige die  kürzeste,  deren  Berührungs- 
punkt den  kürzesten  bezw.  längsten  Ab- 
stand von  Jfj  hat.  Denn  die  Abstands- 
strecke der  Tangente  vom  Punkte  M, 
ist  stets  gleichbleibend  =  ^2,  ihr  Abstand 
von  M^  wird  gemessen  durch  die  Senk- 
rechte von  l/j,  also  ist  dieser  Abstand 
am  kleinsten  und  gi-össten,  wenn  der 
Unterschied  zweier  von  J/j  und  M^  aus- 
gehender Parallelstrecken  nach  derselben 
Senkrechten  am  kleinsten  und  grössten 
ist.  Dies  trifft  aber  zu,  wenn  diese 
Parallelen  zusammenfallen  miteinander 
in  die  Zentrallinie  des  Kreises. 

Also  ist  von  den  Tangenten- 
strecken eines  Kreises  um  -Mo,  die 
durch  einen  jenen  einschliessenden 
Kreis  um  ¥,  abgeschnitten  wer- 
den, diejenige  die  kleinste,  welche 
in  dem  von  M^  fernsten  Kreispunkte 
berührt,  diejenige  die  grösste, 
welche  durch  Jtf,  selbst  geht, 
oder  in  dem  bei  M^  nächsten 
Kreispunkte  berührt. 

(Man  vergleiche  hiermit  Satz  10  zu 
Frage  16,  wenn  Kreis  M^  zum  Punkte 
wird,  da  k^  =  Null.) 


Frage  131.     Welche  Uebertragung 

gestattet  der  zweite  Satz  der  Antwort  126 

auf  ineinander  liegende  Kreise?  Antwort.    Wenn  ein  vom  grossem 

Kreise  eingeschlossener  Kreis  durch  den 
Mittelpunkt  des  erstem  geht,  so  kann 
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Figur  125. 


die  Betrachtung  der  Antwort  126  wört- 
lich wiederholt  werden,  denn  stets  ist 
der  Schnittpunkt  einer  Sehne  durch  P 
mit  dem  Kreise  um  M^  der  Fusspunkt 
einer  Senkrechten  von  M^,  also  ihr 
Mittelpunkt.  Es  wird  also  jede 
durch  P  gehende  Sehne  des  Kreises 
jMi  durch  ihren  zweiten  Schnitt- 


punkt 
biert 


mit   dem   Kreise    itf„   hal- 


Erkl.  289.  Die  Gültigkeit  des  Satzes  in 
Antwort  126  für  ineinander  liegende  Kreise  geht 
auch  ans  Fignr  120  hervor,  in  welcher  das  Vor- 
handensein des  Schnittpunktes  R  fttr  diese  Be- 
trachtung ganz  ausser  Wirkung  blieb.  —  Man 
beachte,  dass  die  Figur  125  samt  nebenstehen- 
den Beweisen  nur  eine  andere  Fassung  der  be- 
reits in  Antwort  24  zu  Figur  16  angestellten 
Ueberlegung  darstellt.  


Frage  132.  Welche  Abstands- 
st recken  bestehen  zwischen  den  Punk- 
ten zweier  konzentrischen  Kreise? 

Figur  126. 


Erid.  200.  Die  Angabe  des  Abstandes 
zweier  Kreislinien  durch  die  kürzeste  Ver- 
bindungslinie bildet  eine  Wiederholung  des- 
selben Vorgangs  in  mehrfachen  anderen  Fällen. 
So  wird  durch  die  kürzeste  Verbindnngsstrecke 
der  Abstand  gemessen  bei  zwei  Pnnkten, 
zwischen  einem  Punkte  und  einer  Geraden, 
zwischen  einem  Punkte  und  einem  Kreise,  zwi- 
schen zwei  paraUelen  Geraden.  Bei  letzteren 
ist  dieser  Abstand  auch,  wie  bei  den  konzen- 
trischen Kreisen,  die  Länge  jeglicher  Strecke, 
welche  auf  beiden  Geraden  senkrecht  steht. 
Jeder  Punkt  der  einen  Geraden  oder  des 
einenKreises  hat  denselben  senkrediten  kürzesten 
Abstand  von  der  andern  Geraden  oder  dem 
andern  Kreise. 


Antwort.  1)  Da  Kreise  konzentrisch 
heissen,  wenn  ihre  Mittelpunkte  zusam- 
menfallen, so  ist  bei  solchen  die  Zentral- 
strecke selbst  gleich  Null,  es  kann  also 
jede  durch  den  gemeinsamen  Mittelpunkt 
gehende  Linie  als  Zentrallinie  und  Sym- 
metrieachse der  aus  beiden  Kreisen  ge- 
bildeten Gesamtfigur  angesehen  werden. 

2)  Für  die  Abstände  beliebiger  Peri- 
pheriepunkte gilt  dieselbe  Ueberlegung, 
welche  in  Antwort  114  und  129  an- 
gestellt worden;  da  also  r  =  0  ist,  so 
ergibt  dieselbe,  dass  alle  solche  Abstands- 
strecken kleiner  sind  als  die  Summe  und 
grösser  als  die  Differenz  der  Radien, 
nämlich  in  Figur  126  kleiner  als: 

und  grösser  als: 

3)  Dieser  letztere  kleinste  Abstand 
Tj — ^2  erscheint  auf  jeder  durch  den 
Mittelpunkt  gehenden  Sekante  als  Strecke 
zwischen  den  Kreisschnittpunkten.  Da 
eine  solche  Linie  für  beide  Kreise 
Radius  ist,  so  kann  man  sagen:  die 
Strecke  P^F^  stehe  senkrecht  auf  beiden 
Kreislinien,  oder  sie  gebe  den  senk- 
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Erkl.  291.    Bei  zwei  nicht  konzentrischen  rechten  Abstand  beider  Kreislinien 

Kreisen  spricht  man  nicht  vom  Abstand  der  ^j^    Es  haben  also  die  Peripherieen 
Kreislinien,   sondern  nnr  entweder  von  ihrer  .  ,  i.    •      u  tt- 

Zentralstrecke  oder  vom  Abstand  derjenigen  ihrer  zweier    konzentrischen    Kreise 

Punkte,  welche  die  nächst-  oder  fernstgelegenen  Überall  denselben   Abstand  von 

sind.    Die  letzteren  Abstandsstrecken  sind  auch  einander,    nämlich    gleich   der 

die  einzigen,  welche  beide  Kreise  rechtwinklig  Differenz  der  Radien, 
schneiden,  jedoch  hat  die  Richtung  der  senk- 
rechten Winkel  Schenkel  nur  beim  kürzesten  Ab- 
stand ineinander  liegender  Kreise  den  gleichen 

Umdrehungssinn.  


Frage  133.  Welche  Längen  ent- 
stehen auf  den  Sehnen  des  äussern 
und  Tangenten  des  Innern  zweier 
konzentrischen  Kreise? 

Erkl.  292.  Zwei  Durchmesser  durch  M 
schneiden  aus  den  beiden  Kreisen  zwei  Bogen- 
stttcke  aus,  z.  B.  P^R^  und  P^B^  in  Figur  126. 
Dabei  ist  der  Länge  nach  offenbar  P,  i?,  >  P^B^. 
Es  hat  aber  der  Bogen  P^B^  als  Mittelpunkts- 
winkel denselben  Winkel,  wie  Bogen  P^B^. 
Also  hat  der  Bogen  P^B^  genau  ebensoviele 
Bogengrade,  als  der  Bogen  P^J^j  Bogen- 
grade hat,  und  als  der  Winkel  PMR  Winkel- 
grade hat.  Während  aber  Winkelgrade  ein 
festbestimmtes  und  stets  gleichbleibendes  3Ias8 
sind,  so  ist  die  Qrösse  der  Bogengrade  bei  jedem 
Kreise  verschieden.  Es  hat  nämlich  der  Kreis  1 
grössere  Bogengrade,  als  der  Kreis  3.  Auf 
jedem  der  beiden  Kreise  ist  ein  Bogengrad  der 
360  te  TeU  der  Umfangslänge,  also  beim  grossen 
Kreise  ein  grösseres  Stück  als  beim  kleinen. 
Aber  durch  die  Schenkel  desselben  Mittelpunkts- 
winkels werden  an  jedem  der  beiden  Kreise 
Bogenstücke  ausgeschnitten,  die  die  gleichgrosse 
Anzahl  der  ihrem  Kreise  zugehörigen  Bogen- 

?:ade  betragen  oder  die  den  gleichen  aliquoten 
eil  ihres  Kreisumfanges  betragen. 

Erkl.  293.  Eine  Anwendung  des  zweiten 
Teiles  nebenstehender  Antwort  bUden  die  gleich- 
grossen  Seiten  und  Winkel  eines  jeden  regel- 
mässigen Vielecks,  wobei  die  Seiten  Tan- 
genten, bezw.  Sehnen  der  zwei  konzentrischen 
Kreise  werden,  die  Winkel  Tangentenwinkel 
bezw.  Peripheriewinkel  derselben,  nämlich  des 
Inkreises  und  Umkreises. 


Antwort.  1)  Für  eine  beliebige 
Sehne  des  innem  Kreises  ist  ihre  Mittel- 
senkrechte Symmetrieachse.  Zur  gleichen 
Achse  sind  aber  nicht  nur  die  Schnitt- 
punkte der  Sehne  mit  dem  kleinen 
Kreise,  sondern  auch  ihre  Schnittpunkte 
mit  dem  grossen  Kreise  symmetrisch, 
da  die  Achse  auch  Durchmesser  des 
grossen  Kreises  ist.  Folglich  sind  auch 
die  im  Zwischenräume  beider 
Kreise  gelegenen  Strecken  auf 
jeder  Sehne  symmetrisch  gleich- 
gross. 

2)  Eine  Tangente  an  den  kleinen 
Kreis  hat  zum  Berührungspunkt  den 
Fusspunkt  einer  Senkrechten  vom  Mittel- 
punkte. Folglich  ist  dieser  Berührungs- 
punkt stets  Mittelpunkt  dieser  Linie  als 
Sehne  des  grossen  Kreises.  Und  da  alle 
Tangenten  des  kleinen  Kreises  zum  Ab- 
stand von  M  den  Radius  r^  haben,  so 
sind  sie  alle  Sehnen  des  grossen  Kreises 
mit  gleichgrossem  Abstand,  also 
auch  mit  gleicher  Länge.  Die  beiden 
von  einem  Peripheriepunkte  des  grossen 
Kreises  ausgehenden  Tangenten  bilden 
einen  Tangentenwinkel  des  kleinen 
Kreises  und  dieser  ist  wegen  gleich- 
bleibendem Abstand  r^  seines  Scheitels 
von  M  auch  gleichgross  für  alle 
Punkte  des  äussern  Kreises. 


8)  Ueber  einen  Kreis  in  Verbindung  mit  zwei  anderen  Kreisen. 


Frage  134.  Welche  verschiedenen 
gegenseitigenLagen  können  drei  Kreise 
einejimen? 


Antwort.  Um  die  Lagebeziehungen, 
in  welche  drei  Kreise  zu  einander  treten 
können,  aufzufinden,  nimmt  man  je  zwei 
der  drei  Kreise  zu  einem  Paar  zusammen 


Digitized  by 


Google 


Ueber  einen  Kreis  in  Verbindung  mit  zwei  anderen  Kreisen. 


139 


"O© 


'OS 


& 


I  OP 


•^ 


«    Uo 


PJ  Jl 


t,  ! 


Erkl.  294.  In  Figar  127  sind  die  84  Fälle 
der  nebeoBtehenden  Aafzähliing  zusammenge- 
stellt, so  wie  dieselben  darch  Bewegung  zweier 
Kreise  gegeneinander  hervorgehen: 

Xan  erkennt  von  1)  bis  5),  wie  die  zwei 
imteren  Kreise  gegeneinander  rücken;  und  der- 
selbe Vorgang  wiederholt  sich  zwischen  zwei 
Kreisen  in  den  Fällen  6)  bis  9),  10)  bis  12), 
13)  bis  14)  nnd  15),  während  die  beiden  andern 
Kreise  jeweils  eine  der  fünf  Lagebeziehungen 
festhalten. 

Zum  Fall  18)  ist  zu  bemerken,  dass  die- 
jenige Beziehung  nicht  auftreten  kann,  wobei 


und  weist  jedem  dieser  drei  Paare  nach 
einander  die  fünf  Lagebeziehungen  zu, 
welche  nach  den  Sätzen  35  zwischen 
zwei  Kreisen  bestehen  können,  nämlich 
dass  sie  1)  ganz  auseinander  liegen, 
2)  einander  ausschliessend  berflhren, 
3^  schneiden,  4)  einschliessend  berühren, 
5)  ineinander  liegen. 

Demnach  erhält  man  folgende  34  ver- 
schiedenen Fälle  (siehe  Figur  127): 
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zwei  Ereispaare  ausschliessend  berühren,  nnd 
das  dritte  ineinanderläge.  —  Bei  Fall  19)  und 
ebenso  bei  26)  könnte  unterschieden  werden, 
ob  der  die  beiden  berührenden  Kreise  schnei- 
dende Kreis  jenen  Berühnmgspunkt  einschliesst, 
trifft,  oder  ausschliesst.  Es  ist  bei  19)  die  erstere, 
bei  26)  die  letztere  Lage  in  der  Zeichnung  dar- 
gestellt. —  Fall  25)  lässt  eine  Keihe  von  ver- 
schiedenen Gruppierungen  zu,  je  nach  der  An- 
zahl und  Lage  der  Schnittpunkte,  in  wclehen 
sich  die  drei  Kreise  treffen  (vergl.  Figur  109). 
Insbesondere  ist  zu  beachten,  ob  einzelne  der 
Kreispaare  einander  unter  rechten  Winkeln 
schneiden.  —  Bei  den  Fällen  28),  29),  30)  und 
33)  sind  zwei  dei:  drei  Kreispaare  einschliessend 
berührende  bezw.  ineinander  liegende:  dabei 
kann  jeweils  entweder  der  dritte  Kreis  inner- 
halb beider  anderen  Kreise  liegen,  oder  die 
beiden  ersten  Kreise  zusammen  im  dritten. 
Es  ist  daher  in  den  Figuren  dieser  vier  Fälle 
28),  29),  30),  33)  der  Kreis  ersterer  Art,  inner- 
halb des  ersten,  als  ausgezogener  Kreis  ge- 
zeichnet, und  ein  anderer  dritter  Kreis,  die 
beiden  ersten  einschliessend,  als  punktierter 
Kreis  beigefügt.  Man  hat  sich  also  entweder 
den  ersten  innersten,  oder  den  letzten  äussersten 
allein  zu  denken,  bezw.  wegzudenken. 

ErkL  295.  Um  eine  gezeichnet  vorliegende 
Gruppe  dreier  Kreise  unter  die  entsprechende 
Ziffer  der  nebenstehenden  Aufzählung  unter- 
zubringen, sucht  man  zunächst  dasjenige  Kreis- 
paar als  erstes,  dessen  Beziehung  die  erste  vor- 
handene darstellt  in  der  Beihe  der  fünf  Be- 
ziehungsarten; darnach  die  zweite,  endlich  die 
dritte. 

Um  dagegen  eine  verlangte  der  nebenstehenden 
Gruppen  zu  zeichnen,  kann  der  mit  einem  be- 
liebigen der  Kreispaare  beginnen  und  den  dritten 
Kreis  beifügen.  Drei  Kreise  lassen  stets  dreierlei 
Paare  bilden ,  nämlich :  erster  und  zweiter, 
zweiter  und  dritter,  dritter  und  erster. 

ErU.  296.  Eine  andere  Gruppierung  der 
Darstellungsweisen  dieser  Kreise  findet  man 
in  der  Aufgabensammlung  am  Ende  dieses 
Bandes.  In  den  folgenden  Fragen  sind  von  den 
vielen  Fällen  der  gegenseitigen  Lage  einige 
wenige  und  besonders  einfache  Fälle  behandelt. 
Weitere  Fälle  findet  man  angeführt  bei  der 
Lehre  von  der  Anwendung  der  Aehnlichkeit  auf 
den  Kreis  im  YII.  Teile  dieses  Lehrbuches. 


1)  bis  15):  erstes  Kreispaar  aus- 
einander liegend;  und 

1)  bis  5):  auch  zweites  Kreispaar 
auseinander,  das  dritte  aber  aus- 
einander, ausschliessend  berührend, 
schneidend,  einschliessend  berüh- 
rend, ineinander  liegend, 

6)  bis  9):  zweites  Kreispaar  aus- 
schliessend berührend,  das  dritte 
aber  ausschliessend  berührend, 
schneidend,  einschliessend  berüh- 
rend, ineinanderliegend, 

10)  bis  12):  zweites  Kreispaar 
schneidend,  das  dritte  schneidend, 
einschliessend  berührend ,  ineiu- 
anderliegend, 

13)  und  14):  zweites  Kreispaar 
einschliessend  berührend,  drittes 
einschliessend  berührend ,  inein- 
ander liegend, 

15):  zweites  und  drittes  Kreis- 
paar ineinander  liegend; 

16)  bis  24):  erstes  Kreispaar  aus- 
schliessend berührend,  und 

16)  bis  18):  zweites  ebenfalls  aus- 
schliessend berührend,  das  dritte 
aber  ausschliessend  berührend, 
schneidend,  einschliessend  berüh- 
rend (nicht  aber  auch  ganz  in- 
einander liegend), 

19)  bis  21):  zweites  Kreispaar 
schneidend,  drittes  schneidend, 
einschliessend  berührend ,  inein- 
anderliegend, 

22)  und  23):  zweites  Kreispaar 
einschliessend  berührend,  drittes 
ebenso  oder  ineinander  liegend, 

24):  zweites  und  drittes  Kreis- 
paar ineinander  liegend; 

25)  bis  30):  erstes  Kreispaar  schnei- 
dend,  und 

25)  bis  27):  zweites  ebenfalls  schnei- 
dend, drittes  ebenso  oder  ein- 
schliessend berührend,  oder  in- 
einander liegend, 

28)  und  29):  zweites  Kreispaar 
einschliessend  berührend,  drittes 
ebenso  oder  ineinander  liegend. 
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30):  zweites  und  drittes  Kreis- 
paar  ineinander  liegend; 
31)  bis  33):  erstes  Kreispaar  ein- 

schliessend  berührend,  und 

31) und 32):  zweites  ebenso,  drittes 
ebenso  oder  ineinander  liegend, 

33):  zweites  und  drittes  Kreis- 
paar ineinander  liegend; 
34):  alle  drei  Kreispaare  ineinander 

liegend. 


Frage  135.  Welche  Tangenten- 
beziehungen können  beidreiKreisen 
auftreten? 


£rkl.  297«  Sowie  bei  einem  Kreispaare  die 
Beziehung  des  Anseinanderliegens  übergeht  in 
ansschliessende  Berührung,  geht  eine  innere 
Tangente  verloren,  beim  Schneiden  beide  innere, 
bei  einschliessender  Berührung  auch  eine  äussere, 
beim  Ineinanderliegen  beide  äussere  Tangenten. 
Man  kann  also  die  Anzahl  der  gemeinschaftlichen 
Tangenten  dadurch  für  jede  Qruppe  ziffem- 
mässig  ermitteln,  dass  man  von  12  soviel  ab- 
zieht, als  die  Multiplikation  der  Beziehungen 
der  Kreispaare  mit  den  ebengenannten  Abzugs- 
zif em  ergibt.  —  So  erhält  man  z.  B.  für  Fall  20 
der  Figur  127  folgende  Rechnung :  erstes  Paar 
ausschliessend  berührend  =  —  1 ,  zweites  Paar 
schneidend  =  — 2,  drittes  Paar  einschliessend 
berührend  =  —  3;  also: 

12— 1  —  2  —  3  =  12  —  6  =  6 
gemeinsame  Tangenten,  nämlich  zwei  in  den 
zwei  Berührungspunkten  und  noch  zwei  Paare 
äusserer  Tangenten. 

Erkl.  298.  In  den  Fällen  18  und  31  der 
Figur  127  gelten  auch  für  alle  drei  Kreise 
die  in  den  Antworten  120  und  127  und  Figur  115 
und  121  angesteUten  Ueberlegungen  über  die 
durch  den  Berührungspunkt  gezogenen  Sekanten. 


Antwort.  1)  Die  Anzahl  gemein- 
schaftlicher Tangenten  ist  am  grössten 
bei  drei  auseinander  liegenden  Kreisen. 
Denn  dann  hat  jedes  der  drei  Kreispaare 
zwei  äussere  und  zwei  innere  Tangenten, 
also  entsteht  auf  jeder  der  drei  Zentral- 
linien je  ein  Schnittpunkt  der  äusseren 
und  ein  Schnittpunkt  der  inneren  Tan- 
genten, zusammen  sechs  solcher  aus- 
gezeichneten Schnittpunkte  unter  den 
sechs  äusseren  und  sechs  inneren  ge- 
meinsamen Tangenten  der  drei  Kreise. 

2)  Wenn  die  drei  Kreise  einander 
alle  drei  nur  in  einem  einzigen  Be- 
rührungspunkte berühren,  so  ist  daselbst 
eine  allen  drei  Kreisen  gemeinsame  Tan- 
gente vorhanden.  Und  die  Senkrechte 
auf  diese  Tangente  im  Berührungspunkte 
muss  durch  den  Mittelpunkt  eines  jeden 
der  drei  Kreise  gehen.  Daher  liegen 
in  den  Fällen  18)  und  31)  der  Figur  127 
alle  drei  Kreismittelpunkte  auf 
derselben  Geraden  mit  dem  ge- 
meinsamen Berührungspunkte  der 
drei  Kreise. 


Frage  186.  Was  für  Tangenten 
entstehen  bei  drei  ausschliessend 
berührenden  Kreispaaren? 

Erkl.  299.  Bemerkenswerte  Erweiterungen 
des  Ergehnisses  der  nebenstehenden  Antwort 
für  andere  FäUe  als  die  drei  ausschliessend  be- 
rührenden Kreise  finden  sich  am  obengenannten 
Orte  im  VII.  Teile  dieses  Lehrbuches.  Es  zeigt 
sich  nämlich  mittels  der  Aehnlichkeitslehre,  dass 
nicht  nur  die  drei  inneren  Tangenten,  sondern 
auch  die  Torkommenden  inneren  Tangenten  mit 
den  gemeinschaftlichen  Sehnen  oder  £ese  aUein 
uiter  sich  bei  je  drei  berührenden  oder  schnei- 


Antwort.  Wenn  alle  drei  Kreis- 
paare einander  ausschliessend  berühren, 
so  haben  je  zwei  eine  gemeinschaftliche 
innere  Tangente  im  Berührungspunkte 
(siehe  Fig.  127,  16,  22,  32  und  Fig.  128). 
Ist  P  der  Schnittpunkt  zweier  dieser 
Tangenten,  welche  beide  an  den  ersten 
Kreis  gezogen  sind,  so  müssen  die  auf 
den  beiden  von  P  aus  entstehenden  Ab- 
schnitte  gleich  sein ,  also  PA  =  PB. 
Dann  müssen  aber  von  P  aus  auch  an 
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denden  Kreisen  durch  denselben  Punkt  den  zweiten  Kreis   und   an   den  dritten 
8^®**®^-  Kreis   Tangentenabschnitte    von  d er- 

Figur 128.  selben  Länge  gehen.   Daher  muss  die 

zweite  Tangente  PC  von  P  an  den 
zweiten  Kreis  und  die  von  P  an  den 
dritten  Kreis  zusammenfallen,  oder  die 
drei  inneren  Tangenten  dreier 
ausschliessend  berührendenKreise 
gehen  durch  einen  und  denselben 
Punkt  und  sind  gleichlang. 


Frage  137.  Was  für  Punkte  schnei- 
det die  Verbindungslinie  der  Berührungs- 
punkte eines  Kreises  mit  zwei  andern 
aus  den  drei  Kreisen  aus? 

Figur  129. 


Antwort.  Zieht  man  in  Figur  129 
die  Verbindungslinie  AB  und  die  Badien 
zu  den  Schnittpunkten  A^  Bj  C,  D,  s^) 
werden  die  Dreiecke  M^AB,  M^ÄC, 
M^BD  sämtlich  gleichschenklig.  "  Da 
aber  die  Radien  M^A  und  M^A  bezw. 
M^B  und  M^B  nach  Satz  34  auf  eine 
Gerade  fallen  müssen,  so  entstehen  bei 
A  und  B  Scheitelwinkel,  also  haben 
alle  drei  Dreiecke  dieselben  drei  Winkel: 


und 


^C  =  ^^  =  ^B  =  <^A 


<^  Jlf 2  =  <^  Jif j  =  <^  M^. 

Also  sind  die  Radien  eines  Kreises 
nach  den  Berührungspunkten 
mit  zwei  andern  parallel  mit  den 
Radien  dieser  beiden  Kreise  nach 
den  Schnittpunkten  der  Verbin- 
dungslinie beider  Berührungs- 
punkte. 
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Erid.  800.  Wie  ans  den  drei  Fällen  der 
Fignr  129  zn  entnehmen  ist,  gilt  die  Aussage 
der  nebenstehenden  Antwort  sowohl  bei  aus- 
schliessender  als  einschliessender  Berührung,  und 
zwar  gleicbgfiltig,  welcher  der  drei  Kreise  als 
erster  gewählt  wird. 

Wegen  der  gleichen  Mittelpunktswinkel: 

Jfj   =   -Äf j  =  Jf 3 

kann  man  auch  sagen,  die  Verbindungslinie 
der  Berührungspunkte  eines  Kreises 
mit  zwei  andern  schneidet  aus  allen 
drei  Kreisen  gleichgrosse  Kreisbogen 
aus. 


Frage  138.  Was  für  Bögendreiecke 
entstehen,  wenn  drei  Kreise  durch  einen 
Punkt  gehen? 

Figur  180. 


Erkl*  801«  Man  hat  in  jedem  der  vier 
Räume,  zu  denen  auch  der  Gesamtaussenraum 
der  drei  Kreise  gehört,  nur  Winkel  Ton  der 
Grösse  a,  ß,  y,  180  — a,  180~-/J,  180  — y. 
In  einem  der  vier  Bäume,  nämlich  ABC  sind: 

«+i»  +  y  =  1800 

beisammen,  in  dem  andern  PBC: 
«  +  (180-/9)  +  (180-y) 

=  3600+«- ^  — y  =  a— ^  — y, 
bezw.  im  Aussenraum  PÄCi 
(180  — «)  +  /J  +  (180  — y) 

=r  3600— a  +  /j  —  y  =  —a-f-^  —  y^ 

bezw.  in  PABi 
(180-«)+(180-/9)+y 

=  8600  — a  — ^  +  y  =  ^a  —  ß  +  y. 

Umgekehrt  kann  man  behaupten,  dass  wenn 

die   Winkelsumme  eines   Bogendreiecks  gleich 

1800  ist,  dann  aUe  drei  Kreise  durch  denselben 

Punkt  gehen  müssen. 


Antwort.  Wenn  drei  Kreise  durch 
einen  gleichen  Punkt  P  (s.  Figur  129) 
gehen,  so  entstehen  vier  von  Bogen- 
stücken  begrenzte  Räume,  welche  zu 
Begrenzungen  je  ein  Bogenstück  eines 
der  drei  Eieise  haben.  Bezeichnet  man 
nun  mit  a,  /?,  y  die  Schnittwinkel  der 
drei  Kreise  am  Punkt  P  und  überträgt 
diese  Bezeichnung  auf  die  gleichgrossen 
Winkel  an  den  andern  Schnittpunkten, 
so  findet  man  (wie  in  Erkl.  301  durch- 
geführt ist),  dass  die  Winkelsummen  der 
vier  genannten  von  Bogenstücken  ge- 
bildeten Dreiecke  sind: 

1)  a  +  ß  +  Y,  2)  +a-/J-y, 

3)-«  +  /J-y,    4)-«-/J  +  y. 

Darunter  ist  der  erstere  Betrag  wie 
beim  geradlinigen  Dreieck  =  180®, 
nämlich  bei  demjenigen  aus  den  4  Kreis- 
schnittpunkten zu  bildenden  Bogen- 
dreieck,  welches  den  Schnittpunkt  P 
der  drei  Kreise  nicht  zur  Ecke  hat. 


^y*  ■>  XH->*f- 
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B.  Ueber  die  geometrischen  Oerter. 


a)  Ueber  geometrische  Ortssätze  im  allgemeinen. 

Frage  139.  Was  versteht  man  unter 
einem  geometrischen  Ort  eines 
Punktes? 


Erkl.  802,  Man  hat  nach  dem  Nebenstehen- 
den wohl  zu  unterscheiden  zwischen  dem  „geo- 
metrischen Ort^'  und  etwa  dem  geographischen 
oder  astronomischen  Ort;  denn  während  der 
erstere  eine  ganze  Reihe  von  Punkten  be- 
zeichnet, ist  letzterer  ein  einziger  Punkt  auf 
der  Karte  oder  am  Himmel.  Es  bezeichnet  daher 
insbesondere  der  geometrische  Ort  auch  etwas 
ganz  anderes,  als  im  Sprachgebrauch  des  ge- 
wöhnlichen Lebens  unter  einem  Orte  verstanden 
wird. 

Erkl.  808.  Man  könnte  auch  von  einem 
geometrischen  Orte  einer  geraden  Linie 
oder  sogar  einer  Kreislinie  (vergl.  Erkl.  307) 
reden,  wenn  man  die  Gesamtheit  ihrer  Lagen 
als  die  von  der  Gesamtheit  gebildete  oder  ein- 

gehttUte  Kurve  ansehen  will  (siehe  Erkl.  61). 
»ann  würde  z.  B.  in  Figur  22  der  Kreis  um  M 
als  geometrischer  Ort  derjenigen  geraden  Linie 
anzusehen  sein,  welche  von  M  den  gleichen  Ab- 
stand r  hat. 


Antwort.  Unter  einem  geometri- 
schen Ort  eines  Punktes  versteht 
man  die  Gesamtheit  aller  derjenigen 
Lagen  —  oder  den  Inbegriff  aller 
derjenigen  Lagen  —  oder  die  von  allen 
denjenigen  Lagen  gebildete  Figur  — 
welche  ein  Punkt  einnehmen  kann. 
um  eine  gegebene  Bedingung  zu  er- 
füllen —  oder  eine  gegebene  Eigen- 
schaft zu  besitzen  —  oder  einer  ge- 
gebenen Vorschrift  zu  genügen. 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes 
kann  daher  gebildet  sein  von  einer 
Fläche,  oder  einem  Flächenstück,  oder 
einer  geraden  Linie,  oder  einer  krummen 
Linie,  oder  einem  Stück  einer  geraden 
oder  krummen  Linie  —  wenn  eben  diese 
Fläche  oder  Linie  ganz  oder  zu  diesem 
Teil  erfüllt  wird  von  sämtlichen  Punk- 
ten, welche  der  vorgeschriebenen  Be- 
dingung genügen. 


Frage  140.  Was  versteht  man  unter 
einem- „geometrischen  Ortssatze"? 

Erkl«  804.  Es  kann  vorkommen,  dass  zwar 
alle  Punkte  einer  Linie  eine  bestimmte  Be- 
dingung erfüUen.  Diese  Linie  darf  aber  nicht 
als  geometrischer  Ort  des  gesuchten  Punktes 
bezeichnet  werden,  solange  nicht  bewiesen  ist, 
dass  kein  Punkt  ausserhalb  derselben  besteht, 
der  etwa  dieselbe  Eigenschaft  ebenfalls  be- 
sitzt, dass  also  auch  nur  die  Piinkte  dieser 
Linie  die  Eigenschaft  haben,  oder  dass  alle 
Punkte,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  auch 
wirklich  nur  auf  jener  Linie  liegen. 

Umgekehrt  kann  es  vorkommen,  dass  etwa 
aUe  Punkte,  welche  eine  bestimmte  Eigenschaft 
besitzen,  auf  einem  gewissen  Kreise  liegen. 
Dieser  Kreis  darf  aber  nicht  als  geometrischer 
Ort  des  gesuchten  Punktes  bezeichnet  werden, 
solange  nicht  bewiesen  ist,  dass  kein  Punkt 
auf  dem  Kreise  liegt,  der  etwa  diese  Eigen- 
schaft nicht  besitzt,  dass  also  auch  alle  Punkte 
dieser  Kreislinie  die  genannte  Eigenschaft  be- 
sitzen. 


Antwort.  Unter  einem  geometri- 
schen Ortssatze  versteht  man  die 
Aussage,  dass  die  Gesamtheit  der 
Punkte  von  gegebener  Eigenschaft  ein 
gewisses  Raumgebilde  ausflUIe.  Ein  sol- 
cher geometrischer  Ortssatz  vereinigt 
also  in  sich  einen  planimetrischen  Satz 
samt  seiner  Umkehrung,  nämlich: 

1)  dass  alle  Punkte,  welche 
auf  dem  geometrischen  Orte 
liegen,  die  gegebene  Eigen- 
schaft besitzen; 

und  umgekehrt: 

2)  dass  alle  Punkte,  welche 
die  gegebene  Eigenschaft  be- 
sitzen, auf  dem  geometrischen 
Orte  liegen. 

Erst  wenn  diese  beiden  Sätze  be- 
wiesen sind,  darf  ihre  Vereinigung  al< 
geometrischer  Ortssatz  ausgesprochen 
werden. 

Daher  bedarf  ein  geometrischer  Orts- 
satz stets  zweier  Beweise. 
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Preisgekrönt  in  Frankhirt  a,  M.  1881, 

Der  ansfahrUche  Prospekt  und  das  ansfUhrliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei   bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  and  gut  brochiert,  am  den  sofortigen  and  dauern- 
den Oebraach  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigangen 
nnd  Erklftrangen  am  Schiasse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzehie  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  za  dem  Abonnementepreise  von25Pfg.  pro  Heft. 

6).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedeateten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersiohtUoh,  ohne  jede  Bedeutung  fflr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  tlberhanpt  aaf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren« 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  ffir  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
mm  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuoh  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


H^  Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmek  von  Carl  Hammer  in  Stnttfrart.  ><->  t 
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(Planiinetrie).   4.  Teil. 
Die  Lehre  Fom  Kreis. 
fl5  Pf.    I  Forts.  V.  Heft  1018.  —  Seite  145—160. 

I  Mit  16  Pigaren. 

I 

I 

yollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  ud  SotwlcUnng  der  benutzten  Sfttze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  and  intiorten 

erl&ntert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpli.  Tafeln. 

apB  allen  Zweigen 

der  Beeheakuitty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  a.  Bphftriichen 

Trigonometrie,  Bynthetigchen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  AnalyBis, 
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diirch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden.  ^ 


Preisgekrönt  in  Frankhirt  a,  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei  Werk,  welchem  kein  ähnliehoB  mr  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3-^ 
Heften  su  dem  billigen  Preise  tod  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  wichtif • 
sten  and  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  9  Pbygik, 
Meehanlk,  math.  Geographie,  Astronomie 9  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hoohbanes,  des  konstriiktlren  Zeichnens  etc.  etc.  aQd  zwar  in  ToUstftndig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benntaten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Löbhc^ 
jedermann  TerstAndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grffssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  In  ihrer  Gesamtheit  ergftnzen  nnd  alsdann  anch  alk 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ongelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  LOsung  (in  analoger  Form,  wie  die  beztlglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
flberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Losungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fttr  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneieh« 
nis,  Beriehtignngen  und  erläuternde  Erklämngen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  ü.  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bfirgersehulen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasieii,  Pr«- 
gymnasien,  Sohnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksehnlen, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  teehn.  Torbereitungssehnlen  aller  Arten^  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  rnirersitäten ,  Land*  und  Forstwissensehaffcssehnlen« 
Militärschnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  El^fährlg-Frei- 
willige-  und  Offlzlers-Examen,  etc. 

Die  Sehiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Sohritt  fflr  Sehritt  gelSate,  Anfgabeo- 
sammlung  Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  nnd  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Losungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  liVsen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefohrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieset  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfltie  für  den  Schal- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  yon  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  yerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militär» 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  rielleicht  Tergesseneu 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktisehen  in  allen  BemfS' 
zweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  ▼erleihen  nnd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forsehungen  geben 

Alle  Buchbandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  nnd  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  YerfiasBer. 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erlediganf 
thuniichst  berücksichtigt. 

stattgmrt.  Die  Yerlagsliandlniig. 
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Frage  141.  In  welcher  Beziehung 
zu  einander  stehen  die  beiden  in  einem 
Ortssatze  vereinigten  Sätze? 

Erkl.  M&»  Die  beiden  Beweise  eines  geo- 
metrischen Ortssatzes  können  yerglichen  werden 
mit  dem  der  notwendigen  und  hinreichen- 
den Bedingung.  Ist  es  notwendig,  dass  ein 
Punkt  auf  dem  Orte  liegen  muss,  um  die  ge- 
gebene Eigenschaft  besitzen  zu  können,  so  ist 
der  zweite  Satz  erfüllt  Ist  die  Lage  auf  dem 
Orte  hinreichend  fOr  einen  Punkt,  um  die 
Eigenschaft  zu  besitzen,  so  müssen  demnach 
alle  Punkte  des  Ortes  der  Bedingung  genügen, 
also  ist  auch  der  erste  der  beiden.  Sätze  erfüllt. 
Das  Zusammentreffen  beider  aber  beweist 
die  Richtigkeit  des  „Ortssatzes''. 


Antwort.  Die  beiden  Sätze,  welche 
zu  einem  Ortssatze  sich  vereinigen  lassen, 
stehen  in  der  Beziehung  der  aus- 
schliessenden  Dmkehrung.  Der 
eine  besagt:  die  Lage  auf  dem  Orte 
bedinge  den  Besitz  der  Eigen- 
schaft, der  andere:  der  Besitz  der 
Eigenschaft  bedinge  die  Lage 
auf  dem  Orte.  Nur  solche  Sätze, 
denen  eindeutige  ümkehrbarkeit  zu- 
kommt, können  unmittelbar  als  Orts- 
sätze ausgesprochen  werden.  Umgekehrt 
aber  gelten  obige  beiden  Sätze  un- 
mittelbar, wenn  der  Ortssatz  gegeben  ist. 


b)   Geometrische  Ortssätze  über  den  Abstand  eines  PunJcfes  von  gegebenen 
PunJcten,  Geraden  und  Kreisen. 


Frage  142.  Welche  geometrischen 
Ortssätze  folgen  aus  der  Definition  der 
Kreislinie  samt  den  Lehrsätzen  22  und 
und  29  des  L  Teiles  dieses  Lehrbuches. 

£rkl.  306.  Die  Definition  der  Kreislinie 
selbst  ist  eigentlich  schon  ein  geometrischer 
Ortssatz,  denn  mit  eindeutiger  TJmkehrharkeit 
und  nnter  Ansschlnss  aller  andern  Punkte  wird 
in  derselben  ausgesagt,  dass  der  Käme  Ereis- 
linie  eben  derjenigen  Figur  zukommt,  welche 
ToUständig  ausgefüllt  wird  von  denjenigen  Punk- 
ten einer  Ebene,  welche  den  gleichen  Ahstand  r 
Ton  einem  gegebenen  Punkte  M  haben. 

Figur  131. 


Sa  ehe,  Etene  Elementar-Oeometrie.  IV. 


Antwort.   Da  in  der  Definition  der 
Kreislinie    selbst   die   beiden  Bedin- 
gungen enthalten  sind,  dass  die  Eigen- 
schaft   des    gleichen    Abstandes    vom 
Mittelpunkte  und  die  Lage  auf  der  Kreis- 
peripherie einander  gegenseitig  be- 
dingen, so  erhält  man  folgende  Ortssätze: 
Satz  88.     Der  geometrische 
Ort  für  einen  Punkt,  welcher 
von  einem  gegebenen  Punkte(ilf) 
einen  bestimmten  Abstand  (r) 
hat,  ist  die  Kreislinie  um  den 
gegebenen  Punkt  (M)  mit  der 
gegebenen  Abstandsstrecke  (r) 
als  Eadius. 

Und  in  anderer  Ausdrucksweise  (ver- 
gleiche Figur  131): 

Satz  88a.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Mittelpunkt  eines 
Kreises  mit  bestimmtem  Radius 
(r),  welcher  durch  einen  gege- 
benen Punkt  {M)  geht,  ist  die 
Kreislinie  um  den  gegebenen 
Punkt  (J/)  mit  dem  gegebenen 
Radius  (r). 

Dieser  Ortssatz  hat  bereits  Anwen- 
dung gefunden  bei  allen  Konstruktions- 
aufgaben der  früheren  Teile  dieses  Lehr- 
buches, bei  welchen  die  Kreislinie  als 

10 
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Erkl.  807.    Damit  ein  Kreis  um  A  mit  Hilfslinie  zur  Ausführung  der  Aufgaben 

Radius  r  durch  M  gehe,  muss  MA  =  r  sein;  l)enutzt  WUrde. 
und  wenn  umgekehrt  MA  =  r  ist,  so  muss  ein 
Ereis  um  A  mit  Kadius  r  durch  M  gehen.  — 
Ist  B  ein  Schnittpunkt  des  Kreises  um  M  mit 
dem  Kreise  um  J,  so  ist -^  AB M  =:  60^  Die 
Tangenten  an  beide  Kreise  in  B  sind  die  Senk- 
rechten auf  die  Schenkel  des  Winkels  ABM, 
also  wird  der  Kreis  um  M  von  jedem  der  vielen 
andern  Kreise  unter  einem  Winkel  von  60^ 
geschnitten. 

Der  Durchmesser  des  Kreises  um  A  mit 
Eadius  r  hat  die  Länge  3fC=2-r.  Also 
liegen  die  Endpunkte  der  von  M  ausgehenden 
Durchmesser  aller  durch  M  gehenden  Kreise 
auf  einem  Kreise  um  M  mit  Radius  2r.  Man 
k(Jnnte  sagen,  dieser  Kreis  um  3f  mit  Radius  2r 
ist  ein  Ort  der  Kreise,  er  wird  von  der  Gesamt- 
heit der  Kreise  berührt,  ebenso  wie  der  Punkt  M 
selbst  von  aU  diesen  Kreisen  berührt  wird. 

Erkl.  808.  Da  jeder  Punkt  im  Innern  des 
Kreises  um  M  mit  Radius  r  einen  kleinern  Ab- 
stand von  M  hat,  als  die  Strecke  r;  und  da 
umgekehrt  jeder  Punkt,  welcher  näher  bei  M 
ist,  als  um  die  Strecke  r,  im  Innern  des  Kreises 
liegen  muss,  so  könnte  man  auch  folgende  beide 
Ortssätze  aussprechen,  bei  welchen  wirklich 
Flächenstücke  als  geometrische  Oerter  auf- 
treten : 

,,Der  geometrische  Ort  für  einen 

Punkt,  dessen  Abstand  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  {M)  kleiner  (bezw. 

grösser)   ist,    als    eine    gegebene 

Strecke  (r),  ist  der  Inneuraum  (bezw. 

der  Aussenraum)    des   Kreises   um 

den  gegebenen  Punkt  {M)  mit  der 

gegebenen  Strecke  (r)  als  Radius.*' 


Frage  143.  Welche  geometrischen 
Ortssätze  folgen  aus  den  Sätzen  14,  15 
und  67  im  in.  Teile  dieses  Lehrbuches 
über  die  Mittelsenkrechte  zweier  Punkte 
bei  der  achsigen  Symmetrie  und  im 
gleichschenkligen  Dreieck? 


Erkl.  809.  Die  beiden  Beweise  für  den 
Satz  39  sind  bereits  an  den  genannten  früheren 
Stellen  dieses  Lehrbuches  geführt.  Ihr  Gang 
ist  folgender: 

1)  Liegt  ein  Punkt  P  auf  der  Mittelsenk- 
rechten von  AB,  ^0  fällt  beim  Umklappen  um 
dieselbe  A  auf  B,  P  bleibt  liegen,  also  fällt 
PA  auf  PB  und  PA  =  PB\  also  bedingt  die 
Lage  auf  der  Mittel  senkrechten  die  Gleich- 
heit der  Strecken  PA  und  PB, 

2)  Ist  PA  :=  PBj  so  klappt  man  um  die 
Winkelhalbierende  APB  um:  dann  fällt  PA 
auf  P5,  Punkte  auf  Punkt  5,  die  Verbindungs- 
strecke  AB  wird  selbstentsprechende  Linie, 
also  Achsensenkrecbte,  und  die  durch  P  gezogene 
Achse  ist  eben  die  Mittelsenkrechte  von  AB] 
also  bedingt  die  Gleichheit  der  Strecken  PA 


Antwort.  Aus  den  Sätzen  über  die 
Mittelsenkrechte  zweier  Punkte  lassen 
sich  folgende  geometrischen  Ortssätze 
ableiten : 

Satz  89.  Der  geometrische 
Ort  für  einen  Punkt,  welcher 
gleichgrossen  Abstand  hat  von 
zwei  gegebenen  Punkten  U 
und  B),  ist  die  Mittelsenkrechte 
der  Verbindungs  st  recke  dieser 
Punkte  (AB), 

Oder  in  anderer  Ausdrucksweise  (siehe 
Figur  132): 

Satz  39a.  Der  geometrische 
Ort  für  die  Spitze  eines  gleich- 
schenkligen Dreiecks  überge- 
gebener Grundseite  {AB)\^^ 
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nnd  PB  die  Lage  des  Punktes  P  auf  der  Mittel - 
senkrechten. 

Erkl.  310.  Auch  mittels  Kongruenz  der 
rechtwinkligen  Dreiecke  PMA  und  PMB  lassen 
sich  die  beiden  Beweise  führen: 

1)  Liegt  P  auf  der  Mittelsenkrechten,  so  ist 
in  beiden  Dreiecken  MÄ  =  MB,  MP  =  MP, 
^AMP=  BMP=90^,  also  sind  die  Dreiecke 
kongruent  nach  dem  zweiten  Eongruenzsatze, 
folglich  auch  ÄP=  BP, 

2)  Ist  AP  =  BP,  und  man  fällt  die  Senk- 
rechte, so  ist  ausserdem  MP  =  MP  und 

<^AMP=  BMP=:  900, 
also  die  Dreiecke  kongruent  nach  dem  dritten 
KongTuenzsatze ,  folglich  auch  AM  =  BM. 
Ist  aber  AP  =  BP,  und  verbindet  man  P 
und  M,  so  ist  ausserdem  Jlf P  =  MP  und 
AM=  BM,  also  sind  die  Dreiecke  kongruent 
nach  dem  ersten  Eongruenzsatze,  und  folglich 
auch: 

<^AMP=  BMP, 
Da  diese  Winkel  aber  Nebenwinkel  sind,  so  ist 
jeder  ein  Rechter. 

Erkl.  811.  Fttr  Satz  39  a  kann  der  Beweis 
aus  der  Antwort  97  des  dritten  Teiles  über 
das  gleichschenklige  Dreieck  entnommen  werden : 

1)  Ist  in  Figur  132  P  ein  Punkt  der  Mittel- 
senkrechten  von  AB,  so  ist  APB  ein  Dreieck, 
dessen  Spitze  P  senkrecht  über  der  Mitte  ihrer 
Gegenseite  liegt,  also  eiu  gleichschenkliges 
Dreieck,  folgüch  PA  =  PB, 

2)  Ist  PA  =  PB,  so  ist  APB  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck,  folglich  geht  die  Mittel- 
senkrechte  der  Grundseite  durch  die  Spitze, 
also  liegt  P  auf  der  Mittelsenkrechten  von  A  B, 

Erkl.  312.  Für  Satz  39  b  gelten  die  beiden 
m  Erkl.  310  und  311  angegebenen  Beweise 
ohne  jede  Aenderung,  da  der  3Iittelpunkt  eines 
Kreises  von  jedem  Punkt  seiner  Peripherie  den- 
selben Abstand  hat,  also  auch  mit  je  zweien 
der  Peripheriepunkte  ein  gleichschenkliges  Drei- 
eck mit  deren  Sehne  als  Grundseite  bUdet. 

Erkl.  318.  In  Figur  132  sind  die  Winkel 
an  der  Grundseite  bezw.  an  der  Spitze  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  und  ebenso  die  Schenkel- 
langen  in  stetiger  Folge  begriffen.  Wandert 
nämlich  der  Punkt  P  aus  weiter  Ferne  her,  so 
ist  der  Winkel  an  der  Spitze  sehr  klein,  der 
an  der  Grundseite  sehr  nahe  am  Rechten,  die 
Schenkel  sehr  gross  und  zwar  länger  als  die 
Grundseite  AB,  Bei  weiterer  Bewegung  des 
Punktes  P  wird  der  Winkel  an  der  Spitze  immer 
grösser,  der  an  der  Basis  und  ebenso  die  Schenkel- 
länge immer  kleiner,  und  wenn  der  Winkel  am 
Punkte  P  bis  zu  60^zugenonmien  hat,  so  sind  beide 
Basiswinkel  bis  zu  60^  gestiegen,  das  Dreieck 
ist  gleichseitig  geworden,  die  Scheukellänge 
PA  =  PB  ist  auch  =  AB,  Rückt  P  noch 
näher  an  den  Mittelpunkt  von  AB  heran,  so 


die   Mittelsenkrechte    dieser 
Grundseite. 

Oder  in  anderer  Ausdrucksweise  (siehe 
Figur  133): 

Satz  89b.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  welcher  durch  zwei 
gegebene  Punkte  {A  und  B) 
geht  —  oder  welcher  eine  ge- 
gebene Strecke  (AB)  zur  Sehne 
hat  —  ist  die  Mittelsenkrechte 
dieser  Sehne  {AB), 
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wird  ^  P  noch  grösser  als  60o,  die  Basiswinkel 
kleiner,  die  Schenkellänge  kleiner  als  AB; 
nnd  wenn  <^P=90o  geworden  ist,  so  sind 
die  Basiswinkel  zn  46o  geworden,  es  entsteht 
das  recht  winklige  gleichschenklige 
Dreieck.  Bis  Punkt  P  vollends  in  den  Mittel- 
punkt M  Ton  A  B  gerückt  ist,  wächst  <^  P  von 
90  bis  180^,  die  Grondseitenwinkel  fallen  bis 
zn  0^,  die  Schenkellftnge  fällt  bis: 

MA=iMB  =  -4^, 

ja 

kann  aber  keine  kleineren  Werte  annehmen. 
Denn  das  Dreieck  fällt  mit  der  Strecke  AB 
selbst  zusammen,  und  bis  Punkt  P  auf  der 
andern  Seite  der  Mittelsenkrechten  weiterwan- 
dert, erscheint  das  gleichschenklige  Dreieck  auf 
der  andern  Seite  von  AB,  und  ninmit  ^  P  wieder 
kleinere  Werte  an  als  180o.  Die  Basiswinkel 
nehmen  der  Reihe  nach  dieselben  grösseren 
Werte  wieder  an,  wie  zuvor,  und  die  Schenkel- 


länge wächst  wieder  von 


AB 
2 


aufwärts  zu- 


nächst bis  AB  und  darüber  hinaus  bis  ins  Un- 
endliche. Der  letztere  Grenzfall  wäre  ein 
Dreieck  über  ^-B  mit  <^  P  =  Oo, 

^A  =  ^B  =  90o, 
also    ein  Parallelstreifen,    gebildet   durch   die 
zwei  zu  einander  parallel  laufenden  Senkrechten 
auf  der  Strecke  ^^  in  ihren  beiden  Endpunkten 
A  und  B. 


Figur  188. 
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Erkl.  314«  Die  ans  unendlich  vielen  Kreisen 
durch  die  zwei  festen  Punkte  A^  B  bestehende 
Figar  133  wird  ein  Ereisbüschel  genannt, 
and  die  Punkte  A  und  B  heissen  die  „festen 
Punkte''  oder  die  Träger  des  Kreisbüschels. 
Jeder  dieser  Kreise  bildet  mit  der  Sehne  AB 
an  deren  Endpunkten  zwei  gleichgrosse  Schnitt- 
winkel, gebildet  durch  die  Sehne  AB  mit  der 
Tangente  des  Kreises  in  A  (oder  B).  Da  diese 
Tangente  auf  dem  Radius  FA  senkrecht  steht, 
so  ist  der  Tangentenwinkel  das  Komplement 
zu  dem  Basis  wii3[el  des  gleichschenkligen  Drei- 
ecks FAB.  Daher  ist  der  Schnittwinkel  Ton 
Sehne  und  Kreis ,  wenn  der  Hittelpunkt  F  in 
weiter  Feme  ist,  sehr  klein,  wird  grösser 
bis  zu  300,  wenn  r  =  AB\  wird  45^,  wenn 
^  JPB  =  900  ist;  wird  6O0,  wenn: 

<^^P5=  1200 
ist;  und  wird  90o,  wenn  F  in  den  Mittelpunkt 
von  AB  föllt.   Dann  \AtAB  selbst  Durchmesser 
und  der  Badius  hat  seinen  kleinst  möglichen 

A  7? 

Wert  erreicht,  nämlich  r  =  — ^— .    Vorher  und 

nachher  ist   der  Radius   stets  grösser  als 

AB 

-^.    Wandert  P  durch  M  hindurch,  so  werden 

dieselben  Werte  in  umgekehrter  Folge  durch- 
laufen, der  Schnittwinkel  zwischen  Sehne  und 
Ereis  wird  immer  kleiner,  der  Radius  immer 
grösser;  und  als  Grenzfall  erscheint  der  Kreis 
mit  unendlich  grossem  Radius,  welcher  die 
Sehne  AB  unter  dem  Winkel  von  0'^  schneidet; 
derselbe  ist  zur  geraden  Linie  AB  selbst  ge- 
worden, die  Strecke  AB  also  ein  Stück  dieses 
unendlich  grossen  Kreises  selbst  geworden. 


ErkL  815«  Durch  denjenigen  Kreis  des 
Büschels,  welcher  AB  zum  Durchmesser  hat, 
und  durch  eben  dieselbe  Linie  AB  als  Ganze 
wird  die  Gesamtebene  der  Figur  133  in  vier 
Bäume  I,  II,  III,  lY  geteilt,  davon  je  zwei 
benachbarte  längs  einem  Halbkreise  oder  dem 
Durchmesser  AB  aneinander  grenzen.  Von 
diesen  vier  Räumen  sind  aber  als  zugeordnet 
zu  betrachten  I  mit  IV  und  II  mit  III,  deren 
jeder  mit  dem  andern  nur  in  den  P  müßten  A 
und  B  zusammenstösst.  Denn  jeder  Kreisbogen 
in  I  hat  seine  Fortsetzung  in  IV,  jeder  Bogen 
im  Räume  III  hat  seine  Fortsetzung  in  n. 
Einer  grösseren  Ltlcke  zwischen  zwei  Kreisen 
des  Raumes  I  entspricht  ein  ebensolcher  weiterer 
Abstand  in  III.  Und  während  der  Kreisbogen 
des  Halbkreises  über  AB  sich  verengert  und 
verflacht  bis  zur  Sehne  AB,  dehnt  sich  läer  zu- 
gehörige Kreisbogen  sehr  rasch  aus  vom  andern 
Halbkreise  bis  zur  geraden  Linie  AB.  Der  über 
AB  als  Durchmesser  errichtete  Kreis  ist  der 
einzige  von  allen  Kreisen  des  Büschels,  dessen 
beide  Kreisbogen  beiderseits  AB  gleichgross 
sind. 
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Frage  144.  Welche  geometrischen 
Ortssätze  entsprechen  den  Sätzen  38 
und  39,  wenn  an  Stelle  des  Punktes 
M  eine  gerade  Linie  g  eintritt. 

Figur  134. 


J^ 


jO^ 


^V 


.jOi 


t7 


Antwort..  Wenn  ein  Punkt  P  von 
einer  gegebenen  Geraden  g  einen  be- 
stimmten Abstand  r  haben  soll,  so  muss 
die  senkrechte  Strecke  von  P  auf 

die  Gerade  g  die  Länge  r  haben, 

und  P  muss  der  Endpunkt  einer 
auf  g  errichteten  Senki'echten  von 
der  Länge  r  sein.   Man  erhält  da- 

her  als  Zusammenfassung  der  Sätze 

70a  und  70b  im  HE.  Teile  dieses 
Lehrbuches  den  folgenden  Ortssatz 
(siehe  Figur  134): 


Erkl.  8i6«  Die  beiden  Beweise  für  den 
Satz  40  smd  bereits  geführt  worden  für  die 
Einzelsätze  70  a  nnd  70b  im  III.  Teile.  Ihr 
Gang  ist  folgender: 

1)  Liegt  ein  Punkt  P  auf  einer  Parallelen 
zn  g  mit  Abstand  r,  so  ist  eine  der  senkrechten 
Strecken  (nnd  folglich  alle  senkrechten  Strecken 
zwischen  diesen  Parallelen  gleichlang,  näm- 
lich) gleich  r,  also  ist  auch  die  von  P  ans  anf  g 
errichtete  Senkrechte,  nämlich  die  Abstands- 
strecke zwischen  P  nnd  g  von  der  Länge  r. 

2)  Ist  die  Senkrechte  von  P  anf  g  gleich  r, 
nnd  man  zieht  durch  P  eine  Parallele  zn  g^  so 
ist  eben  diese  ParaUele  eine  solche,  welche 
von  g  den  Abstand  r  hat.  Und  anf  ihr  als  der 
einzig  möglichen  liegt  Pnnkt  P. 

Erkl.  817.  Aehnlich,  wie  in  Erkl.  306  für 
den  Kreis  angegeben  wnrde,  könnte  man  anch 
die  Definition  der  parallelen  Linien,  welche 
im  IL  Teile  dieses  Lehrbuches  anf  die  Mcht- 
erreichbarkeit  eines  gemeinsamen  (Schnitt-) 
Punktes  gegründet  wurde,  auf  andere  Weise 
auffassen,  so  dass  nämlich  eben  der  neben- 
stehende Ortssatz  40  als  Definition  der  Paral- 
lelen angenommen  wird.  Man  würde  dann  mit 
eindeutiger  Umkehrbarkeit  und  unter  Ausschluss 
aller  anderen  Punkte  aussagen,  dass  der  Name 
der  ParaUelen  eben  derjenigen  Figur  zukommt, 
welche  vollständig  ausgefüllt  wird  von  denjenigen 
Punkten  einer  Ebene,  welche  den  gleichen  Ab- 
stand r  von  einer  gegebenen  Geraden  g  haben. 

Erkl.  318.  Wird  um  einen  Punkt  der  zu  g 
im  Abstände  r  parallelen  Geraden  ein  Kreis  mit 
Radius  r  beschrieben,  so  ist  g  eine  im  End- 
punkte des  Badius  r  senkrechte  Linie,  also 
berührt  g  den  Kreis.  —  Wird  umgekehrt  der 
Mittelpunkt  eines  die  Gerade  g  berührenden 
Kreises  vom  Badius  r  mit  dem  Berührungspunkte 
auf  g  verbunden,  so  steht  diese  Verbindungs- 
linie auf  g  senkrecht  und  hat  die  Länge  r,  also 
liegt  der  Mittelpunkt  in  senkrechtem  Abstand  r 
von  g» 


Satz  40.  Der  geometrische 
Ort  für  einen  Punkt,  welcher 
von  einer  gegebenen  Geraden  ((/) 
einen  bestimmten  Abstand  (r) 
hat,  ist  das  Paar  der  zur  ge- 
gegebenen Geraden  {g)  im  ge- 
gebenen Abstände  (r)  parallelen 
Geraden. 

Und  da  nach  Satz  11  auch  die  Senk- 
rechte vom  Kreismittelpimkt  auf  eine 
Tangente  die  Länge  des  Badius  hat,  so 
erhält  man  als  andere  Ausdrucksweise 
des  vorigen  (siehe  Figur  136): 

Satz  40a.    Der  geometrische 
Ort  für  den  Mittelpunkt  eines 
Kreises  mit  bestimmtem  Radius 
(r),  welcher  eine  gegebene  Ge- 
rade {g)  berührt,  ist  das  Paar 
der  zur  gegebenen  Geraden  ig) 
im   gegebenen  Abstände  (r) 
parallelen  Geraden. 
Wird  die  Strecke  r  nicht  senkrecht 
zu  g  angetragen,  sondern  unter  einem 
gegebenen    gleichbleibenden  Winkel  «, 
so  bilden  je  zwei  verschiedene  Lagen 
derselben  die  Gegenseiten  eines  Paral- 
lelogramms, also  liegen  auch  dann  wieder 
die  Endpunkte  auf  einer  Parallelen  zu  g. 
Man  erhält  daher  die  weiteren  Aussagen 
(siehe  Figur  136): 

Satz  41.  Der  geometrische  Ort 
für  den  Endpunkt  einer  Strecke 
von  bestimmter  Länge  (r),  welche 
an  eine  gegebene  Gerade  (g)  unter 
gegebenem  Winkel  (a)  angetragen 
wird,  ist  das  Paar  von  Parallelen 
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Fignr  135. 


Figur  136. 


Fignr  137. 


Erkl*  819.  Bezeichnet  man  mit  h  in  Fignr  135 
und  137  die  Abstände  der  Parallelen,  so  haben 
die  Endpunkte  der  zn  g  senkrechten  Dnrchmesser 
aller  dieser  Kreise  Ton  g  denselben  Abstand 
r  +  Ä  bezw.  r—Ä  (in  Fignr  136  gleich  2r 
bezw.  Nnll).  Also  liegen  diese  Dnrcbmesser- 
endpnnkte  selbst  wieder  im   festen  Abstände 


zur  gegebenen  Geraden  (^),  deren 
Abstand  gleich  ist  der  Gegenkathete 
dieses  Winkels  in  einem  rechtwink- 
ligen Dreieck  mit  diesem  Winkel  (oder 
seinem  Nebenwinkel)  und  mit  der 
gegebenen  Länge  (r)  als  Hypotenuse. 
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r  +  h  von  ^,  die  Kreise  berühren  sämtlich  auch 
die  Parallele  zu  g  im  Abstände  r  +  h, 

Erkl.  320«  Da  jeder  Punkt  im  Innern  des 
in  Figur  134  bis  137  entstehenden  Parallel- 
streifens einen  kleineren  Abstand  von  g  hat, 
sAa  die  Strecke  r;  und  da  umgekehrt  jeder  Pnnkt, 
welcher  näher  bei  g  liegt,  als  die  Strecke  r, 
zwischen  g  und  der  Parälelen  liegen  muss,  so 
könnte  man  ähnlich  Erkl.  309  auch  folgende 
Ortssätze  aussprechen: 

„Der  geometrische  Ort  für  einen 
Punkt,  dessen  Abstand  Ton  einer 
gegebenen  Geraden  (g)  kleiner  (bezw. 
grösser)  ist,  als  eine  bestimmte 
Strecke  (r),  ist  der  Innenraum  (bezw. 
der  Aussenraum)  des  Parallelstrei- 
fens der  zu  g  im  beiderseitigen  Ab- 
stand gleich  der  gegebenen  Strecke 
(r)  gezogenen  Parallelen.^ 

Erkl.  821.  Die  Beweise  der  Ortssätze  41 
lassen  sich  nicht  nur  auf  die  Lehre  vom  Parallelo- 
gramm stützen,  sondern  ergeben  sich  auch  aus 
-  den  Sätzen  42  a  im  III.  Teile  dieses  Lehrbuches 
über  die  Parallelverscbiebung.  Denn  bei  Ver- 
schiebung einer  einzelnen  Strecke  r  mit  <^a 
gegen  g  beschreibt  deren  Endpunkt  eine  Paral- 
lele zu  g.  Und  zwar  entsteht  dieselbe  Parallele, 
ob  der  -^  a  im  positiven  oder  negativen  Drehungs- 
sinne angetragen  wird.  Denn  wenn  der  Winkel 
a  der  spitze  oder  stumpfe  in  Figur  136  und 
137  ist,  und  im  positiven  oder  negativen 
Drehungssinne  an  g  angetragen  ist,  so  entsteht 
durch  die  Senkrechte  vom  Endpunkte  der  Strecke 
r  auf  g  stets  ein  rechtwinkliges  Dreieck  von  der 
Hypotenuse  r  und  stets  gleicbgrosser  Gegen- 
kathete. Und  diese  Gegenkathete  als  Senkrechte 
ist  eben  der  Abstand  der  Parallelen. 

Erkl.  322.  Die  Tangente  im  Schnittpunkte 
des  Kreises  mit  g  ist  die  Senkrechte  auf  r, 
bildet  also  mit  g  einen  Winkel  900  —  «;  xinä 
ist  letzterer  gleich  ^,  so  wird  umgekehrt 
«  =  90  —  ^.  Wird  aber  das  rechtwinklige  Drei- 
eck wieder  gezeichnet,  so  muss  dasselbe  den 
Winkel  «  =  90  —  ^  enthalten ,  hat  also  zum 
zweiten  Winkel  (90  —  «)  =  ^.  Und  die  Gegen- 
kathete des  Winkels  «  in  diesem  rechtwinkligen 
Dreieck  muss  die  Ankathete  des  andern  WinkeLs 
sein,  also  des  Winkels  /n  selbst.  —  Hat  aber 
eine  Sehne  eine  bestimmte  Länge  s,  so  ist  der 
Kreismittelpunkt  die  Spitze  des  gleichschenkligen 
Dreiecks  dieser  Sehne  und  der  beiden  zugehörigen 
Badien,  und  der  senkrechte  Abstand  des  Kreis- 
mittelpunkts von  der  Sehne  ist  die  Höhe  dieses 
gleichschenkligen  Dreiecks.  Verschiebt  man 
nun  dieses  gleichschenklige  Dreieck  längs  der 
Sehne  g,  so  durchläuft  seine  Spitze  die  beiden 
zu  g  im  Abstände  h  gezogenen  Parallelen. 


Wird  wieder  ein  Kreis  mit  der  Länger 
beschrieben  um  einen  Punkt  der  Paral- 
lelen, so  bildet  dieser  Kreis  mit  der 
gegebenen    Geraden  g    einen    Schnitt- 
winkel 90^  —  a  und  schneidet  aus  der- 
selben eine  Strecke  aus  gleich  der  Grund- 
linie des  gleichschenkligen  Dreiecks  mit 
Basiswinkeln  a  und  Schenkeln  r.    Man 
erhält  also  femer  (siehe  Figur  137): 
Satz  41a.    Der  geometrische  Ort 
für  den  Mittelpunkt  einesKreises 
von  bestimmtem  Radius  r,  wel- 
cher eine  gegebene  Gerade  (g)  unter 
einem   gegebenen   Winkel  (//) 
schneidet,  ist  das  Paar  von  Paral- 
lelen zur  gegebenen  Geraden  (jr), 
deren   Abstand   gleich   ist  der  An- 
kathete dieses  Winkels  (ji)  in  einem 
rechtwinkligen   Dreieck   mit  diesem 
Winkel  oder  seinem  Nebenwinkel  und 
mit  dem   gegebenen  Badius  (r)  als 
Hypotenuse. 

Oder  in  anderer  Ausdrucksweise  (siehe 
Figur  137): 

Satz  41b.  Der  geometrische  Ort 
fiii'  den  Mittelpunkt  eines  Kreises 
von  bestimmtem  Radius  (r),  wel- 
cher aus  einer  gegebenen  Geraden 
(g)  eine  Sehne  von  gegebener 
Länge  (s)  ausschneidet,  ist  das 
Paar  von  Parallelen  zur  gege- 
benen Geraden  (g),  deren  Abstand 
gleich  ist  der  Höhe  eines  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  mit  der  gegebenen 
Seimenlänge  (s)  als  Grundseite  und 
dem  gegebenen  Radius  (r)  als  Schenkel. 


Frage  145.     Welche  g  e  o  m  e  t  r  i  - 
sehen  Ortssätze  entstehen  für  Punkte 

mit  gleichem  Abstände  von  zwei       Antwort.     Wenn    ein   Punkt  von 
gegebenen  Geraden?  zwei  gegebenen  Geraden  denselben 
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Figur 

188. 
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Erkl.  323.  Die  beiden  Beweise  für  die 
Richtigkeit  der  nebenstehenden  Ortssätze  sind 
bereits  an  früheren  Stellen  dieses  Lehrbuches 
enthalten.    Es  sind  die  folgenden: 

1)  Liegt  ein  Punkt  P  auf  der  Winkelhal- 
bierenden eines  Winkels,  so  fällt  beim  Um- 
klappen um  dieselbe  jede  Winkelhälfte  auf 
die  andere,  also  audi  die  Senkrechte  Tom  Punkte 
P  auf  den  einen  Winkelschenkel  auf  die  Senk- 
rechte auf  den  andern  Schenkel;  daher  sind 
beide  Senkrechten  gleichlang. 

2)  Sind  die  Senkrechten  von  einem  Punkte  P 
auf  zwei  Gerade  gleichlang,  und  man  klappt 
um  die  Winkelhalbierende  dieser  Senkrechten 
um,  so  wird  diese  Linie  Symmetrieachse  nicht 
nur  für  die  beiden  Senkrechten,  sondern  auch 
für  ihre  Endpunkte  und  für  die  in  diesen  End- 
punkten senkrecht  stehenden  Geraden.  Folglich 
ist  sie  Winkelhalbierende  dieser  Geraden,  und 
Punkt  P  liegt  auf  ihr. 

Erkl«  324.  Eine  andere  Art  für  die  beiden 
Beweise  benützt  die  Kongruenz  der  rechtwink- 
ligen Dreiecke  beiderseits  der  Winkelhalbieren- 
den: 

1)  Liegt  P  auf  der  Winkelhalbierenden,  so 
haben  beide  Dreiecke  gleicbgross:  die  Winkel- 
hälften, den  rechten  Winkel  und  das  Stück  der 
Halbierungslinie  bis  P;  folglich  sind  sie  kon- 
gruent nach  dem  yierten  Eongruenzsatze ,  und 
es  sind  auch  die  senkrechten  Abstände  gleicb- 
gross. 

2)  Sind  umgekehrt  die  senkrechten  Abstände 
gleicbgross,  so  haben  beide  Dreiecke  gemeinsam 
die  Kathete  und  wie  zuvor  die  Hypotenuse  und 
den  rechten  Winkel ;  folglich  sind  sie  kongruent 
nach  dem  dritten  Kongruenzsatze,  und  es  sind 
auch  die  Winkel  am  Schnittpunkte  der  Geraden 
gleicbgross;  der  ganze  Winkel  wird  durch  die 
Linie  nach  P  halbiert. 

Erkl.  825.  Satz  42a  ist  allgemein  gültig 
für  jedes  Deltoid,  nicht  nur  für  solche  in 
Figur  138  mit  rechten  Gegenwinkeln.     Denn 


Abstand  hat,  so  bilden  diese  beiden 
Abstandsstrecken    die    gleichen    Seiten 
eines  Deltoids,  dessen  andere  gleichen 
Seiten   die  Abschnitte  der   beiden  ge- 
gebenen Geraden  bis  zum  Schnittpunkte 
bilden.   Wegen  der  achsigen  Symmetrie 
des  Deltoids   zu   der   die  Winkel  der 
gleichen  Seitenpaare  halbierenden  Dia- 
gonale erhält  man  daher  (s.  Figur  138): 
Satz  42.     Der  geometrische 
Ort  für  einen  Punkt,  welcher 
gleichgrossen  Abstand  hat  von 
zwei  gegebenenGreraden(aund6), 
ist  das  Paar  der  Halbierungs- 
linien der  Schnittwinkel  dieser 
Geraden  (a  und  6). 
Oder  in  anderer  Ausdrucksweise: 

Satz  42  a.    Der  geometrische  Ort 
fiir   die   Gegenecke    eines   Deltoids, 
von    welchem   ein    Winkel   gleicher 
Seiten  gegeben  ist,  ist  die  Halbierungs- 
linie dieses  Winkels. 
Wird  mit  der  senkrechten  Abstands- 
strecke als  Radius  ein  Kreis  gezogen, 
so  wird  jede  der  gegebenen  Geraden  zur 
Senkrechten  im  Endpunkte  des  Eadius, 
also  wird  jede  zur  Tangente  an  den 
Kreis.     Man   erhält   daher  als  andere 
Ausdrucksweise  desselben  Satzes  (siehe 
Figur  139): 

Satz  42b.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  welcher  zwei  gegebene 
Geraden  (a  undi)  berührt  — 
oder  welcher  zwei  gegebene  Ge- 
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wenn  die  beiden  Strecken  von  P  gegen  den 
Schenkel  unter  gleicbgrossen,  auch  nicht  unter 
rediten  Winkeln  angetragen  sind,  so  entsteht 
ein  allgemeines  Deltoid,  in  welchem  die  Hal- 
bierungslinie der  einen  Ecke  stets  durch  die 
Qegenecke  gehen  muss.  —  Insbesondere  gilt 
der  Satz  auch,  wenn  in  demselben  statt  des 
Wortes  Deltoid  das  Wort  Rhombus  gesetzt  wird, 
da  ja  das  Khombus  nur  eine  besondere  Art  des 
Deltoids  ist,  also  die  Eigenschaften  des  Deltoids 
insbesondere  enthalten  muss. 

Erkl.  826.    Für  den  Satz  42  b  gelten  die 
in  Erkl.  323  und  324  gegebenen  beiden  Beweise 


raden  zu  Tangenten  hat,  —  ist 
das  Paar  der  Halbierungslinien 
der  Schnittwinkel  dieser  Ge- 
raden. 
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ohne  jede  Aendemng,  da  der  Mittelpunkt  eines 
Kreises  von  jeder  seiner  Tangenten  denselben 
senkrechten  Abstand  gleich  dem  Radius  hat, 
also  auch  mit  je  zwei  Tangenten  ein  Deltoid 
mit  deren  Winkel  als  Tangentenwinkel  bildet. 

Erkl.  827.  In  den  sämtlichen Deltoiden 
der  Figur  138  oder  189  sind  die  Winkel  stets 
gleich  gross;  es  erscheint  nämlich  in  sämt- 
lichen Deltoiden  des  einen  Nebenwinkels  an 
dem  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  der 
<^a,  an  der  Gegenecke  bei  P  180  —  a  und 
dazu  zwei  Bechte;  in  sämtlichen  Deltoiden 
im  Nebenwinkelraum  dagegen  180  —  «  am 
Schnittpunkt  der  Geraden,  also  <^  «  bei  P  und 
dazu  die  beiden  rechten  Winkel.  Es  tritt  daher 
jedes  Deltoid  im  einen  Nebenwinkel  auch  ein- 
mal mit  denselben  Winkeln  und  Seiten  im 
andern  Nebenwinkelraum  auf,  nur  in  entgegen- 
gesetzter Kiditung  um  90^  gedreht.  Im  spitzen 
Winkelraum  sind  aber  die  kurzen  Seiten  Ra- 
dien, die  langen  Tangenten,  im  stumpfen 
Winkelraum  sind  die  langen  Seiten  Radien, 
die  kurzen  Tangenten.  Denn  betrachtet 
man  eines  der  rechtwinkligen  Dreiecke ,  welche 
die  Deltoidhälften  bilden,  so  ist  im  spitzen 
Winkel  der  halbierte  Winkel  kleiner  als  450, 
folglich  der  Winkel  bei  P  über  45o,  und  der 
ihm  anliegende  Radius  die  kleinere  Seite,  die 
ihm  gegenüberliegende  Tangentenstrecke  die 
grössere;  im  stumpfen  Winkelraum  aber  ist  der 
halbierte  Winkel  grösser  als  45^,  folglich  der 
Winkel  bei  P  unter  45®  und  seine  anliegende 
Seite  die  grössere,  die  gegenüberliegende  Tan- 
erentenstrecke  die  kleinere  Kathete.  —  Beide 
Strecken  aber,  sowohl  der  Tangentenabschnitt, 
als  die  Radienlänge  sind  stets  kürzer  als  die 
Strecke  von  P  bis  zum  Schnittpunkt,  da  diese 
im  betrachteten  Dreieck  Hypotenuse  ist. 

ErfcL  828.  Die  aus  unendlich  vielen,  die 
zwei  festen  Geraden  a  und  b  berührenden  Kreisen 
hestehende  Figur  139  wird  eine  Kreisschar 
genannt,  und  die  Geraden  a  und  h  heissen  die 
„festen  Tangenten'^  oder  die  „Träger"  der 
Ereisschar.  Von  den  Kreisen  der  Schar,  welche 
eine  der  festen  Geraden  im  gleichen  Punkte 
berühren,  ist  stets  der  im  spitzen  Winkel  der 
kleinere,  der  im  stumpfen  der  grössere;  denn 
die  Tangentenstrecke  ist  beidemale  gleich,  und 
nach  dem  Inhalt  der  vorigen  Erkl.  327  ist  der 
Radius  im  spitzen  Winkelraume  kleiner,  im 
stumpfen  grösser  als  die  Tangente.  Dennoch 
ist  jeder  der  Kreise  des  spitzen  Winkelraumes 
aach  einmal  im  stumpfen  Räume  enthalten,  aber 
näher  beim  Schnittpunkte,  und  man  erkennt, 
dass  die  Kreise  mit  gleicher  Reihenfolge  der 
Badien  im  stumpfen  Winkelraume  viel  enger 
gedrängt  bei  einander  liegen,  als  im  spitzen 
Winkekaume,  dass  also  beim  Fortrücken  des 
Kreismittelpunktes  aus  dem  Schnittpunkte  der 
Geraden  die  Kreise  im  stumpfen  Winkelraume 
ungleich  viel  rascher  an  Grösse  zunehmen,  als 
im  spitzen  Winkelraume. 
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ErkL  829«  Man  beachte  die  zum  Teil 
dnalistiscben  Beziehungen  zwischen  dem  Ereis- 
bttscbel  durch  zwei  feste  Punkte  in  Figur  133 
und  derEreisschar  an  zwei  feste  Tangenten 
in  Figur  139.  Dem  Ereisbüschel  gehört  an:  die 
Gerade  AB  als  Ereis  mit  unendlich  grossem 
Badius,  der  Ereisschar  gehört  an:  der  Schnitt- 
punkt (a,  h)  der  beiden  Geraden  als  Ereis  mit 
unendlich  kleinem  Badius.  Durch  einen  be- 
liebig gegebenen  Punkt  der  Ebene  geht  ein 
einziger  Ereis  des  Ereisbüschels  (da  drei  Punkte 
einen  Ereis  eindeutig  bestimmen),  dagegen  zwei 
Ereise  der  Schar  (ein  kleinerer  innerer  und  ein 
grösserer  äusserer);  eine  beliebige  Gerade  der 
Ebene  berührt  zwei  Ereise  des  Büschels  (einen 
der  Bäume  I,  IV  und  einen  der  Bäume  II,  in 
in  Figur  133),  dagegen  yier  Ereise  der  Schar 
(den  eingeschriebenen  Ereis  und  die  drei  an- 
geschriebenen Ereise  des  Dreiecks,  welche  die 
beliebige  Gerade  mit  den  beiden  festen  Geraden 
in  Figur  139  bildet).  


Frage  146.  Welche  Abänderung 
erfahi'en  die  vorigen  Sätze  42,  wenn 
die  beiden  gegebenen  Geraden 
parallel  werden? 

Figur  140. 


Erkl.  380«  Die  Beweise  für  die  Bichtigkeit 
der  nebenstehenden  Ortssätze  sind  genau  die- 
selben, wie  sie  zu  den  Einzelsätzen  72  und  72  a 
bezw.  31  und  31a  im  III.  Teile  dieses  Lehr- 
buches geführt  wurden.  Aber  auch  die  Beweise 
zu  den  Toriffen  Sätzen  42,  wie  sie  in  den  Erkl.  323 
und  324  geführt  sind,  können  wörtlich  auf  diesen 
besonderen  Fall  der  beiden  Geraden  übertragen 
werden. 

Figur  141. 


Erkl«  831«  Wenn  man  die  Figuren  140  und 
141  aus  den  Figuren  138  und  139  durch  Be- 
wegung hervorgehen  lassen  will,  so  muss  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  in  unendliche 
Feme  gerückt  werden.  Dann  wird  die  Hal- 
bierungslinie des  noch  vorhandenen  Winkels 
von  00  von  selbst  zur  Mittelparallelen  der  beiden 
Geraden;  und  die  zweite  Winkelhalbierende 
rückt  mit   dem   Schnittpunkt  der  Geraden   in 


Antwort.  Wenn  zwei  gerade  Linien 
parallel  sind,  so  muss: 

1)  nach  Satz  72  des  IIL  Teils  jeder 
Punkt  ihrer  Mittelparallelen  von 
jeder  der  beiden  Parallelen  die  Hälfte 
des  Parallelenabstandes  zum  Abstand 
haben,  und 

2)  nach  Satz  32a  jeder  Punkt  mit 
gleichem  Abstand  von  beiden  Geraden 
auf  der  Mittelparallelen  liegen. 

Man  erhält  also  (siehe  Figur  140): 

Satz  48.  Der  geometrische 
Ort  eines  Punktes,  welcher  von 
zwei  parallelen  Geraden  gleich- 
grossen  Abstand  hat,  ist  die 
Mittelparallele  dieser  Geraden. 
Und  in  anderer  Ausdrucksweise  (siehe 
Figur  141): 

Satz  48a.    Der  geometrische 
Ort  für  den  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  welcher  zwei  parallele 
Geraden  berührt,  ist  die  Mittel- 
parallele dieser  Geraden. 
Da  aber  die  Sätze  72  des  DI.  Teiles 
nur   besondere  Fälle   der    allgemeinen 
Sätze  31   daselbst  sind,   so  kann  man 
noch  allgemeiner  sagen  (s.  Figur  142): 

Satz  43b.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Mittelpunkt  einer 
beliebigen  Transversalstrecke 
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Figur  142. 


unendliche  Feme.  Man  könnte  also  die  unend- 
lich fernen  Punkte  der  Ebene  selbst  auch  als 
Punkte  mit  der  Eigenschaft  ansehen ,  dass  sie 
von  beiden  gegebenen  Geraden  desselben,  näm- 
lich unendlich  grossen  Abstand  haben.     


durch  zwei  parallele  Geraden 
ist  die  Mittelparallele  dieser 
Geraden. 


Figur  148. 


(i) 


<«) 


..^^ 


\ 


^(Ttt) 


Frage  147.  Wozu  führt  Satz  39  b, 
wenn  die  beiden  festen  Punkte  des 
Kreisbüschels  immer  näher  zusammen- 
rücken bis  zum  Zusammenfallen? 

Erkl.  882.  Statt  der  Ableitung  aus  Satz  39 
können  die  Beweise  des  Satzes  44  auch  un- 
mittelbar geführt  werden:  Nach  den  Sätzen  11 
ist  nämlidi  die  Senhrechte  im  Endpunkt  des 
Badins  Tangente,  also  bedingt  der  Badius  MP 
die  Bertthrung  der  Geraden  AB  in  M]  und  nach 
denselben  Sätzen  liegt  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  senkrecht  über  dem  Berührungspunkt 
der  Tangente,  also  bedingt  die  Berührung  im 
Punkte  M  die  Lage  des  Mittelpunktes  auf  der 
Senkrechten. 


Antwort.  Wenn  die  beiden  festen 
Punkte  A  und  B  eines  Kreisbüschels 
zusammenrücken,  so  wird  die  gemein- 
schaftliche Sehne  AB  der  Kreise  immer 
kleiner  und  zuletzt  Null,  also  Tangente. 
Man  hat  daher  lauter  Kreise,  welche  die 
vorgegebene  Linie  AB  als  gemeinsame 
Tangente  besitzen.  Dieselben  berühren 
also  sämtlich  sowohl  diese  Gerade  als 
auch  einander,  da  jeder  Kreis  des 
Büschels  mit  jedem  einzelnen  andern 
derselben    eine    gemeinsame   Tangente 
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Und  ebenso  stützt  sich  Satz  44a  unmittelbar 
auf  die  Sätze  34  und  35.  Denn  nach  diesen 
muss  ein  Kreis  einen  anderen  berühren,  wenn 
die  Mittelpunkte  so  gewählt  sind,  dass  ihre 
Verbindungslinie  den  Berahrungspunkt  enthält; 
dann  wird  nämlich  die  Zentralstrecke  zur  Summe 
oder  Differenz  der  Radien;  und  es  muss  die 
Zentrale  zweier  berührenden  Kreise  durdi  den 
Berührungspunkt  gehen,  also  der  Mittelpunkt 
eines  berütonden  KieiMs  auf  dem  dnzch  den 
Bertlhrungspunkt  gehenden  Durchmesser  des  an- 
dern liegen. 

Erkl«  883.  Unter  den  unendlich  vielen 
Kreisen  des  in  Figur  143  dargestellten  Kreis- 
büschels, welche  den  einen  hervorgehobenen 
Kreis  desselben  berühren,  wäre  auch  zu  rechnen 
als  Kreis  mit  unendlich  kleinem  Radius  der 
Berührungspunkt  selbst.  Ausserdem  sind  als 
zwei  besondere  Fälle  enthalten  der  Kreis  mit 
unendlich  grossem  Radius,  nämlich  die  gemein- 
same Tangente,  und  der  gegebene  Kreis  selbst, 
der  sich  selbst  in  seiner  ganzen  Erstreckung 
berührt  Dnrch  die  beiden  besonderen  Linien 
wird  die  ganze  Ebene  in  drei  getrennte  Räume  I, 
n,  III  geteilt,  deren  jeder  an  dem  benachbarten 
längs  dem  gegebenen  Kreise  oder  der  Tangente 
angrenzt,  die  aber  alle  drei  nur  im  Berührangs- 
punkte  selbst  zusammenstossen.  Jeder  Kreis 
des  Raumes  I,  nämlich  der  den  gegebenen  Kreis 
nicht  enthaltenden  Halbebene,  berührt  den  ge- 
gebenen Kreis  ausschliessend,  jeder  Kreis 
der  andern  Halbebene  berührt  den  gegebenen 
Kreis  einschliessend.  Und  zwar  schliesst 
jeder  Kreis  des  Raumes  II  den  gegebenen  Kreis 
ein,  jeder  Kreis  des  Raumes  III  wird  von  dem 
gegebenen  Kreise  eiugeschlossen.  Die  ent- 
sprechenden Stücke  der  Zentralen,  welche  die 
Mittelpunkte  enthalten,  werden  abgeteilt  durch 
den  Berührungspunkt  und  den  Mittelpunkt  des 
gegebenen  Kreises.  Im  übrigen  bleiben  die  in 
Erkl.  329  angestellten  Betrachtungen  bestehen. 


hat.  Indem  man  daher  erst  die  gemein- 
same Tangente  und  dann  einen  einzelnen 
dieser  Kreise  als  ursprünglich  gegebenen 
herausgreift,  erhält  man  folgende  Aus- 
sagen (siehe  Figur  143): 

Satz  44.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  welcher  eine  gegebene 
Gerade  in  einem  bestimmten 
Punkte  berührt,  ist  die  Senk- 
rechte auf  diese  Geraden  im 
Berührungspunkte. 
Oder: 

Satz  44a.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  welcher  einen  gege- 
benen Kreis  in  einem  bestimra- 
Punkte  berührt,  ist  die  gerade 
Linie  durch  diesen  Berührungs- 
punkt und  den  Mittelpunkt  des 
gegebenen  Kreises. 


Frage  148.  Welche  Ergebnisse  er- 
hält man,  wenn  in  den  Sätzen  40  u.  ff, 
der  Abstand  des  Punktes  von  der 
Geraden  g  ersetzt  wird  durch  den 
Abstand  q  von  einem  Kreise  Ar? 

Erkl.  334.  Die  beiden  Beweise  für  neben- 
stehenden Ortssatz  .45  hätten  folgendermassen 
zu  lauten: 

1)  Liegt  ein  Punkt  P  auf  dem  Kreise  mit 
Radius  r  +  q,  so  ist  sein  Abstand  vom  Kreis- 
mittelpunSt  r  +  q.  Wird  also  davon  der  Radius  r 
abgezogen,  soHbleibt  Strecke  q  als  der  auf  der 
Zentralen  des  Punktes  P  (nach  aussen  oder 
innen)  gemessene  Abstand  des  Punktes  P  vom 
Kreise  k, 

2)  Hat  ein  Punkt  P  von  einem  Kreise  den 
Abstand  q,  so  muss  auf  der  Zentralen  des 
Punktes    vom    Kreisschnittpunkte    bis    P    die   Figur  144  bis   146) 


Antwort.  Der  Abstand  eines  Punktes 
von  einem  Kreise  wird  nach  Erkl.  17a 
angegeben  durch  die  auf  der  Zentralen 
des  Punktes  liegende  Strecke  zwischen 
Punkt  und  Kreis.  Trägt  man  also  auf 
einem  Radius  des  Kreises  k  vom  End- 
punkte aus  noch  die  Strecke  q  auswärts 
oder  einwärts  an,  so  hat  der  gefundene 
Punkt  vom  Mittelpunkte  den  Abstand 
r-f-ß  oder  r  —  q  bezw.  q  —  r,  je  nach- 
dem Q^r  ist    Man  erhält  also  (siehe 
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Figur  144.  Figur  145. 


ir,Q^r 


Strecke  q  liegen.  Berücksichtigt  man  dann  die 
auf  derselben  Geraden  liegende  Strecke  r,  so 
findet  man,  dass  die  Strecke  zwischen  dem 
Punkte  und  dem  Ereismittelpunkte  gleich  Q+r 
ist,  wenn  P  ausserhalb,  Q  —  r  wenn  P  innerhalb 
des  Kreises  liegt. 

£rkl.  885«  Da  die  Abstandsstrecke  zwischen 
Punkt  P  und  dem  Kreise  auf  dem  durch  P 
gehenden  Durchmesser  gemessen  wird,  so  ist 
auch  hier  die  Abstandsstrecke  durch  diejenige 
Linie  durch  P  angegeben,  welche  den  Kreis 
senkrecht  schneidet.  Denn  während  eine  be- 
liebige Sehne  den  Kreis  unter  einem  schiefen 
Winkel  trifft,  schneidet  die  mit  dem  Radius 
zusammenfallende  Zentrale  den  Kreis  unter  einem 
rechten  Winkel. 

Erkl.  886.  Jeder  beliebige  Punkt  der  Ebene 
hat  von  einem  Kreise  einen  kleinsten  und  einen 
grössten  Abstand,  die  als  Summe  oder  Differenz 
den  Durchmesser  des  Kreises  ergeben.  Ist  näm- 
lich der  Punkt  ein  äusserer,  so  ist  sein  kleinster 
Abstand  um  den  Durchmesser  kleiner  als  der 
grösste;  und  ist  der  Punkt  ein  innerer,  so  ist 
der  kleinste  und  grösste  zusammen  gleich  dem 
Durchmesser.  So  ist  in  Figur  144  für  jeden 
Punkt  der  Ortskreise  der  kleinste  Abstand 
gleich  ^,  der  grösste  dagegen  für  den  äussern 
Kreis  gleich  2r-|-^,  für  den  inneren  Kreis 
gleich  2r  —  (>.  Wenn  dagegen,  wie  in  Figur  145, 
£>r  ist,  so  ist  für  einen  Punkt  des  äussern 
Kreises  wieder  der  kleinste  Abstand  q,  der 
grosse  2r  +  (>  (Differenz  2r);  für  einen  Punkt 
des  innem  Kreises  ist  der  grösste  Abstand 
gleich  p,  der  kleinste  aber  2r  —  Q  (Summe  2r). 
Und  für  p>2r  bleibt  hier  der  grösste  q,  der 
kleinste  wird  ^  — 2r;  denn  dann  liegt  auch 
der  Punkt  mit  Strecke  q  als  grösstem  Abstand 
ausserhalb  des  gegebenen  Kreises,  so  dass  wie- 
der die  Differenz  ^  —  (^  —  2r)  =  2r  wird  (siehe 
Figur  146). 


Satz  45.  Der  geometrische 
Ort  für  einen  Punkt,  welcher 
von  einem  gegebenen  Kreise  {k) 
mit  Eadius  r  einen  bestimmten  Ab- 
stand (ß)  hat,  ist  das  Paar  der 
konzentrischen  Kreise,  deren  Ea- 
dius  die  Summe  und  die  Differenz  der 
gegebenen  Abstandsstrecke  und  des 
Eadius  r  ist. 

Wird    dann   um   diesen   Punkt   mit 
Radius  q  ein  Kreis  beschrieben,  so  er- 
hält   man   berührende  Kreise   an   den 
gegebenen,  und  man  kann  aussagen: 
Satz  45a.    Der  geometrische 
Ort  für  den  Mittelpunkt  eines 
Kreises  mit  bestimmtem  Radius 
(^),  welcher  einen  gegebenen 
Kreis  (Radius  r)  berührt,  ist  das 
Paar  der  mit  letzterem  kon- 
zentrischenKreise,  derenRadius 
die  Summe  und  die  Differenz  der 
beiden  Radien  (r  und^)  ist, 
nämlich  ersteres  für  ausschlies- 
sende,  letztere  für  einschlies- 
sende  Berührung. 

Dabei  ist  zu  unterscheiden,  ob  Q^r 
ist. 

1)  Wenn  nämlich  Q<r  ist,  so  ent- 
steht, wie  bei  Figur  144,  die  Differenz 
r  — ß<?-,  liefert  also  einen  im  Innern 
des  gegebenen  Kreises  liegenden  Kreis; 
und  die  einschliessend  berührenden  Ki-eise 
mit  Radius  ß,    deren  Mittelpunkt   auf 
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Erkl.  387.  Betrachtet  man  die  äusseren 
Endpunkte  der  Berührnngsdarchniesser  der 
ansschliessend  berührenden  Kreise,  so  haben 
dieselben  Tom  gegebenen  Kreise  den  Abstand 
von  2^,  also  vom  gemeinsamen  Mittelpunkte 
den  Abstand  7'~\-2q.  Demnach  liegen  diese 
Durchmesserendpnnkte  selbst  wieder  auf  einem 
konzentrischen  Kreise  mit  r-{-2g  in  Figur  144 
sowohl  als  in  Figur  146  und  146,  wo  dieselben 
weggelassen  sind. 

Die  Endpunkte  der  Berührungsdurchmesser 
der  einscbliessend  berührenden  Kreise  haben  vom 
gegebenen  Kreise  jeweils  den  Abstand  von  2^ 
und  zwar  in  Figur  144  als  kleinsten,  in  Figur  146 
und  146  als  grössten  Abstand.  Daher  haben 
diese  Endpunkte  vom  Mittelpunkte  des  gegebenen 
Kreises  in  Figur  143  den  Abstand  r—2Q,  in 
Figur  145  den  Abstand  2^  —  r,  und  liegen  dem- 
nach  selbst  wieder  auf  einem  konzentrischen 

Kreise,  dessen  Radius  für  ^  <  -ö-  in  Figur  144 

gleich  r-—2Q  ist,  für  (>  >  -q-  in  Figur  145  und 
und  146  gleich  2^  —  r  ist. 


Erkl.  388.  Die  Abstände  der  beiden  kon- 
zentrischen Ortskreise  selbst  von  einander  sind 
die  Differenzen  ihrer  Radien.  Dieser  aber  ist 
für  den  äussern  stets  gleich  r-|-^,  für   den 

Innern  je  nachdem  ^CT^  ist,  gleich  r  —  q,  0, 

Q  —  r.  Also  ist  der  Abstand  der  konzentrischen 

Ortskreise  für  g  ^  r  gleich  2  g  (siehe  Figur  144), 

r  +  Q  =  2Q  =  2r,  2r  (s.  Figur  145).  —  Die 
Abstände  der  konzentrischen  Kreise,  auf  denen 
die  Endpunkte  der  Durchmesser  liegen,  sind 
ebenfalls  gleich  der  Differenz  ihrer  Riäien,  also 
der  Differenz  von  f'-\-2Q  mit  r— 2^,  0,  2q  —  r, 

je   nachdem  ^^4-  ist,  und  haben  daher  für 

diese  drei  Fälle  die  Grössen: 

4q,  r+2gz=  4q  =  2ry  2r. 
Die  Abstände  zwischen  einem  Ortskreis  und  dem 
zugehörigen  Kreis  der  Dnrchmesserendpunkte 
sind  stets  gleich  p,  zwischen  diesem  einen  Orts- 
kreis und  dem  zum  andern  gehörigen  Kreis  der 
Durchmesserendpunkte  aber  gleich  der  Differenz 
der  jeweiligen  Radien,  z.  B.  in  Figur  144 
gleich  3^. 


Erkl.  339.  Eine  erschöpfende  Uebersicht 
der  bei  vorliegender  Frage  möglichen  Fälle  hat 
nach  dem  Vorigen  zu  betrachten  die  Fälle,  ob 

Q  kleiner  oder  gleich  -^,  kleiner  oder  gleich  r, 

kleiner  oder  gleich  oder  grösser  wie  2r.    Man 
erhält  darnach  folgende  Zusammenstellung: 


demselben  liegt,  werden  von  dem  ge- 
gebenen Kreise  eingeschlosseD. 

2)  Wäre  Q  =  r,  so  bleibt  für  den 
äussern  Kreis  r-\-  q  =  2r;  für  den 
innem  Kreis  aber  würde  r  —  ^  =  0,  es 
entsteht  der  Mittelpunkt  des  Kreises 
selbst  als  einziger  Punkt,  welcher  nach 
innen  die  Entfernung  r  =  Q  vom  ge- 
gebenen Kreise  hat;  und  dieser  gegebene 
Kreis  selbst  ist  der  sich  selbst  ein- 
scbliessend berührende  mit  Eadius  q=i\ 

3)  Wäre  ^>r,  so  ist  wieder,  wie 
immer,  für  den  äussern  Kreis  ^-[-r  der 
Radius.  Es  kann  aber  keinen  ein- 
scbliessend berührenden  Kreis  mit  Eadius 
Q>r  geben,  welcher  von  dem  Kreis 
mit  Radius  r  eingeschlossen  wird,  son- 
dern der  Kreis  mit  Radius  q  muss  den 
gegebenen  Kreis  einschliessen.  Daher 
entsteht,  wie  in  Figur  145  (wo  die 
ansschliessend  berührenden  Kreise  fort- 
gelassen sind)  ein  konzentrischer  Kreis 
mit  Radius  q  —  r,  statt  r  —  q:  als  Ort 
für  den  Mittelpunkt  der  den  gegebenen 
Kreis  einschliessenden  Kreise.  Dieser 
Kreis  fällt  für  p  =  2r  mit  dem  gegebenen 
zusammen,  und  wird  sogar  für  Q>2r 
(siehe  Figur  146)  selbst  auch  zu  einem 
äussern  Kreis,  wie  der  mit  Radius  ^-j"'- 


Figur  146. 


;^«/- 
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Du  voiltUndige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschi'inenen  Hefte  kann[e 


PreiagekrSnt  in  Frankfairt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieies  Werk,  welchem  kein  fthnllehes  zur  Seite  stellt,  encheint  monatlich  in  S-4 
Heften  ro  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktiBchBten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Mechanik,  math«  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbaues,  des  konstruktlTen  Zeichnens  etc.  etc.  and  swar  in  ToUstilndif 
gelöster  Form,  mit  ylelen  Figuren,  Erkl&mngen  nebst  Angabe  and  Entwiek^ng  der 
benntiten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösnag 
jedermann  TerstAndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grSssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  C^amtheit  eri^biien  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelQsten  Aufgaben  beigegeboi,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
flberlassen  bleiben,  und  zugleich  yon  den  Herren  Lehrern  ftir  den  Schulunterricht  benntst 
werden  können.  —  Die  Losungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlosse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  LthättsTeneich* 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Ärklärnngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  L  und  TL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  PriTatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Prt- 
gymnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksehnles, 
Oewerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbtldnngsschnlen,  Akademien,  ünlTersitäten,  Land-  und  ForstwissensehaftsschiileH, 
Militärschalen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fOr  das  Eii^ihrig-Frei- 
wiUige-  nnd  Offlaiers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  eta 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prllfiingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  sucli 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Sttttie  ffir  den  Bchnl- 
unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teü6s  der  mathematbcheD 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  e^ 
flbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Angaben  in  l^teen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  nnd  praktisch  zu  rerwerten.  Lwt,  Hebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden.  * 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Mllitln 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlang  zur  Auffirischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Benft- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verlethoi  nnd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Teilkiier, 
Dr.  Kleyer,  Frankftirt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Sriedigimf 
thnnlichst  berfidaichtigt. 

Stattgart  Die  Yerlagsluuidlimg. 


Geometrische  Ortssätze  über  den  Abstand  eines  Punktes  von  gegebenen  Punkten  etc.     Igl 


(Fig.  144)  I  (Fig,  131) 


<Q<r 


r  =  Q 


r<Q<2r 
(Fig.  145) 


Q=:2r 


e>2r 

(Fig.  146) 


Radins  des  Ortskieises  der 
ansschliessend  berttbren- 
den  Kreise 

Kleinster   Abstand    seiner 
Punkte  vom  Hauptkreis 

I 

Grösster    Abstand    seiner  I 
Punkte  vom  Hanptkreis  | 

Radios  des  Ortskreises  der  : 
einscbliessend  berühren-  ' 
den  Kreise | 

Kleinster   Abstand    seiner  i 
Punkte  vom  Hauptkreis  ' 

Grösster    Abstand    seiner  | 
Punkte  vom  Hauptkreis  : 

Radius  des  von  den  ausschlies-  ; 
send  berührenden  Kreisen  j 
eingehüllten  Kreises  .    . 

Radius  des  von  den  einschlies-  ! 
send  berührenden  Kreisen 
eingehüllten  Kreises .    . 

Abstand  der  beiden  Ortskreise 
von  einander    .    .    .    .  • 

Abstand  der  beiden  eingehüll- 
ten Kreise  von  einander  i 

Abstand  des  äussern  Orts-  | 
kreises  vom  innem  ein-  i 
gehüllten 

Abstand  des  innem  Orts-  ! 
kreises  vom  äussern  ein-  ! 
gehüllten 
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9         iC>  =  2r 
Q  +  2r    |2(>  =  4r 
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Q  =  2r 


r+2();fir  =  4p'   ^+2p    ,3r  =  3e    2p  +  r    -^=5r  2p+r 
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2^  — r 


r— 2^;       0 
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2^      K=z2q         2g 

:       i 

4q      2r  =  4g\       2r 


3,      \^r  =  SQ 


r=zQ 

lr=2^ 
2r=r2( 

r=zq 


Sq        3r  =  3(> 


'8 
2(»--r    \-^9  =  ^r  2^  — r 


2r        \g  =  2r 
2r         g  =  2r 

2r  —  Q 


ir-r9 


2r 
2r 

Q  —  2r 


2Q  =  4r,  2r  +  Q 


Erkl.  840.  Die  Sätze  46  stimmen  mit  den 
Sätzen  40  genau  überein,  wenn  man  konzen- 
trische Kreise  auffasst  als  zu  einander 
parallel.  Denn  wenn  man  einander  zuordnet 
die  Punkte  beider  Kreislinien,  welche  auf  dem- 
selben Strahle  durch  den  Mittelpunkt  liegen,  so 
sind  die  Richtungen  beider  Kreisünien  angegeben 
durch  die  Tangenten,  also  durch  die  Senkrechten 
in  den  Schnittpunkten  dieser  Badien.  Da  diese 
aber  zu  einander  parallel  sind,  so  kann  man 
auch  die  Richtungen  der  Kreise  als  parallel 
auffassen.  —  Auch  die  Sätze  41  lassen  sich  auf 
Kreise  übertragen.  Man  sehe  die  entsprechen- 
den Ortssätze  in  der  Aufgabensammlung  am 
Ende  dieses  Teiles. 
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Frage  149.  Welche  Punkte  haben 
gleichgrossen  Abstand  von  zwei 
konzentrischen  Kreisen? 

Erkl.  841.  Die  nebenstehenden  Ortssätze  46 
bilden  die  üebertragang  für  parallele  Kreise 
von  den  Sätzen  43  lür  paraUele  Geraden  nach 
der  in  Erkl.  340  enthaltenen  Anschannngsweise. 
Dieselben  Sätze  fflr  Punkte  mit  gleichem  Ab- 
stand von  einem  Punkt  und  einer  Geraden  oder 
einem  Kreise,  von  einer  Geraden  und  einem 
Kreise  oder  Ton  zwei  beliebigen  Kreisen  führen 
auf  geometrische  Oerter,  welche  nicht  der  Ele- 
mentargeometrie angehören  (siehe  im  IX.  Teile 
dieses  Lehrbuches).  Nur  im  besonderen  FaUe 
zweier  berührenden  Kreise  erhält  man  als 
geometrische  Oerter  wieder  Kreislinien,  wie  im 
YII.  Teile  dieses  Lehrbuches  auseinandergesetzt 
werden  wird. 

ErkL  842.  Ist  7\  der  Radius  des  grösseren 
und  r,  der  Radius  des  kleineren  der  konzentri- 
schen Kreise,  so  ist  der  kleinste  Abstand 
beider  Kreise  f\  —  r„  der  grösste  t\  +  r^,  der 
Mittelpunkt  dieser  Strecken  hat  also  vom  Kreis- 
mittelpunkt den  Abstand: 

-?i— Ü  +  r,  oder  ^^^-r-,, 

denn  für  die  erstere  Strecke  liegt  der  Mittelpunkt 
ausserhalb,  für  die  letztere  innerhalb.  Nun  ist 
aber: 

^1  — ^»    .    ,.   _   ^1  —  ^8  +  2^8   —   ^i+>'a 

Q  TM—  Q  —  Q 


2 


und 


^\+^9 


2 


Also  ist  die  halbe  Summe  bezw.  halbe  Diffe- 
renz beider  Radien  der  Zentralabstand  für  den- 
jenigen Punkt,  welcher  Ton  beiden  Kreisen 
gleichen  Abstand  hat,  oder  Mittelpunkt  des 
Kreises,  welcher  die  beiden  gegebenen  Kreise 
berührt. 

Erkl.  348.  Für  den  grossem  Kreis  muss 
der  Abstand  des  gleichweit  entfernten  Punktes 
immer  nach  innen  gerichtet  sein,  für  den  kleinem 
aber  kann  derselbe  nach  aussen  oder  nach  innen 
gerichtet  sein.  Für  den  grossem  Kreis  muss 
der  Abstand  der  gleichweit  entfemten  Punkte 
stets  kleinster  Abstand  sein,  für  den  kleinem 
Kreis  kann  er  kleinster  oder  grösster  Abstand 
sein.  Dem  entsprechend  wird  der  grösste  Kreis 
von  allen  gemeinsamen  Berührangskreisen  Ton 
innen  berührt,  der  kleinere  Kreis  aber  wird 
ausschliessend  berührt  von  den  Kreisen,  deren 

Mittelpunkt  auf  dem  Kreis  mit  Radius     ^  ^    ^ 

liegt,   dagegen  einschliessend  von  den  Kreisen, 
deren  Mittelpunkt  auf  dem  Kreise  mit  Radius 

'  ^^    '  liegt,   also  den  gleichen  Abstand  als 

grössten  Abstand  hat. 


Antwort.  Da  der  Abstand  zweier 
konzentrischen  Kreise  angegeben  wird 
durch  deren  senkrechte  Entfernung,  also 
durch  die  zwischen  beiden  Kreisen  lie- 
gende Strecke  auf  einem  durch  den 
gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  gehenden 
Strahle,  so  hat  der  Mittelpunkt  dieser 
Strecke  von  beiden  Kreisen  gleichgrossen 
Abstand,  und  da  dieser  Mittelpunkt  anch 
stets  gleichgrosse  Entfernung  vom  ge- 
meinsamen Mittelpunkte  haben  muss. 
so  erhält  man  folgende  Ortssätze  (siehe 
Figur  147). 

Satz  46.     Der  geometrische 
Ort  für  einen  Punkt,  welcher 
von  zwei  gegebenen  konzentri- 
schen Kreisen  den  gleichen  Ab- 
stand hat,   ist  das  Paar  kon- 
zentrischer Kreise,  welche  die 
halbe  Summe  und  halbe  Diffe- 
renz derBadien  als  Radius  haben. 
Und  wenn  mit  einer  solchen  Abstands- 
strecke  als  Radius  ein  Kreis  beschrieben 
wird    um    einen   der   Punkte   gleichen 
Abstands,  so  berührt  derselbe  die  beiden 
gegebenen  und  man  erhält: 

Satz  46a.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  welcher  zwei  gegebene 
konzentrische  Kreise  berührt, 
ist  das  Paar  konzentrischer 
Kreise,  deren  Radius  die  halbe 
Summe  und  halbe  Differenz  der 
Radien  der  gegebenen  Kreiseist. 

Figur  147. 
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Erkl.  844.  Ausser  den  Punkten  der  in 
nebenstehenden  Sätzen  46  genannten  konzentri- 
schen Kreise  wären  auch  die  unendlich  fernen 
Punkte  der  Ebene  als  solche  zu  betrachten, 
welche  von  beiden  Kreislinien  gieichgrosse,  näm- 
lich unendliche  Entfernung  besitzen.  Jedoch 
sind  dieselben  nicht  als  Mittelpunkte  yon  Kreisen 
au^Eufasseni  welche  die  beiden  gegebenen  Kreise 
berühren  könnten. 


c)  Geometrische  Ortssätze  Über  die  Kreislinie  im  besondern. 


Frage  150.  Zu  welchen  geometri- 
schen Ortssätzen  über  den  Kreis  fuhren 
die  Ergebnisse  der  Antwort  133  über 
konzentrische  Kreise? 

Figur  148. 


Erkl.  845.  Die  Richtigkeit  des  Satzes  47 
kann  schon  gefolgert  werden  aus  den  Sätzen  8 
und  8a,  wonach  gleiche  Länge  der  Sehnen 
nnd  gleiche  Abstände  derselben  sich  gegen- 
seitig bedingen.  Da  aber  die  Fusspunkte  der 
Senkrechten  die  Endpunkte  dieser  Abstands- 
strecken sind,  so  müssen  diese  Fusspunkte  auf 
einem  Kreise  liegen  mit  Badius  MC  in  Fignr  148. 
In  dem  rechtwinkligen  Dreiech  MA  C  ist  dann 

MA  =  r,  AC  =  ^  =1^,   MC  der  Radius 

des  Ortskreises.  —  Die  beiden  Beweise,  deren 
Ergebnisse  im  Ortssatze  vereinigt  sind,  lassen 
sich  leicht  so  gegenübersteUen ,  dass  die  Eon- 
graenz  aller  rechtwinkligen  Dreiecke  yon  der 
Art  MA  C  einmal  gefolgert  wird  aus  der  Gleich- 
heit der  Stücke  MC,  MA,  <^  MCA  =  90o,  das 
anderemal  aus  der  Gleichheit  der  Stücke  AC, 
Jtf i4,  ^  MCA  =r  900.  Dann  folgt  aus  der  Kon- 
graenz  zuerst  die  Gleichheit  aller  Sehnenhälften 
AC.  dami  aller  Abstandsstrecken  MC. 


Antwort.  In  Figur  126  kann  man 
dieselben  Linien  entweder  als  Sehnen 
des  aussein  Kreises  oder  als  Tangenten 
des  innem  Kreises  betrachten.  Auf 
jeder  derselben  entstehen  zwei  gieich- 
grosse Abschnitte  durch  den  Berührungs- 
punkt des  innem  Kreises,  und  auch  die 
Winkel  zweier  solchen  Strecken,  welche 
vom  gleichen  Punkte  des  äussern  Kreises 
ausgehen,  sind  stets  gleich.  Man  erhält 
daher  folgende  geometrischen  Ortssätze, 
wobei  der  innere  Kreis  auftritt  als  Ort 
in  Bezug  auf  den  äussern  (s.  Figur  148). 

Satz  47.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Fusspunkt  der  Senk- 
rechten vom  Mittelpunkte  eines 
gegebenen  Kreises  auf  alle 
gleichlangen  Sehnen  desselben 
ist  der  konzentrische  Kreis, 
dessen  Kadius  einer  einzelnen 
dieser  senkrechten  Abstands- 
strecken gleich  ist. 
Oder  in  anderer  Ausdrucksweise: 

Satz  47a.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Mittelpunkt  einer 
Sehne  von  bestimmter  Länge  in 
einem  gegebenen  Kreise  ist 
der  konzentrische  Kreis,  dessen 
Radius  gleich  ist  der  Kathete 
in  einem  rechtwinkligenDreieck 
mit  dem  Radius  des  gegebenen 
Kreises  als  Hypotenuse  und 
der  Hälfte  der  gegebenen 
Sehnenlänge  als  anderer  Ka- 
thete. 


„  ^,    ^^  Und    umgekehrt    tritt    der   äussere 
kanr-Äte^lSe^r^US  ^^'^  ??f  .«^^  Ort  in  Bezug  auf  den, 
Länge  t  iTiweierlei  Eichtungen  angetragen  mnem  Kreis,  wenn  man  die  Tangenten- 
werden, nämlich  in  der  positiven  Umlaufsrich-  beziehungen  ins  Auge  fasst  (s.  Figur  149): 
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tung  gegen  die  Uhr,  wie  rP=  SR=iEÄz=i DB 
in  Figur  149,  oder  in  negativer  Umlanfsrichtnng 
mit  der  Uhr,  wie  TQz=z  FB=  CA,  Auch 
können  dieselben  vom  gleichem  Punkte  aus 
nach  beiden  Richtungen  angetragen  sein,  wie 
im  Punkte  T:  rP=  TQ=  u  In  den  recht- 
winkligen Dreiecken  der  Art  MCA  oder  MEA 
ist  dann  MC=:ME=zr,  AC=AE=t,  MA 
der  Badius  des  Ortskreises. 

Figur  149. 


£rkl«  847.  Die  beiden  Beweise  für  die 
Ortssätze  48  und  48  a  lassen  sich  wieder  leicht 
auf  die  Kongruenz  der  rechtwinkligen  Dreiecke 
der  Art  MAC  oder  MAE  aus  verschiedenen 
Stücken  stützen.  Für  Satz  48  folgt  die  Kon- 
gruenz erst  aus  der  Gleichheit  der  Stücke  MA, 
MC,  <^MAC  und  liefert  die  Gleichheit  der 
Tangentenabschnitte  AC;  dann  aus  der  Gleich- 
heit der  Stücke  AC,  MC,  ^MAC  und  liefert 
die  Gleichheit  der  Abstände  MA,  FUr  Satz  48  a 
folgt  die  Kongruenz  derselben  Dreiecke  erst 
wieder  aus  der  Gleichheit  der  Stücke  MA,  MC, 
^  MA  C  und  liefert  die  Gleichheit  der  halben 
Tangentenwinkel  MAC;  dann  aus  der  Gleichheit 
der  Stücke -4  3f^C,  MC,  ^MCA  und  liefert 
wieder  die  Gleichheit  der  Abstände  MA. 


Satz  48.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Endpunkt  einer 
Tangentenstreeke  von  bestimm- 
ter Länge  an  einen  gegebenen 
Kreis  ist  der  konzentrische 
Kreis,  dessen  Radius  gleich 
ist  der  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  mit  dem 
Badius  des  gegebenen  Kreises 
und  der  gegebenen  Tangenten- 
streeke als  Katheten. 

Oder  in  anderer  Ausdrucksweise,  näm- 
lich in  Bücksicht  auf  den  Winkel  der 
einen  gleichgrossen  Winkel  bildenden 
Tangenten: 

Satz  48a.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Scheitel  eines  Tan- 
gentenwinkels von  bestimmter 
Grösse  an  einen  gegebenen 
Kreis  ist  der  konzentrische 
Kreis,  dessen  Badius  gleich  ist 
der  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  mit  dem 
Badius  des  gegebenen  Kreises 
als  Kathete  und  der  Hälfte  des 
[gegebenen  Tangentenwinkels 
als  deren  Gegenwinkel. 


Frage  151.  Zu  welchen  geometri- 
schen Ortssätzen  fahren  die  Sätze  16 
über  Peripheriewinkel? 


£rkl.  848.  Die  beiden  Beweise  für  neben- 
stehende Ortssätze  stützen  sich  anf  die  Sätze  16 
und  Antwort  42  nnd  können  wie  folgt  geführt 
werden : 

1)  Liegt  der  Punkt  P  anf  einem  der  beiden 
Kreisbogen,  für  welchen  AB  Sehne  ist  nnd 
einer  der  Peripheriewinkel  die  bestimmte 
Grösse  a  hat,  so  mnss  <^APB  gleich  dem 
bestimmten  Winkel  o  sein,  denn  nach  Satz  16 
sind  alle  Peripheriewinkel,  deren  Scheitel  anf 
demselben  Kreisbogen  liegt,  einander  gleich 
nnd  gleich  dem  Winkel  a. 


Antwort.  Da  die  Verbindungslinien 
aller  Punkte  eines  Kreisbogens  mit  den 
Endpunkten  dieses  Bogens  stets  den 
gleichen  Winkel  bilden,  so  kann  man 
folgenden  Ortssatz  aussprechen  (Fig.150): 

Satz  49.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Seheitel  eines 
Winkels  von  bestimmter  Grösse, 
dessen  Schenkel  durch  zwei 
feste  Punkte  (AB)  gehen,  ist 
das  Paar  von  Kreisbogen, 
welche  die  Verbindungsstrecke 
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2)  Ist  der  Winkel  ÄPB  gleich  dem  be- 
stimmten Winkel  a,  so  mnss  Pnnkt  P  auf  dem 
Kreisbogen  liegen,  welcher  ^J?  als  Sehne  und 
^a  als  Peripheriewinkel  hat:  denn  wird  dieser 
Kreisbogen  ohne  Ettcksicht  anf  Pnnkt  P  kon- 
struiert, so  könnte  P  entweder  auf  demselben 
liegen,  oder  innerhalb  oder  ausserhalb.  Nun 
ist  aber  nach  Antwort  der  Frage  4S  jeder 
Winkel,  dessen  Scheitel  ausserhalb  dieses 
Kreisbogens  liegt,  kleiner  als  a,  und  jeder 
Winkel,  dessen  Scheitel  innerhalb  dieses 
Kreisbogens  liegt,  grösser  als  ot:  folglich 
kann  der  Scheitel  P  des  Winkels  ^PB  =  a 
weder  ausserhalb  noch  innerhalb  dieses  Kreis- 
bogens liegen,  sondern  er  muss  auf  dem 
Kreisbogen  selbst  liegen. 

Figur  150. 


Erkl.  849«  Die  in  den  Sätzen  60  nieder- 
gelegten Ergebnisse  sind  schon  ans  der  Lehre 
vom  allgemeinen  rechtwinkligen  Dreieck  zu  er- 
schliessen;  denn  schon  für  Satz  60  des  III.  Teiles 
war  nachgewiesen  worden,  dass  1)  im  recht- 
winkligen Dreieck  die  Verbindungslinie  des 
Mittelpunktes  der  Hypotenuse  mit  dem  Scheitel 
des  rechten  Winkels  gleich  der  halben  Hypo- 
tenuse ist,  und  dass  2)  wenn  in  einem  Dreieck 
die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  einer 
Seite  mit  der  Ghegenecke  gleich  der  Hälfte  dieser 
Seite  ist,  dann  jener  Gegenwinkel  ein  rechter 
sein  muss.  Dies  sind  aber  gerade  die  beiden 
zu  einander  in  der  Beziehung  eindeutiger  üm- 
kehrung  stehenden  Sätze,  deren  Zusammen- 
fassung den  geometrischen  Ortssatz  liefert. 

Erkl«  850.  Die  geometrischen  Ortssätze  49 
nnd  50  sind  vorzüglich  geeignet,  um  die  in  den 
Antworten  140  und  141  besprochenen  Eigen- 
schaften klarzulegen,  welche  ein  geometrischer 
Ortssatz  haben  muss. 


der  gegebenen  Punkte  {AB) 
als  Sehne  und  den  gegebenen 
Winkel  als  Peripheriewinkel 
haben. 

In  Anlehnung  an  die  Auffassungs- 
weise der  Erkl.  89  kann  man  dafür  in 
anderer  Fassung  sagen: 

Satz  49a.  Der  geometrische 
Ort  für  einen  Punkt,  von  wel- 
chem aus  eine  gegebene  Strecke 
{AB)  unter  einem  bestimmten 
Winkel  gesehen  wird,  ist  das 
Paar  von  Kreisbogen,  welche 
diese  gegebene  Strecke  als 
Sehne  und  den  gegebenen 
Winkel  als  Peripheriewinkel 
haben. 

Oder  in  wieder  anderer  Ausdrucksweise: 

Satz  49b.  Der  geometrische 
Ort  für  die  Spitze  eines  Drei- 
ecks mit  gegebener  Seite  (-4-B) 
und  einem  bestimmten  Gegen- 
winkel derselben  ist  das  Paar 
von  Kreisbogen,  welche  die 
gegebene  Seite  (AB)  zur  Sehne 
und  den  gegebenen  Winkel  als 
Peripheriewinkel  haben. 

Ist  aber  der  Peripheriewinkel  ein 
Rechter,  so  tritt  an  die  Stelle  der  beiden 
Kreisbogen  jeweils  ein  Halbkreis,  und 
man  erhält  folgende  besonders  wichtigen 
geometrischen  Ortssätze  (Figur  151): 

Satz  50.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Scheitel  eines 
rechten  Winkels,  dessen  Schen- 
kel durch  zwei  feste  Punkte 
{A  und  B)  gehen,  ist  das  Paar 
der  beiden  Halbkreise,  deren 
Durchmesser  die  Verbindungs- 
strecke der  gegebenen  Punkte 
{AB)  ist. 

Oder  mit  Anwendung  des  Begriffes 
vom  Gesichtswinkel: 

Satz  50a.  Der  geometrische 
Ort  für  einen  Punkt,  von  wel- 
chem aus  eine  gegebene  Strecke 
{AB)  unter  einem  rechten  Win- 
kel gesehen  wird,  ist  das  Paar 
von  Halbkreisen  mit  der  ge- 
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1)  Setzt  man  nämlich  im  ersten  Satze  der 
beiden  Beweise  in  Erkl.  348  „auf  einem  der 
beiden  Kreisbogen''  nnr  die  Einzahl  „anf  dem 
Kreisbogen'^  — ,  so  erhält  man  den  vollkommen 
richtigen  Satz :  „ Jeder  Pnnkt  des  Kreis- 
bogens Ä  PB  liefert  als  Peripheriewinkel  den 
Winkel  «."  Es  wäre  aber  falsch,  zn  sagen, 
„der  geometrische  Ort  ...  sei  der  Kreisbogen 
APB**,  denn  dann  liessen  sich  noch  viele 
Pnnkte  Q  angeben,  welche  ebenfalls  den 
Winkel  a  liefern  nnd  im  Ortssatze  nicht  ent- 
halten wären. 

2)  Setzt  man  im  zweiten  Satze  der  beiden 
Beweise  in  Erkl.  348  statt  „auf  dem  Kreis- 
bogen'': „anf  dem  Kreise",  so  erhält  man 
wieder  den  voÜkommen  richtigen  Satz:  „Jeder 
Punkt  mit  dem  Winkel  AFB  =  a  liegt  anf 
einem  der  Kreise  ABB  oder  AQB,*^  Es  wäre 
aber  falsch,  zn  sagen,  „der  geometrische  Ort . . . 
sei  das  Paar  der  beiden  Kreise**,  denn  dann 
liessen  sich  viele  Pnnkte  angeben,  welche  nicht 
den  Winkel  a  (sondern  den  supplementären 
Winkel  180  —  «)  lieferten,  und  doch  im  Orts- 
satze  enthalten  wären. 

Der  geometrische  Ortssatz  wäre  also  im 
ersten  Falle  zu  eng,  im  zweiten  Falle  zu 
weit,  obwohl  jedesmal  der  e'ine  der  beiden 
Einzelsätze  vollständig  richtig  ist. 


gebenen  Strecke  (AB)  als  Durch- 
messer. 
Oder  endlich  für  rechtwinklige  Dreiecke: 

Satz  50b.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Scheitel  eines 
rechtv^inkligen  Dreiecks  mit 
gegebener  Hypotenuse  {AB) 
ist  das  Paar  von  Halbkreisen^ 
welche  die  gegebene  Hypo- 
tenuse zum  Durchmesser  haben. 

Figur  151. 


Figur  162. 


Frage  152.  Welches  ist  der  geo- 
metrische Ort  für  den  Mittel- 
punkt einer  Sehne  eines  gegebenen 
Kreises  durch  einen  bestimmten 
Punkt? 

Erkl.  851.  Der  nebenstehende  Ortssatz  51 
gilt  für  jegliche  Lage  des  Punktes  P.  Liegt 
nämlich  Punkt  P  im  Innern  des  gegebenen 
Kreises,  so  hat  man  die  Wiederholung  der  zu 
Figur  16  in  Antwort  22  bis  24  enthaltenen 
Überlegungen,   und  der  Ortskreis  liegt  voU- 


Antwort.  Der  Mittelpunkt  jeder 
beliebigen  Sehne  wird  erhalten  als  Fn^ 
punkt  der  vom  Ereismittelpunkt  auf  die 
Sehne  geflUlten  Senkrechten.  Gfehen  also 
eine  Reihe  von  Sehnen  durch  einen  be- 
stimmten Punkt  P,  so  sind  deren  Mittel- 
punkte die  Scheitel  von  rechten  Winkeln, 
deren  einer  Schenkel  eben  die  Sehne 
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ständig  im  Innern  des  gegebenen  Kreises.  — 
Liegt  Pnnkt  P  anf  der  Peripherie  des 
gegebenen  Kreises,  so  erhält  man  wiederum 
Bekanntes,  nämlich  den  in  Antwort  128  zu 
Figur  192  abgeleiteten  Satz;  und  der  Orts- 
kreis liegt  ebenfcJls  noch  ganz  im  Innern  des 
gegebenen  Kreises,  berührt  denselben  aber  Ton 
innen.  —  Liegt  endlich  P  ausserhalb  des 
gegebenen  Kreises,  so  wiederholt  sich  das  Er- 
gebnis des  zweiten  Teiles  der  Antwort  126  zu 
Figur  120;  und  der  geometrische  Ort  ist  nicht 
mdur  ein  ganzer  Kreis,  sondern  wird  nur  durch 
das  Stück  desselben  dargestellt,  welches  im 
Innern  des  gegebenen  Kreises  liegt. 

Erkl«  852.  Im  letzteren  dieser  drei  Fälle  be- 
achte man  insbesondere,  dass  eine  Tangente  vom 
Punkte  P  an  den  Kreis  eine  Sehne  von  der  Länge 
Null  bildet,  dass  also  der  Mittelpunkt  dieser  Sehne 
mit  dem  Berührungspunkte  selbst  zusammen- 
fällt. Die  Berührungspunkte  der  beiden 
vom  Punkte  P  an  den  Kreis  um  M 
gehenden  Tangenten  sind  daher  die 
Schnittpunkte  dieses  Kreises  um  M 
mit  dem  über  der  Strecke  MP  als 
Durchmesser    beschriebenen   Kreise. 

Erkl.  8^.  Die  beiden  Binzeibeweise  des 
nebenstehenden  Ortssatzes  sind  auf  Grund  der 
genannten  Ergebnisse  leicht  zu  führen:  1)  Liegt 
S  auf  dem  Halbkreise  über  PM  und  man  zieht 
SP,  so  ist  ^  PSM  ein  Rechter,  also  MS\SP, 
folglich  S  Mittelpunkt  der  Sehne.  2)  Ist  S 
Mittelpunkt  der  Sehne  PS,  so  muss  MS\8P 
8ein,  also  <^M8P  ein  Rechter,  folglich  5  ein 
Punkt  des  Halbkreises  über  Durchmesser  MP. 


durch  P  ist,  deren  anderer  Schenkel 
aber  durch  den  Kreismittelpunkt  M  geht 
In  Anwendung  des  Satzes  50  erhält  man 
daher  folgenden  geometrischen  Ortssatz 
(Figur  152): 

.Satz  51.  Der  geometrische 
Ort  für  den  Mittelpunkt  einer 
durch  einen  bestimmten  Punkt 
(P)  gehenden  Sehne  eines  ge- 
gebenen Kreises  ist  das  inner- 
halb des  gegebenen  Kreises 
liegende  Stück  desjenigen 
Kreises,  welcher  die  Verbin- 
dungsstrecke des  Punktes  P 
mit  dem  Kreismittelpunkte 
zum  Durchmesser  hat. 


Frage  153.  Welches  ist  der  geo- 
metrische Ort  fär  den  Mittelpunkt  des 
Kreises,  welcher  in  irgend  einem  der 
über  gegebener  Sehne  AB  mit 
bestimmtem  Gegenwinkel  y  zu 
zeichnenden  Dreiecken  diese  Seite  AB 
als  Inkreis  oder  Ankreis  berührt? 

Erkl.  3o4«  In  Figur  168  sind  über  der 
Sehne  A B  die  Dreiecke  ABC  gezeichnet.  Jedes 
hat  einen  Mittelpunkt  0  seines  Inkreises  und 
einen  Mittelpunkt  N  seines  Ankreises.  Dabei 
liegen  0  und  N  auf  der  Halbierungslinie  des 
Winkels  0,  und  da  OJl  und  NA  Hdbierungs- 
linien  des  Winkels  und  Nebenwinkels  bei  A 
sind,  80  muss  OA  J_  NA  und  ebenso  0B\  NB 
sein.  Da  also  für  den  Kreis  A  OB  NA  der  Winkel 
OAN  bezw.  0^^  ein  Peripheriewinkel  von  90® 
sein  muss,  so  muss  auch  die  Linie  ON  jedesmal 
Durchmesser  sein,  d.  h.  die  Halbierungs- 
linien sämtlicher  Gegenwinkel  y  der 
Dreiecke  ABC  gehen  durch  denselben 
Fun  k  t ,  nämich  den  Mittelpunkt  des  Ortskreises. 


Antwort.  Die  Spitzen  der  Dreiecke 
über  JJB  als  Seite  mit  Gegenwinkel  y 
liegen  auf  dem  Kreisbogen,  welcher  AB 
als  Sehne  und  y  als  Peripheriewinkel  hat 
(siehe  Figur  153).  Wird  einem  solchen 
Dreieck  ein  Kreis  eingeschrieben,  so 
entsteht  an  dessen  Mittelpunkt  0  ein 
Winkel  AOB  von  stets  gleicher  Grösse, 
nämlich  (vgl.  Antwort  65  und  Erkl.  147 
und  148): 


2 


2 


=  1800- 


BAC-^^ABC 
2 


Wird  demselben  Dreieck  ein  Kreis 
angeschrieben,  welcher  AB  berührt,  so 
entsteht  an  dem  Mittelpunkt  N  ein  Win- 
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Figur  158. 


Erkl.  855.  Der  Winkel  y  hat  Spielramn 
zwischen  0^  und   ISO®,    also   -^  zwischen   0^ 

nnd  900;  daher  ist  90 -|--^  stets  grösser  als 

y 
90  —  -^,  und  der  Kreisbogen  über  AB  (also 

im  Innern  des  Dreiecks  ABC)  muss  stets 
der  kleinere  sein,  weil  er  den  grösseren  Peri- 
pheriewinkel hat.  Nur  wenn  im  Grenzfalle 
y  =  0  wtlrde,  so  wären  die  Linien  A  C  und  BC 
parallel,  nnd  der  Ortskreis  würde  znm  Paar  der 
Halbkreise  mit  Durchmesser  Jl^  als  Ort  für  den 
Mittelpunkt  der  Kreise,  welche  je  zwei  Paral- 
lelen durch  A  und  B  und  gleichzeitig  die  Trans- 
versale AB  selbst  berühren. 

Erkl.  856.  Von  vielen  Anwendungen  und 
ümkehrungen  des  nebenstehenden  Ortssatzes  sei 
hier  etwa  die  folgende  erwähnt:  Zeichnet  man 
zu  einer  beliebigen  Strecke  ^  B  als  Sehne  einen 
Kreis  AOBNA  und  konstruiert  dazu  Kreise, 
deren  Mittelpunkte  auf  diesem  Kreise  liefen  nnd 
welche  AB  berühren,  so  schneiden  sich  die 
Tangentenpaare,  welche  von  A  und  B  an  je 
einen  dieser  Kreise  gezogen  werden  können, 
sämtlich  in  den  Punkten  eines  Kreisbogens  A  CB, 
welcher  AB  als  Sehne  hat  und  als  Peripherie- 
winkel das  Supplement  des  doppelten  Peripherie- 
winkels  vom  grossem  der  vorigen  Kreisbogen. 


kel  ANB  von  ebenfalls  stets  gleicher 
Grösse,  nämlich: 

_  BAC+ABC  __  leo  — y 
""  2  "■         2 

=  90-|. 

Nun  liegen  alle  Punkte  über  AB 
(Fig.  153),  deren  Verbindungslinien  mit 

A  und  B  einen  Winkel  von  90*^+ j  em- 

schliessen,  auf  einem  Kreisbogen  ^her  AB 

als  Sehne  mit  Peripheriewinkel  OO+y« 

Und  alle  Punkte  unterhalb  ABy  deren 
Verbindungslinien  mit  A  und  B  einen 

Winkel  von  90^  —  -^  einschliessen,  liegen 

auf  einem  Kreisbogen  unterhalb  AB 

als  Sehne  mitPeripheriewinkel90  — y« 

Die  Punkte  des  Kreises,  dessen  Bogen 

über  AB  den  Peripheriewinkel  90+1^ 

ergibt,  liefern  aber  unterhalb  AB  den 
Peripherie  Winkel: 

1800  — ^90  +  |-^  =  90  — 

und  umgekehrt  gehört  zu  dem  unterhalb 
AB  liegenden  Peripheriewinkel  90  —  ^ 
ein  supplementärer  Peripheriewinkel 
90  +  -|-  oberhalb  AB.   Daher  liegen  die 

Mittelpunkte  der  Inkreise  und  Ankreise 
sämtlich  auf  den  beiden  Kreisbogen 
eines  und  desselben  Kreises,  .und 
man  erhält  folgenden  Ortssatz: 

Satz  52.  Der  geometrische  Ort 
für  den  Mittelpunkt  eines  Kreises, 
welcher  in  einem  Dreieck  über  ge- 
gebener Seite  AB  und  mit  bestimm- 
tem Gegenwinkel  y  derselben  diese 
Seite  AB  als  Inkreis  oder  An- 
kreis berührt,  sind  die  beiden 
Bogen  eines  Kreises  mit  Sehne 
AB,  welcher  als  Peripheriewinkel 

innerhalb  AB  den  Winkel  90-|-y 
oder  ausserhalb  AB  den  Winkel 
90  —  ^  hat. 


2L 
2 


-^^i^^---^ 
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0.  lieber  die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 


Frage  154.  Was  für  Punkte  nennt 
man  merkwürdige  Punkte  in  einem 
Dreieck? 

firkl.  857«  Es  sind  im  yorliejg^enden  Teile 
dieses  Lehrbnches  schon  zweierlei  solcher  be- 
sondem  Punkte  gefanden  worden.  So  ist  der 
Mittelpnnkt  des  dem  Breieck  umgeschrie- 
benen Kreises  zugleich  Zentrum  der  Ecken 
tmd  gemeinsamer  Schnittpunkt  der  drei  Mittel- 
senkrechten; der  Mittelpunkt  des  eingeschrie- 
benen oder  eines  angeschriebenen  Kreises 
ist  zugleich  ein  Zentrum  der  Seiten  und  ge- 
meinsamer Schnittpunkt  je  dreier  Winkelhalbie- 
renden. 


Antwort.  Merkwürdige  Punkte 
eines  Dreiecks  nennt  man  solche  in 
der  Ebene  des  Dreiecks  liegende  Punkte, 
welche  zu  den  Ecken,  Seiten,  Win- 
keln des  Dreiecks  in  besonders  bemer- 
kenswerten Beziehungen  stehen,  beson- 
ders wenn  ein  solcher  Punkt  mehr  als 
zwei  Linien  gemeinsam  ist,  wenn  also 
mehrere  Linien,  statt  ein  Vieleck  zu 
bilden,  durch  denselben  Punkt  gehen. 
Es  sind  dies  die  Zentra  der  Ecken 
und  Seiten,  Höhenpunkt,  Schwer- 
punkt 


1)  lieber  das  Zentrum  der  Ecken  eines  Dreiecks. 


Fra^e  155.  Was  ist  das  Zentrum 
der  Ecken  eines  Dreiecks? 

Erkl»  858.  Als  Figuren  zur  nebenstehenden 
Antwort  sind  nachzusehen  die  Figuren  60  bis  55 
und  später  157  bis  161.  An  den  angefahrten 
Stellen  des  Abschnittes  A  4  a  sind  auch  die  Be- 
weise und  Ableitungen  der  nebenstehenden  Aus- 
sagen nachzusehen.  Der  Beweis  für  das  Vor- 
handensein des  Zentrums  der  Ecken  ist  mittels 
des  geometrischen  Ortssatzes  auch  wie 
folgt  zu  fähren :  Ist  M  der  Schnittpunkt  zweier 
beliebigen  Mittelsenkrechten,  so  hat 
M  gleichen  Abstand  yom  ersten  Punkt,  wie 
vom  zweiten  und  wie  vom  dritten,  also 
auch  vom  zweiten  und  dritten,  folglich  ist  M 
ein  Punkt  des  Ortes  dieser  beiden  Punkte, 
and  deren  Mittelsenkrechte  muss  auch  durch 
M  gehen.  Es  wird  also  für  die  beiden  ersten 
Mittelsenkrechten  der  erste  Einzelsatz  des 
Ortssatzes  angewandt,  womach  die  Lage  auf 
der  Mittelsenkrechten  den  gleichen  Abstand  be- 
dingt. Und  darnach  wird  der  zweite  Einzel- 
satz angewandt,  wonach  der  gleiche  Abstand 
vom  dritten  Paar  Ecken  die  Lage  auf  deren 
Hittelsenkrechter  bedingt 

Erkl.  859.  Man  hat  bei  nebenstehenden 
Aussagen  deren  Gültigkeit  für  das  stumpfwink- 
lige Dreieck  zu  beachten.  Es  wäre  noch  bei- 
zufügen, dass  Jede  Mittelsenkrechte  diejenige 
Seitenlinie  des  Dreiecks,  welche  den  kleineren 
anliegenden  Winkel  bildet,  innerhalb  ihrer 
Seitenstrecke  schneidet;  diejenige,  welche  den 
grösseren  anliegenden  Dreieckswinkel  bildet, 
auf  ihrer  Verlängerung.  Und  zwar  ist  der 
anliegende  Abschnitt  auf  der  ersteren  Seite 
grosser,  gleich,  oder  kleiner  als  der  nicht  an- 
liegende, je  nachdem  der  zweite  Winkel  spitz, 


Antwort.  Das  Zentrum  der  Ecken 
eines  Dreiecks  ist  derjenige  Punkt 
in  der  Ebene  eines  Dreiecks,  welcher 
gleichen  Abstand  hat  von  den 
drei  Ecken  desselben.  Dieser  Punkt 
ist  daher  Mittelpunkt  des  dem  Drei- 
eck umgeschriebenen  Kreises  und 
ist  gemeinsamer  Schnittpunkt  der 
drei  Mittelsenkrechten  der  Dreiecks- 
seiten. (Vgl.  die  Antworten  der  Fragen  48 
bis  54,  Sätze  18  bis  20  und  Figuren  50 
bis  55  in  diesem  Teile.) 

Der  Punkt  liegt  der  grössten  Drei- 
ecksseite am  nächsten,  der  kleinen 
am  fernsten,  und  zwar  im  spitzwink- 
ligen Dreieck  innerhalb,  beim  stumpf- 
winkligen ausserhalb,  beim  rechtwink- 
ligen auf  der  Mitte  der  Hypotenuse. 

Der  Winkel  zweier  benachbarten 
Radien  ist  das  Doppelte  des  zugehöri- 
gen Dreieckswinkels,  der  Winkel  zweier 
benachbarten  Mittelsenkrechten 
ist  das  Supplement  des  zugehörigen  Drei- 
eckswinkels, der  Winkel  einer  Mittel- 
senkrechten mit  einem  der  beiden  zu- 
gehörigen Radien  ist  gleich  dem  zu- 
gehörigen Gegenwinkel  der  Seite,  der 
Winkel  einer  Seite  mit  einem  Radius 
ist  komplementär  zum  Gegenwinkel  dieser 
Seite.   Je  drei  nicht  aufeinanderfolgende 
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recht  oder  stumpf  ist.  lieber  weitere  Beziehnn-  der  letztern  beiden  Winkelgattnngen  bil- 

gen  der  dadurch  gebildeten  TeÜBtrecken  wM  den  daher  zusammen  einen  rechtenWinkel 

später  gehandelt  werden.    (Siehe  den  Abschnitt 

über  die  TransTersalen  der  Dreiecke  im  VI.  Teile 

dieses  Lehrbuches.)  ___^^_^____^_^ 

2)  lieber  die  Zentra  der  Seiten  eines  Dreiecks. 

Frage  156.   Was  ist  ein  Zentrum 
der  Seiten  eines  Dreiecks?  Antwort.   Ein  Zentrum  der  Sei- 

«  ^,  ..^r.    .,  ^.  ^     . .    ^      ten  eines  Dreiecks  ist  ein  solcher  Punh 

ABtSS-rJ-nÄÄ^rÄnl'Ä  i",  der  Ebene  eines  Dreiecks  welcher 
und  später  157  bis  161.  Auch  cue  Beweise  sind  gleichen  ADStana  hat  von  den  drei 
bereits  an  den  angeführten  Stellen  geführt  wor-  Seitenlinien  desselben.  Ein  solcbei 
den.  Mittels  des  geometrischen  Ortssatzes  41  Punkt  ist  daher  Mittelpunkt  eines 
ist  der  Beweis  für  das  Vorhandensein  der  Zentra  ^p™  n^Pippk  pin-  odpr  ÄTio-Psrbrie. 
der  Seiten,  wie  folgt,  zu  führen.  Ist  M  der  ?^™  i^reiecK  ein-  oüer  angescürie 
Schnittpunkt  zweier  beliebigen  Winkel-  Denen  Kreises  und  ist  gemeinsamer 
halbierenden,  so  hat  If  gleichen  Abstand  Schnittpunkt  dreier  Winkelhal- 
von  der  ersten  Geraden  wie  von  der  zweiten  bierenden,   nämlich   der  drei  Lmcn- 

z^Är ;;?  Sti^;no?gÄtT\;"^  £  J^S"^^  ^^  ^^^  imen^^e^  und 

Punkt  des  Ortes  dieser  beiden  Geraden,  der  beiden  andern  Aussenwinkel  (Yerp. 

also  muss  eine  der  beiden  WinkeUialbierenden  die  Antworten   der  Fragen  59  bis  71, 

derselben  auch  durch  Jlf  gehen.   Es  wird  also  die   Sätze  21  bis  24  und  Fi^ur  57  bis 

wieder  für  die  beiden  ersten  Winkelhalbia^^^^  63  in  diesem  Teile).   Das  innere  Zentrum 

der  erste  Einzelsatz  des  Ortssatzes  angewendet,  ^    ^^^^^^  t*  vT^    r^r^  ^^    ^^^^^ 

wonach  die  Lage  auf  der  Winkelhalbierenden  der    beiten    liegt    Stets    innerhalb   des 

den  gleichen  Abstand  bedingt.    Und  darnach  Dreiecks,  je  ein  äusseres  in  einem  der 

wird  der  zweite  Einzelsatz  angewendet,  wo-  drei   Aussenräume   des   Dreiecks  Aber 

nach  der  gleidie  Abstand  vom   dritten   Paar  ^mov  QaUa 

Seiten  die  Lage  auf  deren  Winkelhalbierender  ®™?F  ^^i?r  ,     ,       .    ,^              .  ^         , 

bedingt.  Der  Winkel  zwischen  zwei  benach- 
barten Winkelhalbierenden  an  den 

ErU.  861.  Der  eingeschriebene  oder  Inkreis  Eckpunkten  ist  am  innern  Zentrum  m 

liegt  im  Innern  des  Dreiecks  und  sein  Mittel-  90^  grösser   als   die  Hälfte  des  dritten 

punkt  ist  als  das  innere  Zentruni  der  Seiten  Innenwinkels   des  Dreiecks,   bei  einem 

der  Schnittpunkt  der  drei  Innenwinkelhalbleren-  ""^"'^"^**'^^o  ^/i^i^^^m,    ^^^^J^ 

den  und  wird  daher  keiner  der  drei  Ecken  oder  äusseren  Zentrum  gleich  dieser  Hallte: 

Seiten  besonders  zugeordnet.    Ein  äusserer  der   Winkel   zweier  benachbarten 

Berührungskreis   liegt    im    Aussenräume   über  Berährungsradien  ist  supplementär 

einer  Seite,  im  Innenwinkelraum  eines  ^      zugehörigen   Innen-  bezw.  Aussen- 

Dreieckswinkels  und  im  Nebenwinkelraum  .  ,  ^**6^"^^6^"   -^"^"    t^    L   1    • 

der  zwei  andern,  sein  Mittelpunkt  ist  Schnitt-  Winkel  des  Dreiecks;  der  Winkel  emei 

punkt  der  WinkeUialbierenden  eines  Innen-  Innenwinkelhalbierenden  mit  einem  der 

wink  eis  mit  denen  zweier  Aussenwinkel;  daher  zugehörigen  ßerührungsradien  ist  beim 

A^k-i«  äTV^l^^^f^^Lf^^^^  innern  und  äussern  Zentrum  komple- 

Ankreis  der  ersteren  Seite  bezw.  iiicke  zu-  xx        j          -j.     •         a              •  1  1 

geordnet.    Es  ist  also  zu  jeder  Ecke  und  mentär,  der  mit  einer  AussenwmkeJ- 

ihrer  Gegenseite  ein  bestimmter  der  drei  An-  halbierenden  bei  einem  äussem  ist  gleich 

kreise  zugeordnet.  —  Einer  Winkelhalbieren-  der  Hälfte  des  zugehörigen  InueuwinkeJs 

den  sind  zugeordnet  die  von  ihren  Punkten  ^^g  Dreiecks.    Auf  jeder  Seitenlinie  des 

ausgehenden  Radien.  Benachbart  heissen  solche  -p.     .    ,           .   .  ,      j^««*  ^^*i.oxiui«^ 

zwei  Badien,  deren  Winkel  durch  den  dritten  Dreiecks  entstehen  Vier  Beruhrungs- 

nicht  innen,  sondern  äusserlich  geteilt  wird.  punkte^  welche  unter  einander  und  mit 

den  beiden  Eckpunkten  der  Seitensü^cke 

Erkl,  862.    Es  wäre  noch  beizufügen,  dass  .                      6.5         ,,.ai.xjxi,o„ 

jede  Winkelhalbierende  des  Innenwinkels  sowie  ™  ganzen  -^  =15  Abstaudsstrecken 

^'If?!?^';;'''^^^^^  ^ild^n-      Von     den     nach    Ausschluss 

Jenigen  oeite  ihres  Mittelpunktes  schnei-  ,       o  «x      ^      i          il  ^          1.1  «u    j^« 

det,  welche  den  grössern  anliegenden  Dreiecks-  ^^^   Seitenstrecke    selbst   verbleibenden 

Winkel  besitzt,  also  an  die  kleinere  Seite  14  Strecken   sind  12   ZU  je  zweien  ein* 
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anstösst.  Die  dadnrch  entstehenden  Abschnitte 
der  Dreiecksseiten  werden  als  u  und  v  bezeich- 
net. Schon  in  der  Aufgabe  105  des  III.  Teiles 
dieses  Lehrbuches  wurde  nachgewiesen,  dass 
jeder  dieser  Abschnitte  u  und  v  auf  einer  Seiten- 
strecke kleiner  sein  muss,  als  die  anliegende 
Dreiecksseite.  Umgekehrt  ist  die  Teilstrecke 
zwischen  einem  Eckpunkte  und  dem  Schnitt- 
pimkte  der  Aussenwinkelhalbierenden  an  der 
Oegenecke  grosser  als  die  anstossende  Dreiecks- 
B^,  da  diese  Teilstrecke  jeweils  einem  grosseren 
Winkel  des  von  beiden  gebildeten  Dreiecks 
gegenüberliegt 

Im  gleichschenkligen  Dreieck  sind  diese  Ab- 
schnitte auf  der  Grundseite  gleichgross,  ent- 
sprechend der  Gleichheit  der  anstossenden  Schen- 
kel; im  gleichseitigen  Dreieck  sind  sämtliche 
gleich.  Genauere  Beziehungen  zwischen  diesen 
Abschnitten  findet  man  im  späteren  Abschnitte 
Aber  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  im  IV.  Teile 
dieses  Lehrbuches. 


ander  gleich,  so  dass  man  ausser  der 
Seiteiistrecke  selbst  nur  folgende  8  ver- 
schiedene Abschnitte  auf  jeder  der  Seiten- 
linien erhält: 

1)  und  2)  Zwischen  Eckpunkt  und 
Berührungspunkt  des  Inkreises  bezw. 
des  der  Seite  zugehörigen  Ankreises  = 
halbe  Seitensumme  minus  anstossender 
Seite  bezw.  Gegenseite. 

3)  Zwischen  Eckpunkt  und  Berüh- 
rungspunkt des  dieser  Ecke  zugehörigen 
Ankreises  =  halbe  Seitensumme. 

4)  Zwischen  einer  Ecke  und  dem 
Berührungspunkt  des  der  andern  E(±e 
zugehörigen  Ankreises  =  halbe  Seiten- 
summe minus  anstossender  Seite  bezw. 
Gegenseite, 

5)  und  6)  Zwischen  den  beiden  inneren 
bezw.  den  beiden  äusseren  Berührungs- 
punkten =  Differenz  bezw.  Summe  der 
anstossenden  Seiten. 

7)  und  8)  Zwischen  je  einem  innem 
und  einem  äussern  Berührungspunkte  = 
die  kleinere  oder  grössere  anstossende 
Seite. 


3)  lieber  den  Höhenpankt  eines  Dreiecks,  sowie  den  Kreis  der  neun 

Punkte. 

Frage  157.    Was  ist  der  Höhen- 
punkt eines  Dreiecks? 


Erkl.  868.  lieber  die  Lage  des  Fnss- 
pnnktes  jeder  einzelnen  Höhe  auf  der  zu- 
gehörigen Seite,  sowie  über  die  Grösse  der 
entstehenden  Höhenabschnitte  und  Seitenab- 
Bchnitte  p  und  q,  und  die  gegenseitige  Lage 
dieser  Stücke  in  jeder  der  dreierlei  Dreiecks- 
gattongen  ist  schon  im  III.  Teile  ausführlich 
gehandelt  worden  in  dem  Abschnitte  ,,Ueber  die 
drei  Höhen  des  Dreiecks'*  und  in  den  zugehörigen 
Aufgaben.  Aus  Figur  154  bis  161  ist  zu  er- 
kennen, dass  der  Höhenpunkt  ebenso  liegt  wie 
das  Zentrum  der  Ecken,  nämlich  innerhalb 
oder  ausserhalb  beim  spitzen  oder  stumpf- 
winkligen Dreieck,  auf  dem  Umring  beim 
rechtwin&igen.  Wftlurend  aber  das  Zentrum 
der  Seiten  zunächst  der  grössten  Seite  liegt, 
so  liegt  der  Höhenpunkt  zunächst  dem 
grössten  Winkel,  nämlich  beim  rechtwink- 
ligen im  Winkelscheitel,  beim  stumpfwinkligen 
im  Scheitelwinkelraum  des  stumpfen  Winkels. 
Die  Höhenabschnitte  liegen  beim  spitz-  und 
rechtwinkligen  Dreieck  ganz  im  Innem  des 
Dreiecks,  beim  stumpfwinkligen  dagegen  (siehe 


Antwort.  Der  Höhenpunkt  eines 
Dreiecks  ist  der  gemeinschaftliche 
Schnittpunkt  seiner  drei  Höhen- 
linien. Dies  ist  beim  rechtwinkligen 
Dreieck  selbstverständlich  der  Scheitel 
des  rechten  Winkels,  da  zwei  Höhen 
mit  den  beiden  Katheten  zusammenfidlen 
(siehe  Antwort  84  bis  86  im  m.  Teile 
dieses  Lehrbuches).  Für  das  schief- 
winklige Dreieck  kann  das  Vorhanden- 
sein eines  gemeinsamen  Punktes  der 
drei  Höhen  auf  verschiedene  Weise  be- 
wiesen werden: 

Beweis  L 

Ist  ABC  (in  Figur  154)  ein  gegebenes 
spitz-  oder  stumpfwinkliges  Dreieck,  so 
ziehe  man  durch  jede  Ecke  die  Parallele 
zur  Gegenseite  (vergl.  Antwort  168  des 
III.  Teiles).    Dann  wird: 

AB\\JK,  BC\\KL,  CÄ\\LJ, 
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Figur  154  und  156)  liegt  keiner  ganz  inner- 
halb.   Denn  an  den  spitzwinkligen  Ecken  ist: 
in  Fig.  155 II    in  Fig.  155 III 
oberer  Abschnitt   AH  n.  BH  |    AH  u,  CH 
unterer  Abschnitt  DH  u.  EH   \    DH  u.  FH, 

an  der  stumpfwinkligen  Ecke  aber  ist: 

in  Fig.  155n    in  Fig.  155III 
oberer  Abschnitt  CH  BH 

unterer  Abschnitt        FH  EH 

ErU.  864«  Als  untern  bezw.  obern 
Höhenabschnitt  bezeichnet  man  die  Strecke 
zwischen  dem  Höhenpunkt  und  dem  Fusspunkt 
bezw.  dem  Eckpunkt  der  Höhe,  also  die  Teil- 
strecken, welche  auf  der  Höhe  selbst  durch 
den  Höhenpunkt  gebildet  werden.  Nun  ist  beim 
spitzwinkligen  Dreieck  der  Höhenpunkt 
innerer  Teilpunkt  jeder  Höhe,  beim  stumpf- 
winkligen Dreieck  Süsserer  Teilpunkt.  Daher 
ist  beim  spitzwinkligen  Dreieck  jede  Höhe  selbst 
gleich  der  Summe  des  untern  und  obern 
Höhenabschnittes,  beim  stumpfwinkligen  Dreieck 
ist  jede  Höhe  selbst  die  Differenz  des 
(grossem)  untern  und  des  (kleinem)  obem 
Höhenabschnittes. 

Erkl.  365.  In  Figur  155  sind  die  drei  Fälle 
gezeichnet,  welche  eintreten  können  fflr  die 
nebenstehende  zweite  Beweisführung.  Es  ist 
in  den  drei  Figuren: 

1)  auf  Bogen  EA  bezw.  EH: 

<^  EBA  =  <^EDH=<^  ECH, 

2)  3)  auf  Bogen  EB  bezw.  EC: 

^  EAB  =  ^  EDC  =  ^  EHC, 
also    in    den  Dreiecken  ABE   und  1)  ACF, 
2)  3)  HBF  jeweUs  der  <^  ^  =  <^  F  =  900. 
Ebenso  ist: 

1)  3)  auf  Bogen  DB  bezw.  DH: 
<^  DAB  =  ^  DEH  =<^DCH, 

2)  auf  Bogen  DA  bezw.  DC: 

<^DBA  =  ^DEC  =  <^DHC, 

also  in  den  Dreiecken  BAD  und  I)  3)  BCF, 
2)  HAF  jeweils  der  <^  D  =  <^  i?*  =  90o. 

Während  also  der  Kreis  über  AB  stets  der- 
selbe bleibt,  wird  der  Kreis  über  dem  „obem 


also  mass  die  Senkrechte  AD  von  A 
auf  a  nicht  nur  auf  BC,  sondern  auch 
auf  KL  senkrecht  sein,  und  so  jedesmal: 

AD±KL,  BE±LJ,  CF±JK. 

Nun  ist  aber  wegen  der  parallelen 
Linien  jedes  der  Vierecke  ABJC, 
BCKA,  CALB  ein  Parallelogramm,  also 
als  Gegenseiten  derselben: 

JC#AB:Ji\:CK,  KA#BC#AL, 
LB#CA:^BJ. 

Folglich  sind  AD,  BE,  CF  nicht  nur 
Höhen  des  Dreiecks  ADC,  sondern 
auch  Mittelsenkrechten  des  Drei- 
ecks JKL,  und  müssen  als  solche 
durch  denselben  Punkt  IT  gehen,  das 
Zentrum  des  Umkreises  für  das  Drei- 
eck JKL. 

Beweis  IL 

Zieht  man  im  Dreieck  ABC  (siehe 
Figur  156)  zunächst  nur  zwei  beliebige 
der  drei  Höhen,  z.  B.  AD  und  BE,  und 
bezeichnet  deren  Schnittpunkt  mit  Ä 
so  lässt  sich  nachweisen,  dass  CH1_  AB 
wird.  Es  entstehen  nämlich  sowohl  über 
Strecke  ^B  die  beiden  rechten  Winkel 
ADB  und  AEB,  als  auch  über  der 
Verbindungslinie  CH  die  beiden  rechten 
Winkel  CDH  und  CEH,  Daher  müssen 
nach  Ürtssatz  50  die  Scheitelpunkt«  D 
und  E  je  auf  einem  Halbkreis  über 
CH  liegen.  Zieht  man  noch  die  beiden 
Kreisen  gemeinschaftliche  Sehne  IJF, 
so  wird  jeder  Winkel  bei  D  oder  E 
mit  einer  Höhe  in  beiden  Kreisen  Peri- 
pheriewinkel, und  zwar  im  einen  Kreise 
(mit  Durchmesser  AB)  auf  demselben 
Standbogen  mit  dem  Teilwinkel  des 
Dreieckswinkels  A  oder  B,  im  andern 
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Höhenabschnitt'^  HC  jedesmal  verschieden:  In 
der  ersten  und  zweiten  Fignr  im  Innern  bezw. 
Aenssem  des  Dreiecks  zn  verschiedenen  Seiten 
der  Strecke  CU,  in  der  dritten  Fignr  aber  anf 
nur  einer  Seite  derselben  Strecke. 

Figur  155. 


Kreise  (mit  Durchmesser  CH)  auf  dem- 
selben Standbogen  mit  dem  Teilwinkel 
des  Dreieckswinkels  C.  Diese  Teilwinkel 
gehören  aber  je  den  beiden  recht- 
winkligen Dreiecken  Aber  AB  an  und 
einem  derjenigen,  welche  den  Winkel 
bei  H  ebenfalls  gleich  haben,  folglich 
müssen  auch  die  dritten  Winkel  dieser 
Dreiecke  gleich  sein,  nämlich  bei  D,  E 
und  i^,  d.  h.  der  Winkel  HF  mit  AB 
muss  ebenfalls  wie  ADB  und  BEA  ein 
Rechter  sein,  die  Verbindungslinie  CEF 
fällt  zusammen  mit  der  Höhe  von  C 
auf  AB. 

Beweis  III. 
Zieht  man  wieder  im  Dreieck  ABC 
(siehe  Figur  156)  zunächst  nur  zwei 
beliebige  der  drei  Höhen,  z.  B.  AD  und 
BE,  verbindet  DE  und  trägt  die  Winkel 
zwischen  ED  und  AD  bezw.  BE  ander- 
seits dieser  Linien  nochmals  an,  so  dass 
HDE=  HDF  und  HED  =  HEF,  so 
lässt  sich  nachweisen,  dass  die  Ver- 
bindungslinien des  Schnittpunktes  F  mit 
A  und  B  auf  der  Linie  AB  liegen  müssen, 
und  dass  CF±AB  wird.  Es  ist  näm- 
lich im  Dreieck  DEF  sowohl  HD  wie 
HE  Winkelhalbierende,  also  H  inneres 
Zentrum  der  Seiten.    Da  ferner: 


Brtl«  866.  Anch  zu  Figur  156  könnten 
die  beiden  Fälle  der  Figur  155  noch  zugefdgt 
werden  fCir  das  stumpfwinklige  Dreieck.  Dabei 
bleibt  der  Wortlaut  des  nebenstehenden  Beweises 
imyer&ndert  bestehen. 

Der  dritte  der  nebenstehenden  Beweise  ist 
dadurch  besonders  ausgezeichnet,  dass  er  sich 
nicht  auf  die  Planimetrie  beschränkt,  sondern 
auch  in  der  Baumlehre  mehrfache  Anwendung 
in  wörtlidier  Uebertragung  zul&sst  (veigl.  den 
Abschnitt  fiber  den  Hönenpunkt  des  sphärischen 
Dreiecks  in  Seipp,  Lehrbuch  der  Stereometrie). 

Figur  156. 


und 


<^ADB=zADC=.9(yi 


^BEA  =  BEC  =  90^, 

SO  sind  auch -BCund-iCHalbierungslinien 
der  Aussenwinkel  desselben  Dreiecks 
bei  D  und  E,  also  sind  A  und  B  und  G 
die  äusseren  Zentren  der  Seiten.  Zieht 
man  daher  CH,  AF,  BF,  so  müssen 
dies  je  die  dritten  Winkelhalbierenden 
des  Innenwinkels  und  des  Aussenwinkels 
bei  F  sein,  d.  h.  es  ist  AF±CHF±BF, 
oder  CHE  ist  Höhe  von  C  auf  AB. 
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Frage  158.  Zu  was  für  Kreislinien 
geben  die  Fusspunkte  und  der  Schnitt- 
punkt der  Höhen  eines  Dreiecks  Ver- 
anlassung? 

ErU.  367.  Die  beiden  ersten  Gattungen 
der  nebenstehend  genannten  Kreise  sind  schon 
im  zweiten  der  vorigen  Beweise  benutzt.  Deren 
erste  ist  bereits  erwähnt  in  Antwort  56;  beide 
Arten  der  sechs  Kreise  stfltzen  sich  auf  Orts- 
satz 50.  Die  über  den  Dreiecksseiten  entstehen- 
den Kreisbogen  werden  nur  Halbkreise,  wenn 
"der  Seite  kein  stumpfer  Winkel  anliegt,  sonst 
Vollkreise;  die  über  den  oberen  Höhenabschnitten 
entstehenden  Kreisbogen  werden  nur  Halbkreise, 
wenn  die  zugehörige  Seite  einem  stumpfen 
Winkel  anliegt,  sonst  YoUkreise. 

ErU.  368.  Man  konnte  diese  Ergebnisse 
auch  so  fassen:  Die  Endpunkte  jeder  Seite  und 
ebenso  jedes  oberen  Höhenabschnittes  bilden 
mit  den  Höhenpunkten  der  benachbarten  Seiten 
ein  Sehnenviereck  mit  zwei  rechten  Gegen- 
winkeln; je  zwei  untere  Höhenabschnitte  teilen 
das  Dreieck  in  zusammen  drei  Sehnenvierecke. 
Die  zweite  Gattung  der  Kreise  bildet  eine  Art 
Stemfigur  mit  den  unteren  Höhenabschnitten 
als  Achsen,  die  dritte  Gattung  eine  ebensolche 
mit  den  oberen  Höhenabschnitten  als  Achsen; 
die  erste  liefert  eine  krummlinige  Umschreibung 
des  Dreiecks  der  Höhenfusspunkte  durch  ein 
Kreisbogendreieck  mit  gemeinsamen  Ecken. 

ErkL  369.  Die  Mittelpunkte  der  Kreise 
durch  den  Höhenpunkt  und  je  zwei  Dreiecks- 
punkte liegen  auf  der  Mittelsenkrechten  der 
drei  Seiten  symmetrisch  zum  Zentrum  der  Ecken. 
Der  Winkel  zweier  oberen  Höhenabschnitte  ist 
als  Scheitelwinkel  gleich  dem  Winkel  des  Sehnen - 
Vierecks  gegenüber  einem  Dreieckswinkel,  also 
gleich  dem  Supplement  des  Dreieckswinkels, 
ebenso  wie  der  Winkel  zweier  Mittelsenkrechten. 
Diese  Mittelsenkrechten  sind  aber  den  Höhen 
parallel.  Und  för  je  zwei  der  Kreise  der  dritten 
Art  ist  ein  oberer  Höhenabschnitt  gemeinsame 
Sehne,  also  Mittelsenkrechte  ihrer  Zentralstrecke. 
Folglich  sind  die  Mittelsenkrechten  des  ursprüng- 
lichen Dreiecks  Höhen  des  Dreiecks  dieser  drei 
Kreismittelpunkte  und  umgekehrt  die  Höhen 
der  ursprünglichen  die  Mittel  senkrechten  von 
dessen  Seiten,  die  Seiten  beider  Dreiecke  paral- 
lel. Würde  man  also  um  den  Höhenpunkt  H 
des  ursprünglichen  Dreiecks  als  Zentrum  der 
Ecken  des  neuen  einen  Kreis  beschreiben  gleich 
dem  Umkreis  des  gegebenen,  so  müsste  er  durch 
die  drei  Kreismittelpunkte  der  dritten  Art  gehen, 
da  er  als  gemeinsamer  Schnittpunkt  der  drei 
Kreise  von  allen  drei  Mittelpunkten  denselben 
Abstand  hat.  Infolge  der  parallelen  Seiten 
f  ndet  man  daher,  dass  das  Dreieck  dieser  Kreis- 
mittelpunkte mit  dem  ursprünglichen  kongruent 
ist  und  durch  Drehung  um  180^  mit  demselben 
zur  Deckung  kommt.     Denn  wenn  demselben 


Antwort  Die  Fusspunkte  und  der 
Schnittpunkt  der  drei  Höhen  eines  Drei- 
ecks geben  dreierlei  Gruppen  von  je 
drei  Kreislinien  Ursprung  (s.  Figur  157): 

1)  Je  ein  über  einer  Dreiecksseite 
als  Durchmesser  beschriebener  Ki-eis 
geht  durch  die  Fusspunkte  der  den 
beiden  anderen  Seiten  zugehörigen 
Höhen. 

2)  Je  ein  über  einem  oberen  Höhen- 
abschnitt als  Durchmesser  beschrie- 
bener Kreis  geht  durch  die  Fusspunkte 
der  beiden  andern  Höhen  —  als  die 
Scheitel  rechter  Winkel  über  diesem 
Durchmesser  als  Hypotenuse. 

3)  Jeder  der  drei  Kreise  über  je 
einer  Dreiecksseite  als  Sehne,  wel- 
cher durch  den  Höhenpunkt  geht, 
ist  gleich  dem  Umkreis  des  ganzen 
Dreiecks  und  liegt  symmetrisch  zu 
demselben  in  Bezug  auf  diese  Dreiecks- 
seite als  gemeinsame  Sehne  und  Sym- 
metrieachse. Denn  der  Umkreis  hat 
als  Peripheriewinkel  über  der  Dreiecks- 
seite nach  innen  den  dritten  Dreiecks- 
winkel, also  nach  aussen  die  Winkel- 
summe der  beiden  andern.  Der  Winkel 
zweier  oberen  Höhenabschnitte  amHöhen- 
punkt  ist  aber  ebenfalls  die  Summe 
der  beiden  zugehörigen  Dreieckswinkel, 
also  muss  der  Kreisbogen  über  derselben 
Sehne  mit  diesem  Winkel  als  Peripherie- 
winkel gleich  sein  dem  äussern  Kreis- 
bogen des  Umkreises  über  dieser  Seite. 
Für  zwei  gleiche  Kreise  ist  aber  die 
gemeinsame  Sehne  Symmetrieachse. 
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Kreise  zwei  Dreiecke  mit  gleichen  Winkeln  ein- 
geschrieben würden,  so  müssen  auch  die  Mittel- 
pnnktswinkel  der  BAdien  gleich  werden,  also 
die  Gfesamtfignr  kongruent.  


Figur  157. 


'>-->, 


\ 


Frage  159.  Welche  weiteren  Be- 
ziehangen  zum  ursprünglichen  Dreieck 
hat  das  Dreieck  der  Höhenfuss? 
punkte  au&uweisen? 

ErU.  870.  Die  nebenstehenden  Aussagen 
über  Halbierungen  der  Innen-  oder  Aussenwinkel 
des  ursprünglichen  Dreiecks  und  des  zugehörigen 
Fusspunktendreiecks  gelten  in  der  einzelnen 
Fassung  nur  für  das  spitzwinklige  Dreieck. 
Wird  ABC  stumpfwinklig,  so  tritt  mehrfach 
an  die  Stelle  eines  Innenwinkels  ein  Aussen- 
winkel und  umgekehrt.  Man  vergleiche  die 
gleichartigen  Betrachtungen  über  das  stumpf- 
wmklige  Dreieck  in  der  Aufgabensammlung  am 
Ende  dieses  Teiles.  Fortdauernde  Gültigkeit  für 
alle  Arten  von  Dreiecken  behält  dagegen  die 


Antwort.  Das  Dreieck  der  Höhen- 
fusspunkte,  welches  auch  kurz  das 
„Fusspunktendreieck  des  Drei- 
ecks ABC  genannt  wird,  zeigt  noch 
eine  Reihe  besonderer  Beziehungen  zum 
gegebenen  Dreieck  (siehe  Figur  157), 

1)  In  den  Dreiecken  ABE  und  ACf 
sind  die  Winkel  bei  B  und  C  einander 
gleich,  und  als  Peripheriewinkel  auf 
gleichen  Bogen  der  obigen  Kreise  erster 
Gattung  der  erstere  gleich  dem  Winkel 
ADE^  letzterer  gleich  ADF.     Durch 
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aUgemeine  Fassung  am  Schlüsse  des  zweiten  dieselbe    Betrachtung    erhfilt   man  ZQ- 
Abschnitts  der  nebenstehenden  Antwort.  sammeQ* 

Erkl.  871.   Würde  man  vom  Dreieck  DEF  <^HDE=  HDF,     ^HED  =  REF, 
als  ursprünglichem  ausgehen  und  dessen  Zentrum  <^  HFE  =  «^  HFD, 
der  Seiten  suchen,  jo  würde  man  auf  das  Dreieck  ^ig^  halbieren  die  Höhen  von 
-4 JBC  und  dessen  Höhenpunkt  JSr  geführt.   Ver-  .j^n    a\^    ti7,-«i.^i    ^^o    r\^^\i.n\r^ 
gleicht  man  daher  die  Fi^r  167  mit  den  Fig.  59  -^^^   ^}^   Winkel    des    Dreiecks 
bis  68  in  diesem  Teile,   so  werden  die  Punkte  DEF,    der  Höhenpunkt  von  ABL 
2>,  JS7,  F,  if, -4,  JB,  c der  Figur  157  in  derselben  ist  inneres  Zentrum  der  Seiten 
B^ihenfolge  zu  den  Punkten  ^  B,c,J^o,^a,  des  Fusspunktendreiecks  DEF. 
Mh,  Me  jener  Figuren.   Es  lassen  sich  daher  die  ^             ^          ^ 
in  nebenstehender  Antwort  gegebenen  Winkel-  2)  Da    femer   die   Seiten   von  ABC 
beziehungen    unmittelbar   entnehmen    aus   den  in    den    Eckpunkten    DEF   des   Fliss- 
Antworten  64  bis  68  dieses  Teiles    Auch  er-  pu^ktendreiecks    senkrecht    stehen,  so 
geben  die  Figuren  60,  61  jene  Abänderungen,  f**"«-«^,"^^*^^    «^«ji^^v*"    *''~J'^"» 
welche  die  nebenstehenden  Aussagen   für  das  Sind  die  öeiten  VOn  ABL  die  Mal- 
stumpfwinklige  Dreieck  erleiden.  bierungslinien  der  Aussenwinkel 

«_..i  «««TT  .        ,,  ,     X.  .  des   Fusspunktendreiecks  DEF. 

Ei^l.  872.   Unter  antiparallelen  Linien  j-      T^^^otr^nnktp  ABC   sind  die 

versteht  man  nach  Erkl.  297  des  III. Teiles  zwei  ^^^    J^CKpunKie  ^,1^,  O    Sina  Qie 

solche  Linien,  welche  mit  zwei  andern  Geraden  äusseren  Zentra   der  oeiten  des 

—  nicht  wie  die  parallelen  Linien  gleichwendig  Fusspunktendreiecks  DEF. 

fötüVn"'s?i7tZf'^^^^^  ,   ^IfT^   ^^^^   man    sagen:    Die 

DE  antiparallel  zu  AB  mit  den  Geraden  AC  ^rei  Eckpunkte  A,  B,  C  und  der 

und  BC,         Höhenpunkt   H   eines    Dreiecks 

EF  antiparallel  zu  BC  mit  den  Geraden  BA  haben     stets    je    denselben    Ab- 

^,     .    ,    und  c^,         stand  von  den    drei  Seiten  des 

FD  antiparallel  zu  CA  mit  den^jerijen  CB  zugehörigen     Fusspunktendrei- 

ecks  DEF. 

Erkl.  878.  Die  Richtigkeit  des  fünften  Satzes         «x    *  „«  a^^  ai7,**.i..v1i.^^-^i.„«^^«  Aii^n.^ 
der  nebenstehenden  Antwort  folgt  aus  der  Auf-        3)  Aus  den  Winkelbeziehungen  difee.s 

gäbe  103  des  IIL  Teiles  dieses  Lehrbuches.  VOngen  Satzes,  SOWie  auch  aus  der  An- 
»enn  die  Verbindungslinien  D  Fund  ^F  haben  Ordnung  der  Sehnen  Vierecke  je  zweier 
die  Eigenschaft,  mit  der  Linie  AB  beiderseits  Eckpunkte  und  zweier  Höhenfusspunkte, 
gleiche  Wmkel  zu  bilden,  so  dass  also  die  ^  ^  .  t?  y^  j-,  «,  .  ^^„^  ,^^  Tr;«Va 
Summe  DF+EF  die  kleinstmögliche  ist.  ^'^'^^^^^  ^^^^'  *^  ^^^  ^^^T 
Wird  Punkt  F  nach  rechts  oder  links  nur  um  EDB=  180^-/9  ist,  also  gleich  all- 
weniges   verschoben,     so    wird    dadurch    die   gemein: 

Summe   DF-\-EF  vergrössert.     Wenn   aber  '^a  =^  CDE :=z  BDF^ 

die   geringste  VeränderuDg   des   dem   Dreieck  *>«—  rwn  ^  awv 

ABC   eingeschriebenen    Dreiecks    DEF    eine  5     Z^^^Ztr^n 

Vergrösserung    seines    ümfanges    herbei-  <g:y -^  AFE ^  BFD, 

führt,  so  muss  DEF  selbst  den  kleinsten  Um-        Also    hat    jedes     durch    eine 
fang  haben.  Seitenlinie    des    Fusspunkten- 

Erkl.874.  Weil  D,  ^,  F  die  Mittelpunkte  dreiecks     vom    ursprünglichen 
von  HD\  HE',  HF*  sind,  müssen  Dreieck  abgeschnittene  Dreieck 

2'DE=  D'E'WDE,  dieselben  drei  Winkel,  wie  das 

2'EF=z  E'F'WEF,  ursprüngliche;    oder:  jede  Seite 

2'FD=z  F'D'\\DF  des    Fusspunkt endr eiecks   ist 

sem,  also  auch  die  Seiten  des  Dreiecks  i>'J5;'F'  antiparallel  mit  der  zugehörigen 
je  das  Doppelte  der  Seiten  D^F.  Ebenso  muss  Dreiecksseite  ZU  den  beiden  an- 
<^HD*E*  =  ^HDE,  liegenden  Dreiecksseiten. 

HD'F'  =  HDF  4)  Dj^  Grösse  der  Winkel  des 

also,  weü  HDE=HDF  mi^^  Fusspunktendreiecks  ergibt  sich 

HD  E  ^HD  F\  g^^g  ^^jjj  vorigen  je  als  das  Dop- 

Aber   mcht   nur   auf  den   untern  Höhen-  peite     des    Komplements    eines 

abschnitten  selbst  werden  gleiche  Strecken  aus-  ^^^"^    ..  u         ■^"*"i'*"*"^"*'*'  ,^  . 

geschnitten  durch  die  parallelen  Dreiecksseiten,  gegenüberliegenden    DreieCK^- 

Bondem  auch  die  auf  den  obem  Höhenabschnit-  Winkels.     So  ist : 
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Preisgekrönt  in  Frankfart  a,  M,  1881: 

Der  ansffUirllche  Prospekt  und  das  ansffUirllche  Inhalts- 
yerzeiclmis  der  „yoUständig  gelösten  Anfgabensammlimg  yon 
Dr.  Ad,  Kleyer**  kann  von  jeder  Bnchhandlung,  sowie  von  der 
Verlagsbandlnng  gratis  nnd  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschiiitteii  und  gat  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gtebranch  zu  gestatten. 

8).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklämngei^  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8 — 4  Hefte  zn  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

6).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
flkr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  Überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  nnd  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aulgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fttr  Lehrer  nnd  Examinatoren,  das  Yorsfiglichste  Lehrbuch 
mm  Selbststudium,  das  yortreflnichsta  Nachschlagebuch  für  Fachleute  nnd 
Techniker  jeder  Art. 

8).  AUe  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


liflr  i)&B  vollständige 

Inhalt  syerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Drnok  Ton  Oarl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Ebene  Elementar-Geometrie 

(Planimetrie).    4.  Teil. 

Die  Lehre  vom  Kreis. 

Forts.  V.  Heft  1028.  —  Seite  177—192 

Mit  10  Figoran. 
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Lg  gelöste 

Aufgaben-  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben.  fDr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iofitbe  und  EDtiteUuit  der  benntiten  Sätie,  Formeln,  Reneln,  In  Fragen  nnd  intiorten 

erl&atert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 

der  BeehenkiuiAt,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie^  Stereometrie,  ebenen  cu  sph&riichen 

Trigonometrie,  lynthetischen  Geometrie  etc.)  o.  höheren  Kathematik  (höhere  Analyiii, 

Diiferential-  cu  Integral-Bechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Baumes  etc.);  — 

ans  allen  Zweigen  der  Phytdk,  Meehanik^  Graphostatlky  Chemie.  Geedlsle»  Kantik, 

nulhemat.  Geegraphie,  Astronenüei  des  Masehinen-,  Strasaen-i  Kinenhahn-»  Wasser-, 

Brteken-  a.  Hoehbaa'si  der  Kenstmktienalehren  als:  darstelL  Geemetrie,  Pelar-  n. 

Parallel-PerspektlTe,  Sohattenkenstroktlenen  etc.  etc. 

für 

Schiller,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

fltadiim,  Eor  Vortkfilfb  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr«  Adolph  Kleyer^ 

MftfhemAtikOT,  Tereldttcr  kOnigl.  prontt.  Feldmesier,  Teraideter  groMh.  hestlgcher  Gaometw  I.  Klasso 

in  Frankfort  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 

Ebene  Elementar-Geometrie  (Planimetrie). 

Vierter  TeU. 

Die  Lehre  vom  Kreis. 

Die  geometrischen  Oerter  und  die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J.  Sachs. 

Forts.  V.  Heft  1028.  —  Seite  177—192.'  Mit  10  Figuren. 

Inhalt: 

Uebor  den  Höhenpunkt  eines  Dreiecka,    sowie  den  Kreis    der  neun  Punkte.  —  üeber  den  Schworpunkt 

eixiM  Dreieoks.  —  Anfgabensammlang.    —    Aufgaben  über    die  Abstünde   von  Kreispuukton  unter  sich 

und  Ton  einer  Geradon.  —   Gelöste  Aufgaben. 

i   Stuttgart  1891. 
Verlag  von  Julius  Maier. 
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Dm  vollstindige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen.  Hefte  kann 
dvrch  J9de  Buchhandlung  bezogen  w9rden^^edbyV3       ^ 


Preisgekrönt  in  Frankhirt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliehes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  za  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  9  Physik, 
Meehanik^  math.  Geographie 9  Astronomie  ^  des  Masohinen-,  Strassen-,  Eisenhahn-, 
Brücken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstniktiren  Zeiohnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToHstladig 
gelöster  Form,  mit  vielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelung  der 
benutiten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  LöBung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  MatheiNitik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungrelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benntst 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  E<\pitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungek  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 
Bas  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natunrisaen- 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  L  und  II.  Ordn.,  gleich- 
berechtigten höheren  BOrgersohnlen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,  Sckullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  BangewerksekoleB, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitnngsschulen  aller  Arten,  grewerbliehe 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwlssenschaftsschulea, 
MUitärsehnlen,  Torbereltnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  and 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung inunerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  nnd  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welqhe  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Frnchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammluag  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schal- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  rerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Berab* 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 
Aue  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Bedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Bedaktion  betreffen,  nimmt  der  Terfuser, 
Dr.  Kl  eye  r,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart.  Die  Yerlagsliaiidlimg. 
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Ueber  den  Höhenpunkt  eines  Dreiecks,  sowie  den  Kreis  der  nenn  Punkte. 
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ten  entstehenden  Teilstrecken  sind  gleichgross 
nnd  ebenso  die  anf  den  Dreiecksseiten  ABC 
beiderseits  der  Höhenfnsspnnkte  aasgeschnit- 
tenen Strecken.  Der  Badius  des  Inkreises  von 
D'E*F'  ist  das  Doppelte  vom  Badius  des  In- 
kreises des  Dreiecks  DE  F. 


Figur  158. 

C 

y^r^"/ 

\^^ 

Ha^ 

<M\ 

\     t             ^\i 

^  !             7 

^ —     -i 

i^ 

<^  EBF  =  2 .  ^  EDA  =  2-^EBÄ 


oder  derselbe: 


=  2(90  —  «); 


Sachs,  Ebene  Elementar- Geometrie.    IV.  Teil. 


<^  EDF  =  180  —  EDC—  FDB 

=  180— «  — «  =  180— 2« 
=  2  (90  —  «). 

5)  Aus  dem  ersten  Teile  dieser  Ant- 
wort folgt  zugleich:  Das  Fusspunkten- 
dreieck  DEF  hat  den  kleinstmög- 
lichen  Umfang  von  allen  Drei- 
ecken, welche  dem  Dreieck  ABC 
eingeschrieben  werden  können. 

6)  Verlängert  man  eine  Höhenlinie, 
z.  B.  CF  (siehe  Figur  158)  zum  Schnitt 
mit  dem  Umkreise,  so  entsteht  im 
Punkte  F^  der  Peripheriewinkel  CF'A 
auf  demselben  Bogen  mit  CBA  =  ß. 
Da  nun  am  Höhenpunkte  H  auch 
<^AHF  =  ß  ist  (als  Ergänzung  zu 
4:  HA  F  im  rechtwinkligen  Dreieck  HA  F 
wie  ß  im  Dreieck  BAD),  so  sind  im 
Dreieck  AHF'  die  Winkel  bei  H  und  F' 
einander  gleich,  also  AF  Mittelsenk- 
rechte dieses  gleichschenkligen  Dreiecks, 
HF=FP. 

Die  Verlängerungsstrecke  einer 
Höhe  bis  zum  Umkreis  des  Drei- 
ecks ist  also  gleich  ihrem  untern 
Höhenabschnitt. 

7)  Aehnlich  wird  andererseits  der 
Seite  AC  etwa  der 

<^CAE'  =  CEE*  =  90  — y  =  CAD, 

also  AE  Winkelhalbierende  bei  A  und 
Senkrechte  zur  Grundseite  des  Dreiecks 
AHE\  so  dass  wieder  AH  =  AE\ 
Demnach  ist  aber  AF*  =  AE\  so  dass 
die  Peripheriewinkel  AD^E*  =  AD*F* 
als  Winkel  auf  gleichgrossen  Standbogen. 
Zum  gleichen  Ergebnis  gelangt  man 
durch  Betrachtung  der  Dreiecke  HD*E\ 
AE'F,  HF*D)  in  welchen  7),  E,  H 
die  drei  Seitenmitten  sind.  Nach  Satz  73 
und  76  des  III.  Teiles  müssen  deshalb 
die  Seiten  des  Dreiecks  D*E*F' 
der  Schnittpunkte  der  Höhen- 
linien mit  dem  Umkreis  des  ge- 
gebenen Dreiecks  ABC  parallel 
sein  zu  den  Seiten  des  Fuss- 
punktendreiecks  DEF\  und  die 
Höhen  des  gegebenen  Dreiecks 
ABC  sind  die  Winkelhalbieren- 
den beider  Dreiecke. 
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Ebene  Elementar-Geometrie  —  IV.  Teil. 
Figur  159. 


Frage  160.  Welche  Beziehungen  im 
ursprünglichen  Dreieck  liefert  die  Unter- 
suchung des  Dreiecks  der  Mittelpunkte 
JKL  der  Kreise  durch  zwei  Ecken  und 
den  Höhenpunkt? 

Erkl.  375.  In  yoUständiger  Znsammenstel- 
Inng  der  nebenstehenden  Anssagen  erhält  man 
für  Figur  159  folgende  Beziehungen: 

AB±OL±JK,    BC±OJ±KL, 

CA±OK_[_JL', 
AB#JK,    BC:#KL,    CAdf^LJ-, 
OP=PJ,    OQ=zQK,    OR  =  RLi 
JW=:i  WK,    KU=  ÜL,    LV=  VJ; 
VA  =  Vn,  VB  =  VH,   WC  =  WH; 
JK±CHF,  KL±AHD,   LJ±BHE. 


Antwort.  1)  Da  die  drei  Kreise 
dui'ch  den  Höhenpunkt  und  je  zwei 
Eckpunkte  des  Dreiecks  mit  dessen 
Umkreis  je  eine  Dreiecksseite,  und  mit 
einander  je  einen  obern  Höhenabschnitt 
als  gemeinsame  Sehne  haben,  so  sind 
die  drei  Mittelpunkte  derselben 
die  gemeinsamen  Schnittpunkte 
der  Mittelsenkrechten  je  einer 
Seite  und  eines  obern  Höhen- 
abschnitts,  und  die  Verbindungs- 
strecken der  Mittelpunkte  mit 
einander  und  mit  dem  Zentrum 
der   Ecken    werden    senkrecht 
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Erkl.  870.  Dass  der  Badins  des  Umkreises 
für  das  Dreieck  JKL  derselbe  ist,  wie  für 
ABC,  folgt  darans,  dass  wie  OA  =  OB  =00, 
80  anch  dieselbe  Strecke 

=  JB  =  JC  =  JH 
und  =  KC=z  KA  =  KH 

tmd  z=  LA  =  LB=2  LH, 

Es  sind  also  im  ganzen  fünf  gleiche  Um- 
kreise vorhanden,  nämlich  für  die  Dreiecke 
ABC;  ABH,  BCH,  GAE;  JKL.  Da  zu 
gleichen  Peripheriewinkeln  in  gleichen  Kreisen 
aber  gleiche  Sehnen  gehören,  so  müssen 
wegen  der  parallelen  Seiten  der  Dreiecke  ABC 
und  JKL  zunächst  ihre  Winkel  gleich  sein, 
dann  aus  dem  eben  genannten  Grunde  auch 
die  drei  Seiten,  also  sind  die  beiden  Dreiecke 
kongruent.  Und  wegen  der  parallelen  Seiten 
muss  die  einzige  Lagenverändernug,  durch 
welche  ihre  Deckung  hervorgebracht  werden 
kann,  eine  Drehung  um  180o  sein. 

Erkl.  877.  In  Figur  169  sind  zur  Yermei- 
dnni?  von  Undeutlichkeit  nicht  alle  die  durch 
Punkt  N  gehenden  Verbindungslinien  entspre- 
chender Punkte  der  beiden  Dreiecke  gezogen, 
sondern  nur  HO  und  die  zu  Kreisdurchmessem 
werdenden  Strecken.  Es  kämen  also  noch  hinzu 
die  Verbindungslinien  jedes  Eckpunktes  des 
Dreiecks  mit  dem  Mittelpunkt  des  durch  den 
Höhenpnnkt  und  die  beiden  andern  Eckpunkte 
gehenden  Kreises,  dann  aber  auch  die  Verbin- 
dungslinien jedes  Höhenfusspunktes  mit  der 
Gegenecke  desjenigen  Rechtecks,  welches  durch 
diesen  mit  dem  Mittelpunkt  der  zugehörigen 
Seite  und  des  zugehörigen  obern  Höhenabschnitts 
bestimmt  ist. 

£rU.   878.     Da  HO,   OL   entsprechende 
Punktepaare  sind,  so  entstehen  die  Parallelo- 
gramme HC  OL,  HAOJj  HB  OK,  und  in  diesen 
als  gleiche  Gegenseiten  bezw.  Mittelparallelen: 
HCz=  0L  —  2*0R,  HA  =  0J=z2'0P, 
HB=  OK=:2  0Q 
und   HL  =  WR=  CO,   HJ=z  UP=AO, 
HK=  VQ  =  BO, 

Da  aber  0  das  Zentrum  der  Ecken  ist,  so 
wird: 

OA=zOB=^  OC, 
also  auch: 

Wli^  UP=z  VQ  =  r, 
und  als  Hälften: 

NW=  NU=  NV=  NR  =  NP=  NQ  =  ^r. 

Erkl.  879.  Da  die  Höhenfusspunkte  des 
einen  Dreiecks  ABC  auf  dem  Kreise  mit  Ba- 

dius  —  um  ^  liegen,  so  gilt  dasselbe  von  den 

Höhenfnsspunkten  des  Dreiecks  JKL,  so  dass 
12  Punkte  auf  dem  Kreise  liegen.  Jedoch  wer- 
den diese  letzteren  nicht  besonders  erwähnt,  da 
sie  zu  dem  Grunddreieck  ABC  nicht  in  be- 


halbiert   durch    die    Höhen    und 
Seiten  (siehe  Figur  159). 

2)  Die  Seiten  des  Dreiecks  JKL  sind 
parallel  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC^ 
der  Radius  des  umgeschriebenen  Kreises 
ist  derselbe,  also  sind  die  beiden  Drei- 
ecke kongruent. 

3)  Das  SjTnmetriezentrum,  um  welches 
Dreieck  ABC  um  180^  gedreht  werden 
muss,  um  mit  JKL  zur  Deckung  zu 
gelangen,  ist  der  Mittelpunkt  der  Ver- 
bindungsstrecken je  zweier  entsprechen- 
der Punkte.  Es  schneiden  sich  also  im 
gemeinsamen  Schnittpunkte  iV  als  Mittel- 
punkte die  Strecken  Ofl;  AJ^  BK,  CL; 
Pü,  QV,  BW-,  folglich  kann  man  aus- 
sagen : 

Die  Verbindungslinien  des 
Eckenzentrums  und  Höhenpunktes, 
sowie  der  Mittelpunkte  der  Seiten 
und  der  zugehörigen  obern  Höhen- 
abschnitte eines  Dreiecks  halbie- 
ren einander  im  gemeinsamen 
Schnittpunkte. 

4)  Die  Verbindungsstrecken  entspre- 
chender Punkte  in  beiden  Dreiecken 
bilden  gleiche  Strecken,  also  ist  z.  B.: 

HC  ==  OL,  HW  =WC=z  ^=^  =  OR: 

Jeder  obere  Höhenabschnitt 
ist  doppelt  so  gross,  als  die 
mittelsenkrechte  Strecke  der 
entsprechenden  Seite. 

5)  Es  muss  auch  HL  =  OC=  WB 
sein,  da  letztere  Strecke  die  Mittelpar- 
allele des  Parallelogramms  HLOC;  also, 
da  OC  Radius  des  Umkreises  ist: 

Die  Verbindungsstrecke  je  einer 
Seitenmitte  mit  dem  Mittelpunkt 
des  zugehörigen  obern  Höhen- 
abschnitts ist  parallel  und  gleich 
dem  zugehörigen  Radius  des 
Umkreises,  folglich  sind  diese 
Strecken  alle  drei  einander  gleich. 

6)  Da  N  gemeinschaftlicher  Mittel- 
punkt dieser  gleichen  Strecken: 

pu  =  QV  =  R^  =  r 
ist,  so  liegen  P,  Q,  B,  U,  F,  W  auf 

PXJ  r 

einem  Kreise  mit  Radius  -y-  =•.  =  —. 
Durchmesser   dieses   Kreises    sind    die 
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ßonderer  Beziehung  stehen.  -—  Da  der  Krei«  vorigen  Strecken.  Daher  sind  Peripherie- 
durch  die  drei  Punkte  i>^F  geht    80  desselben  Kreises    die   rechten 

Umkreis  dieses  Dreiecks,  liefert  AD = i\  i5;= iV-P  ^,,,    T>nrT njPV—   PJTW    al«n 

und  ißt  gemeinsamer  Schnittpunkt  der  drei  Mittel-  Wl^l^el    rVU  —  i^^V  —  K^vy,   m 

senkrechten,   und  zwar  für  die  Fusspunkten-  liegen  auch  diese  Punkte  D,  £^,i^aniQem- 

dreiecke  der  heiden  Dreiecke  ABC  und  DE  F.  selben  Kreise,  und  dieser  ist  Umkreis  des 

!:•  ui    ooA     -n     1'    ^  A     ^4.    •        ^-^    Fusspunkteudrciecks.    Man  erhält  also: 
Erkl.  880.     Da  die  Endpunkte  je  zweier  «     ,  .        -i         t^ 

Kreisdurchmesser  ein  Rechteck  bilden,  so  bilden  Auf  dem  Umkreis  des  Fuss- 
le  zwei  Paare  der  genaimten  neun  Punkte  ein  punktendreiecks  DEF  eines  Drei- 
Rechteck  mit  gemeinsamem  Mittelpunkt  ^^^  Man  g(.ts  ABC  liegen  neun  Punkte, 
kann  also  ausser  den  m  Erkl.  377  genannten  _  ..  _ i ,.  v  ^  .  ^tt ;?i.^^i?„«„^„„u*I 
Rechtecken  weiter  aussagen:  Je  zwei  Seiten-  namlich  die  Hohenfusspunkte 
mitten  eines  Dreiecks  bilden  mit  den  der  Seitenmitten  und  die  Mitten 
Mittelpunkten  der  zugehörigen  obern  der  obern  Höhenabschnitte  des 
Höhenabschnitte  Rechtecke  mitgleichen  Dreiecks  ABC.     Der  Radius  des 

?iTt"  ^"^  ^      ^''"''"''°''"'      ''    ■  Kreises  ist  die  Hälfte  des  Ra- 

dius  des  Umkreises  von  ABC, 
Erkl.  881.  Der  Kreis  um  den  Punkt  JV  mit  sein  Mittelpunkt  halbiert  die 
Radius  4i  welcher  durch  die  genannten  neun  Verbindungsstrecke  des  Ecken- 
/^«NT.  li.  w  u  •  *  u  j.*ii-u^  Zentrums  und  Höhenpunktes  von 
(12)  Punkte  geht,  heisst  auch  ausdrücklich  der  4  nn  «^,„:^  ^;^  ^t ^Z,\.i  ^  a^^^^c 
„Kreis  der  neun  Punkte"  oder  der  „Neun-  ^^<^^  SOWie  die  VerbindungS- 
punktekreis"  des  Dreiecks  ABC  oder  auch  strecken  der  Mittelpunkte  je 
nach  seinem  Entdecker  Feuerbach  der  „Feuer-  einer  Seite  und  des  zugehörigen 
bachsche  Kreis  des  Dreiecks  ^BC^  (siehe  obern  Höhenabschnitts. 
Khmpert,  Geschichte  der  Geometne). 

Frage  161.     Durch  welche  Ueber- 

leffungen  kann  man  denselben  vorigen        .    .        x      ^r       i  j-     t?-«.« 

Satz  luf  andere  Weise  nachweisen?  ^^"*^^^-    ^^"^   ^^""^,^1  ^^?: 

scharten    des    Neunpunktekreises 

Erkl.  882.   Die  Winkelbeziehungen,  welche  auch  auf  folgende  Weise  auffinden: 
für  den  Kreis  der  neun  Punkte  von  Bedeutung         1)  Zieht  man  den  Umkreis  des  FusS- 

werden,  sind  die  folgenden :  punktendreiecks  DEI  (siehe  Figur  160), 

1)  Die  Teilwinkel  der  Dreieckswinkel  zwi-  g^  jg^  jy  Zentrum  der  Ecken  (und  die 
sehen  Seiten  und  Höhen  smd  die  Komplemente  p.  i  x^  r/  i  t>  n  az^  ^^  ry««*««  Anr 
der  anliegenden  Dreieckswinkel,  also:  ^«»^te  H,  A,  B,  C  die  Vier  Zentra  der 

ABH=ACH  =  90-'a,  Seiten)  des  Dreiecks  DEF.    Verbindet 

BCH  :=  BAH  =z90  —  fi\  ^^^  ^^^  ^^^  Schnittpunkt  V des  Kräses 

CAHziz  CBH  =  90''y  ^^^  ^^^  Höhe  HB  mit  einem  Höhen- 

2)  Die  Winkel  zweier  benachbarten  obern  Pi^^kt  F,  SO  wird  der  Peripherie^vinkel: 
Höhenabschnitte  und  ebenso  FVE  =  FDE  =  180  —  2«. 

3)  die  Winkel  zweier  untern  Höhenabschnitte        Da  aber  im  Dreieck: 

sind  (als  Gegenwinkel  im  Sehnenviereck  AFHE  vvtt  aiI^»  -a-  tpttv  —  ^ 

mit   zwei   rechten  Winkeln)    die  Supplemente   .  ^.  ^       V""     rri^r/ 

der  zugehörigen  dritten  Dreieckswinkel,  also:  ist,  SO  muss  hiernach  auch  ^HtV^a 
<^BHC=2  <^  EHE  =  1800  -a=zß  +  y,  Sein,  das  Dreieck  FVH  gleichschenklig, 
^CHA  =  <^FHD  =  lBOo  —  ß=:y  +  a,  Und  VF  =  VH.  Als  Komplement  za 
^AHB  =  <^ DHE  =  1800 _  ^  —  „ J|_^.      HVF  ist  daher  der  Winkel: 

4)  Die  Winkel  eines  obern  mit  einem  be-  VFB  =  90®  —  a, 
nachbarten    untern    Höhenabschnitt    sind    (als   ebenso    wie    <^HBF,     also    ist    auch 
Komplemente    des    Komplements)    gleich    dem   ^  rrj.ir>  _  irp  r    nm  o/.V    JPVR  dpirh- 
zugehörigen  dritten  Dreiecks winkel,  also:            <^TI^B  =  \BF,  Dreieck  />  ß  gleicn 

^BHF=  CHEr=.;  schenklig,  £F=  VF=  VH,  FMittel- 

<^CHD  =  AHF=  ß,  punkt  von   BR     Daher    geht  der 

<^AHE=  BHDz=  ^l  Umkreis    des    Fusspunktendrei- 

5)  Die  Winkel  einer  Seite  des' Fusspunkten-  ^cks  durch  die  Mittelpunkte  der 
dreiecks    mit    einer    anliegenden   Dreiecksseite  obern  Höhe  11  abschnitte. 
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Figur  160. 


sind  (wegen  des  Sehnenvierecks  über  der  zu- 
gehörigen Dreiecksseite)  gleich  (bezw.  der 
Nebenwinkel  supplementär)  dem  Gegenwinkel 
dieser  Dreiecksseite,  also: 

<^EDC  =  <^FDB  =  €t, 

<^FEÄz=  DEC  —  ß, 
DFB  =  EFA  =  y. 

6)  Die  Winkel  des  Fnsspunktendreiecks  sind 
(wegen  der  yorigen  Ergänzungswinkel  zum  ge- 
streckten) gleich  den  Supplementen  der  doppel- 
ten gegenttberliegenden  Dreieckswinkel,  also: 

<^FDE=  1800  —  2«, 
DEF=:  1800  —  2^, 
EFD  —  1800  __  2>'. 

7)  Die  Winkel  einer  Seite  des  Fusspunkten- 
dreiecks  mit  einer  anliegenden  Höhenlinie  sind 
(als  Hälften  der  vorigen  Winkel)  gleich  dem 
Komplement  des  zur  Höhe  gehörigen  Dreiecks- 
winkels, also: 

<^  HDF  —  HDE  =  90  -  «, 
HED  =  HEF  =90-/5, 
HFE=  HFD-90  —  y. 

ErkL  383«  Nach  den  yorigen  Ergebnissen 
erhält  man  in  den  Figuren  157  bis  160  eine 
Reihe  yon  Dreiecken  mit  gleichgrossen  Winkeln, 
nämlich: 


2)  Verbindet  man  ferner  den  Schnitt- 
punkt i?  des  Kreises  auf  der  Seite  AB 
mit  einem  Höhenfusspunkt  D,  so  wird 
der  Peripherie  Winkel  DBF  supplementär 
zu  dem  auf  gleicher  Sehne  DF  im  ent- 
gegengesetzten Bogen  stehenden  Peri- 
pheriewinkel DEF,  welcher  gleich 
180  —  2/9  ist.    Daher  ist: 

<^DEF=2ß, 
und  folglich  im  Dreieck  ABD,  wo: 

-^DAR  =  90-/9 

ist,  auch: 

<^ADR  =  90-/9; 

das  Dreieck  ist  gleichschenklig,  und 
AB  =  BD.  Ebenso  muss  als  Komple- 
mentwinkel der 

<^RDB  =  900  — ADR  =  ß  =  aBD 

sein,  also  ist  auch  das  Dreieck  DBB 
gleichschenklig,  DB  =  BB,  und  folg- 
lich AB  =  BB,  B  Mittelpunkt  von  AB. 
Daher  geht  der  Umkreis  des 
Fusspunktendreiecks  auch  durch 
die  Mittelpunkte  der  Seiten,  und 
es  liegen  auf  ihm  die  je  drei  Höhen- 
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1)  «,  ß,  y:    ABC,  DEC,  ÄEF,  DBF, 

2)  900,  «,  90  —  «:   FAC,  EAB,  EHC,  FHB, 

POB,  FOC\ 
900,  ^^90  —  ^:    DBA,  FBC,  FHA,  DHC, 

QOC,  QOA; 
90«,  7,  900  — y:  ECB,  DCA,  DHB,  EHA, 

ROA,  ROB 

(vergl.  Antwort  54  und  156). 

8)  a  +  ß,  90  —  «,  90  —  /?:  HBA,  HDE,  FBE; 

ß+y,  90  — /9,  90  — y:  ECB,  HEF,  DCF; 

y^€t,  90  — y,  90  —  «:  HAC,  HFD,  EAD. 

Erkl»  384«  Nimmt  man  zu  den  Höhen  noch 
hinzu: 

1)  die  Radien  des  Umkreises,  so  wird  z.  B.: 
<^  OBH  =  <^  OBR—HBF 

=  90  —  y  —  (90  -  «)  =  «  —  y, 
also  ist  der  Winkel  einer  Höhe  mit  dem  zu- 
gehörigen Hadins  des  Umkreises  gleich  der  Dif- 
ferenz der  beiden  andern  Dreieckswinkel. 

2)  Verbindet  man  eine  Seitenmitte  mit  dem 
Mittelpunkt  des  zugehörigen  obem  Höhen- 
abschnitts, z.  B.  QV,  so  entsteht  ein  recht- 
winkliges Dreieck  EVQ,  dessen  Seiten  senk- 
recht stehen  auf  den  Schenkeln  des  Winkels  der 
Linien  CA  und  DF.  Letzterer  Winkel  ist  aber 
supplementär  zu  A  CD  -f-  FD  C,  also  gleich : 

1800  — (y+180  — «)  =  «  — y.   . 
Also  ist  auch: 

<^  EVQ  =  HVN  —  it  —  y. 

3)  Verbindet  man  einen  Höhenfasspunkt  mit 
dem  Mittelpunkt  eines  obem  Höhenabschnitts, 
z.  B.  FV,  so  wird  der  Winkel  dieser  Linie  mit 
der  Dreiecksseite  gleich  dem  Komplement  des 
dritten  Dreieckswinkels : 

VFB—  rj?F=90  — «. 

4)  Der  Winkel  derselben  Linie  mit  ihrem 
untern  Höbenabschnitt  ist  gleich  dem  dritten 
Dreieckswinkel,  nämlich : 

^UFV  =^FHV  ^  a, 

5)  Der  Winkel  derselben  Linie  mit  dem 
obem  Höbenabschnitt  ist  gleich  bezw.  supple- 
mentär dem  doppelten  dritten  Dreiecks winkel, 
nämlich: 

<^  FVH  als  Aussenwinkel, 
2.<^  VBF=2  (90  —  «)  =  180  —  2«, 
^FVB  =  2« 
oder  auch: 

^FVH=  1SOO  —  2'<^FHV=:  180-2«; 
^FVB  =2«. 

Erkl.  384  a.  Einen  dritten  Beweisgang  für 
die  Ergebnisse  der  beiden  Antworten  160  und  161 
erhält  man  später  noch  aus  der  Antwort  165. 
(Vergl.  Erkl.  397  und  398.) 


fusspunkte,  Seitenmitten,  Mittelpankte 
der  Obern  Höhenabschnitte. 

3)  Da  der  Kreis  mit  Durchmesser  HB 
durch  F  und  D  geht,  so  ist  auch 
FV=  DV,  also  VN  Mittelsenkrechte 
von  FD]  ebenso  ist  wegen  des  Halb- 
kreises über  AC  durch  D  und  F  auch 
QD  =  QF,  also  QN  ebenfalls  Mittel- 
senkrechte von  FD,  QV  Kreisdurch- 
messer: Die  Verbindungslinien  je 
einer  Seitenmitte  und  des  Mittel- 
punkts des  zugehörigen  oberu 
Höhenabschnitts  sind  die  Mittel- 
senkrechten des  Fusspunkten- 
dreiecks,  sind  gleichlang  und 
halbieren  einander  im  gemein- 
schaftlichen Schnittpunkte. 

4)  Verbindet  man  ferner  einen  Eck- 
punkt B  mit  dem  Mittelpunkt  0  des 
Umkreises  und  schneidet  diese  Linie 
durch  die  Verlängerung  von  HN,  so  ist 
im  Dreieck  HVN  der  ^HVN=a-y 
(siehe  Erkl.  384)  und  der  Winkel  HBO 
ebenfalls  =a  —  y,  also  VN\\BO,  Da 
ferner  V  Seitenmitte  von  HB,  so  muss 
der  Schnittpunkt  von  BO  mit  jH.Y  um 
eine  Strecke  von  der  Länge  HN  über  S 
hinaus  liegen.  Dasselbe  gilt  vom  Schnitt- 
punkt von  CO  mit  HN,  also  muss  HS 
von  diesen  beiden  Linien  BO  und  CO 
im  gleichen  Schnittpunkt  getroffen  wer- 
den, HN  muss  durch  0  gehen,  und  es 
wird: 

HN=NO,   0B=  OC  =  2'Nr=2'yW: 

Der  Mittelpunkt  des  Feuer- 
bachschen  Kreises  halbiert  die 
Verbindungsstrecke  des  Höhen- 
punkts und  des  Zentrums  der 
Ecken,  sein  Radius  ist  die  Hälfte 
des  Radius  des  Umkreises. 

6)  Fällt  man  noch  von  0  die  Senk- 
rechte Oli,  so  wird: 

/\,ONR^HNW, 
also:  1 

HW=  OR  =  ~HC, 

also  ist  jeder  obereHöhenabschnitt 
doppelt  so  gross,  als  die  zuge- 
hörige Mittelsenkrechte. 
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Fignr  161. 


Frage  162.  Welche  Längenbeziehun- 
gen bestehen  zwischen  den  Eadien  der 
Bertihnmgskreise  eines  Dreiecks  unter- 
einander und  mit  den  Höhen  und  Mittel- 
senkrechteBi? 

Erkl»  385«  Zieht  man  von  einem  Eckpunkte  C 
ans  den  Radius  des  Umkreises,  die  Winkelhalbie- 
rende und  die  Höhe,  so  ist  der  Winkel : 

M,CA=M,CB  =  ^, 

^OC7^  =  90  — /9,    <^BCF—^0  —  ß, 
also  ist  auch: 


d.  b.: 


OCÄz=^^  —  FCB, 


M^CO  =  M^CF, 
die  Winkelhalbierende   halbiert  den 
Winkel  zwischen   der  Höhe   und   dem 
fiadius  des  Umkreises.     Es  ist  nämlich 
jede  Hälfte  gleich: 


Antwort.  1)  Zieht  man  in  einem 
Dreieck  die  sechs  Winkelhalbie- 
renden, so  wird  das  Dreieck  selbst 
zum  Fusspunktendreieck  für  jedes 
der  vier  von  den  Zentren  der  Seiten 
gebildeten  Dreiecke,  nämlich  für  das 
spitzwinklige  Dreieck  M^M^M^  und  für 
die  drei  stumpfwinkligen  Dreiecke: 
M,M,M,,  M,M,M,,  M,M,M,. 

In  jedem  derselben  sind  die  Punkte 
ABC  Fusspunkte,  die  Zentralstrecken 
der  Kreise,  nämlich  die  Linien  M^^M^A, 
M,M,B,  M^M.C;  M,CM.^,  M,AM,,, 
M^BM^  die  Seiten  bezw.  die  Höhen. 
Für  jedes  dieser  Dreiecke  der  Zentra 
der   Seiten   wäre   also    der  Umkreis 
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y     /fjQ     ff.  —  2/g-rr  — ^80  von    ABC    der    Kreis    der    neun 

2^        ^  2  Punkte,   seine  Schnittpunkte  mit  deu 

___  /g+(iBO— «)  — 180  __  /?-  «   genannten  Seiten  bezw.  obern  Höhen- 

2  2    *  schnitten  sind  deren  Mittelpunkte.    Da 

Also  ist  der  Winkel  zwischen  einer  aber  jede  dieser  Strecken  Zentralstrecke 

Winkelhalbierenden  nnd  dem  Radius  jgt,  so  halbiert  der  Umkreis  eines 

des  Umkreises  oder  der  Höhe  gleich   -n'^,-^^!,«     j«       ««^4.i,-^v^«    ^««u, 

der    halben    Differenz    der    andern  Dreiecks    die    sämtlichen    sechs 

Dreieckswinkel.  Zentralstrecken  seiner  In-  und 

Ankreise. 

..  ^S*  ^^ . -^^If  "^^^.^^^^^^^^^  2)  Zieht   man   zur   einen   der  drei 

\ruloT\'Z.  %^l'\d^:t  Dreiicksseiten  die  Berühi^ungsradien: 
Höhenpunkt  M^,  Höhen  u^c,  M,B,  M^A\  Qoj  Qi,  ^2j  ^3?  SO  Stehen  alle  senkrecht 
für  M^  M^  M^  Höhenpunkt  M^ ,  Höhen  M^  c,  auf  der  Seite  ebenso  wie  die  Höhe  und 
^^'^'  ^'^'  «l^o^V^^*  Höhenpunkt  M^,  ^^  Mittelsenkrechte,  so  dass  man  sechs 
Hohen  3f,^,  Jfoi?,  3f,c.  parallele  Linien   erhält.     Diese  büden 

«  ,-1  «o«    T.   j    T-  I    .  AT^^A     V.  Trapeze,  nämlich  das  Trapez  J/,itt,i!,f, 

Erkl.  887.   Da  der  Lmkreis  von  ABC  durch  „„  j^„„  «k««.^i.1o^..«^.  tu  \r  z^  v    nhl 

die  Punkte  G  und  L  geht,  und  die  Strecke  GL  pnd  das  uberschlagene  xV.itfg^gi?;.  Dann 

Mittelaenkrechte  und  Durchmesser  ist,  so  kann  ist  G  und  L  Seitenimtte  und  ebenso  B 

man  auch  aussagen:  Eine  Mittel  senkrechte  wegen   der   Gleichheit   der   Tangenten- 

schneidet    die   beiden  Winkelhalbie-  abschnitte  ^1/;  =  BF.  und  ^2^  =  5/;, 

!;i^^ff.>.H^lTV!;i'[«p  DaheristnachdemSatze75desm.Teües 

umgeschriebenen  üreise.  *^^^^^^.  *ou  ^^»^-u  viv^iu .^«.u^w  •  ^  «v/^  ^jj..  x ^x*^. 

über  das  Trapez   die  Gerade  GL  die 
ErkL  388,  Verbindet  man  G  mit  A  oder  B,  Mittelparallele  beider  Trapeze,  Uüd  auf 
so    werden    in    den    rechtwinkligen   Dreiecken   derselben   ist   01{  =  n^   die   mittelsenk- 
Mf,AM^  und  M^BM^  wegen  des  Hypotenusen-  rechte  Strecke  der  Seite  c,  und 
mittelpunktes  G  die  Strecken:  OG  =  OL  =  r 

GA  =  GB^  GM,  =  GM,  =  ^^.  Also  wird: 

Ebenso  würde:  RL  =ir-\-n   =  ^»  ~\~92 

2  HGzzir  —  n    = -^aTIA  . 

Also   hat    der  Schnittpunkt    einer  ^  2 

Winkelhalbierenden  mit  dem  Um-  p^^,  Umkreis  des  Dreiecks 
kreise    gleichen    Abstand    von    den  i  «ij    <*.  j*        •  -»r'^-^.    ^      «u 

zwei  zugehörigen  Dreiecksseiten  wie  bildet  auf  einer  Mittelseuk- 
von  den  der  Ecke  zugehörigen  Zentren  rechten  einer  Seite  zwei  Ab- 
der  Seiten.  (Er  ist  nämlich  nach  früherem  schnitte,  deren  einer  gleich  der 
der  Mittelpunkt  des  Sehnenvierecks  M,AM,B  halben  Differenz  der  Radien  de^ 
bezw.  MnABM^.)  i  ..    •  a  ;i    t    i       •.   o 

'         ^^  zugehörigen  An-  und  Inkreises 

„  -1   ooA     T^x.  •    •       V     4.  u    j     ist,    deren    anderer    gleich   der 

Erkl.  389.    Ebenso  wie  m  nebenstehender  v     iV  o  j         t?   j  •         ^ . ,. 

Antwort  findet  man  die  Gruppe:  halben   Summe    der    Radien  der 

Ankreise  der  andern  Seiten. 

3)  Durch  Zusammenfassung  der  für 
r  +  n  erhaltenen  Ausdrücke  entsteht 
(siehe  Erkl.  389): 

Ar  +  q  =  (,j4-p,  +  ^,. 

Und  dieselbe  Summe  auch  gleich  : 

3r-|-«i  +"2  4"'^".» 
1)  durch  Addition  je  zweier  nebeneinander-   also : 
stehenden  Posten  jedesmal :  n^  +  n.^  -f-  n^  =  *'  +  ?o- 

9v  —  i-r/>  -un  -Ln  -^n\  Also  Ist  dlc  Summe  der  Radien 

^^^^^'        4r  =  (>,  +  (»2  +  (?3  — Po-  vierfachen  Radius  des  Umkreises 
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LA=z  LB  =  LM^  =  LM,  =  ^^'  ^^^' 


r  +  ..--^'-'  +  ^\ 

>       «1  —        2 

^•  +  ^«.-^"t''' 

"2  —        2 

*       «8  —        2 

Hieraus  entsteht: 

Ueber  den  Höhenpiinkt  eines  Dreiecks,  sowie  den  Kreis  der  nenn  Pnnkte.  185 

2)  Dnrch  Subtraktion  je  zweier  nebeneinander-  plas  dem  Radius  des  Inkreises, 
stehenden  Posten  erhält  man;  und  die  Summe  der  drei  Mittel- 

2n  =  go  — gi+(?2  +  g8  senkrechten    vom    Zentrum    der 

2  Ecken  zu  den  Seiten  ist  gleich 

und  ähnlich  2n„  öw,,  also  ohne  Brüche:  ^q^  Summe  der  Radien  des  Um- 

4«!  =  ?o--?i  +  ?2  +  (>3»  und  Inkreises. 
4»,  =  (»o  +  ?i-(?»  +  e3,  4)  Verlängert  man  femer  M^F^  bis 

4«,  —  eo  +  (»i  +  e2     Qr  zum  Schnitt   mit  einer  durch  M^  ge- 

3)  Hieraus  oder  durch  Addition  bezw.  Snb-  zogenen  Parallelen  ZU  AB^  so  wird 
trakdon  zweier  tibereinanderstehenden  Posten  M^K=KJ,  also  im  Dreieck  M^JM^ 
oben  erhält  man:                                   ^  die  Seite: 

'»,  +  n,  =  -?4^,   „,-„,  =  -?^gA  M,J=Q,  +  ^,midGK=?-^-±^. 

n,-|-n,  =  ^^-i-?^,  «a  — «3  =  -?^^^^,  Und  zieht  man  von  G  aus  auch  die 

^  Senkrechten  auf  AC  und  CB,  so  wird 

iK  +  Wj  =  i«-l!l^,  «^  _  n^  —  ^^-IT-^.  jede  zur  mittelparallelen  Strecke  in  einem 

^                           ^  Trapez  mit  den  zu  diesen  Seiten  senk- 

4)  Addiert    man    alle    drei    übereinander-  rechten   Radien    ^^    und    ^3    als   Gegen- 
Btehenden  Posten  oben,  so  kommt:  .^          ,       .    ,      1      /.  it      i  •  1    Pn-f-p^ 
3,+  („^  +  „^  +  „j  =  ^,+e,  +  eM  '^'^'°'  ^^'^  J^*^  ^^^°^^^^'  ^^^'^^        2— • 

.      /,,N_l/ir         o^    Daher  ist   G  Mittelpunkt   eines 
3,._(n,  +  „,  +  n3)_-((?,  +  (?2+(»8-8(»o).  Kreiscs,  welcher  (durch  K  geht,) 

Hieraiis  bestimmt  sich  wieder  wie  oben:  die  Schenkel  von  y  berührt   und 

6r  =  |-((»,  +  p,  +  ^3-?o),  zuni  Radius  hat:  -^-^4^' 

woraus  wieder:  5)  Zieht  man  auch  vom  Punkte  L 

4''  +  eo  =  ^i  +  ea  +  ^v  eine  Senkrechte  auf  AC  und  BC,  und 

Und  durch  Subtraktion :  ebenso  die  auf  diesen  Seiten  senkrechten 

__  1  /     I       I       I  Q   \  Radien  von  M^  und  Mg,   so  wird  die 

w,+«,  +  «.--4(ei  +  e.  +  (»a  +  3eo),  Senkrechte   von  L    die    mittelparallele 

WM  gleickommt:  Strecke  eines  überschlagenen  Trapezes, 

-^(4r  +  e,  +  3(0,  also  =  -^^-~"^^    Also  ist  L  Mittel- 

also  gleich  r  +  (»o-  punkt  eines  Kreises,  welcher  die 

Schenkel  von  y  berührt  und  zum 

Erkl.  390.  Ebenso  wie  G  und  L  werden  Radius  hat:  ^* "7 ^' .  Seine  Schnitt- 
auch  die   Schnittpunkte   der  Halbierungslinien  ,  ..    ^  ^      .    ,      .     .      t^  , 

KM,  und  M^M^  bezw.  M,M^  iind  M^M,  mit  punkte  mit  OL  smd  Vierte  Ecken  je 

dem  Umkreise  zu  Mittelpunkten  von  Ereisen^  eines    Rechtecks    mit    Seiten    LRI\M^ 

deren  erster  jeweils  die  Schenkel  von  a  bezw.  ß  bezw.  LRF,,M.. 
berührt  und  zum  Radius  hat:  -^  -' 

Der  zweite  Kreis  bertlhrt  ebenfalls  jeweils 
die  Schenkel  der  Winkel  a  und  ß,  und  hat  zum 
Hadins : 

.?2jrL?i  bezw.  i^:=-?^. 


Ihre  Schnittpunkte  mit  der  Mittel  senkrechten 
bilden  jeweils  die  vierten  Ecken  je  eines  Recht- 
ecks mit  Ecken  im  Seitenmittelpunkt,  Mittel- 
pimkt  ihres  In-  und  Ankreises,  und  Bertihrungs- 
poiikten  desselben. 
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4)  lieber  den  SchweiTpunkt  eines  Dreiecks. 


Frage  163.  Was  versteht  man  unter 
dem  Schwerpunkt  eines  Dreiecks? 


Erkl«  391.  Der  nebenstehende  Beweis  für 
den  Schwerpunkt  ist  entsprechend  demjenigen 
filr  die  andern  besondem  Punkte  geführt.  Zwei 
der  Linien  werden  zuerst  gezogen,  der  Schnitt- 
punkt dieser  zwei  ersten  Linien  wird  mit  der 
dritten  Ecke  verbunden,  und  von  dieser  Ver- 
bindungsUnie  wird  nachgewiesen,  dass  sie  die 
Eigenschaft  der  ersten  Linien  besitzt  in  Bezug 
auf  die  dritte  Seite. 

Ein  anderer  Beweis  für  das  Vorhandensein 
des  Schwerpunkts  wird  bei  der  Lehre  von  der 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke  geführt  werden  im 
nächsten  Teile  dieses  Lehrbuches. 

Erkl«  392«  Auch  bei  den  Mittellinien,  ebenso 
wie  bei  Höhen,  nennt  man  obern  Abschnitt  den 
von  der  Ecke,  untern  Abschnitt  den  von  dem 
Seitenschnittpunkte  zum  gemeinsamen  Schnitt- 
punkte führenden  Abschnitt. 

Statt  zu  sagen,  der  obere  Abschnitt  sei 
doppelt  so  gross  als  der  untere,  sagt  man  oft 
auch:  der  obere  verhalte  sich  zum  untern  wie 
2  zu  It  oder  man  sagt:  der  Schwerpunkt  teile 
jede  Mittellinie  im  Verhältnis  2  zu  1. 

£rkK  393«  Die  Bezeichnung  der  Mittellinien 
als  Schwerlinien  und  ihres  Schnittpunktes  als 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  hat  seinen  Grand  in 
physikalischen  Beziehungen  über  das  Gesetz  der 
Schwere.  Würde  nämlich  ein  Dreieck  längs 
einer  seiner  Mittellinien  unterstützt,  z.  B.  durch 
Unterlegen  eines  Lineals,  oder  eines  Fadens,  so 
halten  sich  die  beiderseitigen  Hälften  des  Drei- 
ecks das  Gleichgewicht  und  halten  das  Dreieck 
in  der  Schwebe.  Wird  aber  ein  Dreieck  unter- 
stützt unter  dem  Schnittpunkt  zweier  Mittel- 
linien, z.  B.  durch  Unterhalten  eines  Fingers  oder 
einer  Nadelspitze,  so  halten  sich  die  ringsherum- 
liegenden Teile  des  Dreiecks  gegenseitig  das 
Gleichgewicht,  das  Dreieck  bleibt  wieder  in  der 


Antwort.  Unter  dem  Schwer- 
punkt eines  Dreiecks  verstellt 
man  den  gemeinsamen  Schnitt- 
punkt seiner  drei  Mittellinien. 
Diese  letzteren  heissen  daher  auch 
Schwerlinien. 

1)  Das  Vorhandensein  dieses  gemeiii- 
schaftlichen  Schnittpunktes  kann  wie 
folgt  bewiesen  werden: 

Zieht  man  in  einem  beliebigen  Drei- 
eck zunächst  zwei  beliebige  Mittellinien 
AD  und  BE,  und  verlängert  jede  der- 
selben über  ihren  Seitenmittelpunkt  um 
eine  Strecke  gleich  der  Strecke  bis  zum 
Schnittpunkt  S,  so  entstehen  die  Strecken- 
paare: 

DB  =  DC  und  DS  =  DJ 
sowie: 

EA  =  EC  und  ES  =  EK. 

Folglich  liefern  die  Endpunkte  ß,  (' 
und  S,  J  sowie  A,  C  und  S,  K  je  ein 
Parallelogramm  CSBJ  und  CS  AK. 
Zieht  man  also  die  Verbindungslinie  ('S, 
so  wird  sie  Gegenseite  zu  BJ  im  einen, 
zu  ^Ä  im  andern  Parallelogramm,  und 
es  wird: 

BJ:#CS#ÄK. 

Da  hiernach  auch  BJ#AK  ist,  so 
liefern  die  vier  Punkte  KABJ  wieder 
ein  Parallelogramm  mit  Diagonalen  AJ 
und  BK^  also  Diagonalenschnittpunkt  Ä 
Demnach  wird  die  Linie  CS  Mittel- 
parallele der  Geraden  AK  und  BJ. 
und  schneidet  als  solche  nicht  nur  AJ 
und  BK  im  Mittelpunkte,  sondern  auch 
AB.  Daher  ist  die  Verbindungs- 
linie einer  Ecke  mit  dem  Schnitt- 
punkt der  beiden  andern  Mittel- 
linien die  Mittellinie  der  dritten 
Seite. 

2)  Wegen  der  Parallelogi-amme  ABJK 
und  SBJC  ist  SA  =  SJ  und 

SJ  _  SÄ 
2    ""'2  ' 
und  ebenso  auch  die  andern: 


SD  =  DJ  : 
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Schwebe.    Daher  kann  man  sich  yorstellen,  dass  also  ebenso  auch : 
die  Wirknng  des  Eigengewichts  des  Dreiecks  *        g(y 

oder  die  Anziehung  der  Schwerkraft  nach  5F=:-^— , 

der  Erde  hin  jeweils  in  einer  jener  Mittellinien   oder: 

oder  zuletzt  in  diesem  ihrem  einzigen  Schnitt-       AS=  2» SD    BS=z  2« 5^,    CS=.  2-ÄF. 
punkte   vereinigt  sei;    und   auf  Grund   dieser  .     ' 

Vorstellung  heisst  dann  jede  Mittellinie  eine  Also  ist  auch  der  obere  Ab- 
Schwerlinie  und  der  Schnittpunkt  derselben  schnitt  jeder  Mittellinie  (vom 
Schwerpunkt.  Schwerpunkt  aus  zur  Ecke)  dop- 

pelt so  gross  als  der  untere  (vom 
Schwerpunkt  zum  Seitenmittel- 
punkte). 


Frage  164,     Welche   Beziehungen 

der  Höhen-  und  Mittellinien  müssen  nach 

Antwort  175,  1    für   ein  Dreieck  und 

das  seiner  Seitenmittelpunkte  bestehen?        ax-      .     t\xTi.Ax      ^  -.^n  -  j. 
^  Antwort    1)  Nach  Antwort  157  ist 

p.  in  dem  Dreieck  DEF  der  Seitenmitten 

^'      *  von  ABC  jede  Seite  parallel  zur  Gegen- 

seite des  grossen  Dreiecks,  also  jede 
Senkrechte  auf  der  einen  von  beiden, 
auch  senkrecht  auf  der  andern.  Für 
das  Dreieck  ABC  sind  also  die  Senk- 
rechten in  den  Seitenmitten  DEF  die 
Mittelsenkrechten,  P  ist  Zentrum  der 
Ecken ;  für  das  Dreieck  DEF  aber  sind 
dieselben  Linien  die  Senkrechten  von 
den  Eckpunkten  auf  die  Gegenseiten, 
iß  also  die  Höhen,  und  P  ist  Höhenpunkt 
Daher  ist  das  Zentrum  der  Ecken 

Erkl.894.  Da  zwischen  dem  Schnittpunkte  ^^?  Dreiecks  der  Höhenpunkt 
rund  dem  Punkte  J?' in  Figur  168  eine  Hälfte  seines  Seitenmittendreiecks  und 
Ton  der  ganzen  Mittellinie  CF  liegt  und  zwi-  umgekehrt  ist  der  Höhenpunkt  eines 
sehen  S  und i?^  ein  Drittel,  ßo  beträgt  die  strecke  Dreiecks  das  Zentrum  der  Ecken 
ST=z  TF"-SF=-^^  —  -^=z-^,  also  des  Dreiecks  der  Parallelen  zu 

ein  Sechstel  der MittemnieCf' des  grosJenDrei.   ^^i^^^  ^^^^^^    ^^^^^   *^^  ^^g^^" 
ecks  und  ein  Drittel  von  TF,  der  Mittellinie   eCKCn. 

ft'l,u*'T,  ^«Ti;::;  ?!f^rn*1'l  ^'"^A  ^^'^  2)  Da  die  Seiten  des  Dreiecks  DEF 
Stande,  das  S  zugleich  Schwerpunkt  und  TS  j  A  ..  «xx  t»  n  i  i^-u 
unterer  Abschnitt  dieserSchwerlinie  des  kleinen  ^er  beitenmitten  Parallelogramme  bilden 
Dreiecks  DEF  ist.  Man  findet  also  die  Er-  mit  den  Seitenhälften  des  ursprünglichen 
Weiterung  des  Satzes  76  im  III.  Teile  dieses  Dreiecks  ABC,  SO  sind  je  eine  Mittel- 
Lehrbuches  dass  nicht  nur  die  Seiten  des  Drei-  i^^^^  ^^^  ^j^e  Verbindungsstrecke  der 
ecks  der  Seitenmitte,  sondern  auch  seine  Schwer-  .  ,  ^  ^  '  ^^  ^^""""6^^",^^^^  ^^^ 
linien,  sowie  einzeln  deren  obere  und  untere  ^wei  andern  beitenmitten  die  Diagonalen 
Abschnitte  jeweils  die  Hälfte  der  entsprechenden  eines  solchen  Parallelogramms,  und  hal- 
Stücke  des  grossen  Dreiecks  betragen.  bieren  einander  im  Schnittpunkte.  Daher 

Pi-iri  ftfts    7n;M,«af  r«o«  *«  oi«^w«  n^o^^ni,  S^^^  3^^^  Mittellinie  auch  durch  Seiten- 

cjrlu.  ovo«   Zeichnet  man  zu  einem  Dreieck  ^..i.  ji-«  i        t       t^«i       i 

in  fortlaufender  Eeihenfoljre  nach  innen  und  ^^^te  und  Gegenecke  des  Dreiecks  der 

aussen  jeweils  die  Dreiecke  der  Seitenmitten  Seitenmitten;  und  man  kann  aussagen: 

und  der  Parallelen  zu  den  Gegenseiteu,  so  ent-  Die  Verbindungsstrecke  zweier 

Ä^'^L^-^^^M^^'F®'^''''"^'^?^^^^^  Seitenmitten  eines  Dreiecks  und 

beliebige  Dreieck    al  s   Ausgangsdreieck    ange-   j  .      t»  r . . .      ^  "  ^  *    ^  ^  ^  *  ^  x  ^  ^^  «^  o  vi  u  vi. 

nommen  werden   kann.    Darin  ist   dann  nach   ^le  Mittellinie   der   dritten  hal- 

nebenstehender  Antwort  jede  Mittellinie  bieren  einander;  jede  Mittellinie 
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eines  einzigen  derDreiecke  anch  Mittel-   eines  Dreiecks   ist   auch  Mittel- 
linie aller  übrigen  und  der  Schwerpunkt  lijjj^    ^^s   Dreiecks    der  Seiten- 


ist  sämtlichen  Dreiecken  der  ganzen 
Reihe  gemeinsam. 


mitten,  und  der  Schwerpunktist 
beiden  Dreiecken  gemeinsam. 


Frage  165.  Welche  Beziehung  be- 
steht zwischen  Höhenpunkt,  Schwer- 
punkt  und  Eckenzentrum  eines 
Dreiecks? 

Figur  164. 


ErkL  896«  Der  Gang  des  nebenstehenden 
Beweises  ist  derselbe,  wie  derjenige  mehrfacher 
früherer  Beweise  [z.  B.  in  Antwort  161,  4]:  Um 
KU  beweisen,  dass  mehrere  Linien  durch  den- 
selben Schnittpunkt  gehen,  wird  nachgewiesen, 
dass  auf  einer  bestimmt  gegebenen  von  ihnen 
der  Schnittpunkt  mit  der  ersten  der  übrigen 
derselbe  Punkt  dieser  gegebenen  Linie  sein 
muss,  in  welchem  sie  auch  von  einer  zweiten 
oder  dritten  geschnitten  wird.  Demnach  schnei- 
den sich  diese  letzteren  Linien  in  einem  auf 
der  gegebenen  liegenden  Punkt,  oder  diese  ge- 
gebene geht  durch  denselben  Schnittpunkt,  in 
welchem  sich  die  Übrigen  Linien  treffen. 

Erkl.  897.  Aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke 
SOF  und  STQ  bezw.  SOE  und  STR  folgt 
nicht  nur,  dass: 

sondern  ancb  dass: 

und  dass: 

OEz=TB  =  ^ 

ist.  Man  erhält  also  auf  diesem  Wege  einen 
dritten  Beweis  für  die  bereits  in  den  Ant- 
worten 160,  4  und  161,  6  aufgefundene  Be- 
ziehung, dass  jeder  obere  Höhenabschuitt 
doppelt  so  gross  ist,  als  die  zugehörige 
Mittelsenkrechte. 

Erkl«  898»  Ausgehend  tou  dem  Ergebnis 
der  vorigen  £rkl.  397  ündet  man  sodann  durch 


Antwort.  Zieht  man  in  einem  Drei- 
eck ABC  (siehe  Figur  164)  zu  zwei 
Seiten  AB  nnd  ÄC  die  Höhen  CH  und 
BH,  die  Mittellinien  CSF  und  BSE 
und  die  Mittelsenkrechten  FO  und  £0, 
so  lässt  sich  nachweisen,  dass  die  Ver- 
bindungsstrecke HS  in  ihrer  Verlängerung 
durch  0  geht. 

1)  Bezeichnet  man  nämlich  mit  0  zu- 
nächst bloss  den  Schnittpunkt  von  HS  mit 
der  Mittelsenkrechten  in  F,  und  zieht  durcli 
den  Mittelpunkt  Q  von  SC  die  Parallele 
QT\\CH\\OF±AB,  so  wird  in  den 
Dreiecken  SFO  und  SQT  der  Winkel 
CSH  =  FSO  als  Scheitelwinkel,  und 
ferner  als  Wechsel winkel  TQS  =  ()F:> 
und  STQ  -=  SO  F.  Da  ausserdem  Strecke 

CS 

SF=^-^  =  SQ  sein  muss,  so  stimmen 

die  Dreiecke  SFO  und  SQT  überein 
in  einer  Seite  und  den  drei  Winkeln, 
sind  also  kongruent.  Daher  ist  auch 
S0=  .ST.  Wegen  der  Parallelen  yl 
durch  den  Mittelpunkt  Q  der  Seite  >^ 
des  Dreiecks  SCH  ist  aber  auch  7 
Mittelpunkt  \oii  SH,  also: 

SH 

2  * 


ST=  TH=  SO  = 


Also  ist  der  Schnittpunkt  0  der  Mittel- 
senkrechten in  F  mit  der  Verbindungs- 
linie HS  derjenige  Punkt,  welcliei 
um  die  Hälfte  von  HS  über  S  hinaus- 
liegt. 

2)  Bezeichnet  man  nunmehr  mit  0 
nicht  mehr  den  Schnittpunkt  von  H"" 
mit  der  Mittelsenkrechten  in  F,  sondeni 
mit  jener  in  E,  so  entstehen  die  Drei- 
ecke SEO  und  SET,  welche  wieder 
kongruent  werden  wegen  Gleichheit  der 

Winkel  und  der  Seite  SE=SE  =  ^- 

Also  ist  auch  der  Schnittpunkt  0  der 
Mittelsenkrechten  in  E  mit  der  Vei- 
bindungslinie   HS   derjenige   Punkt. 
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Verbindung  der  Punkte  OC  und  Zeichnung  einer 
Parallelen  hiezu  durch  den  Punkt  F  die  Gleich- 
heit der  Verhindungslinie  einer  Seitenmitte  nach 
dem  Mittelpunkt  des  zugehörigen  obem  Höhen- 
abschnittes  und  der  Strecke  OC  —  OA  =:  OB, 
also  dem  Radius  des  Umkreises ,  und  ebenso 
die  übrigen  Aussagen  der  Antworten  160  und  161. 

ErkL  899.  Da  der  Schnittpunkt  der  Strecke 
Off  mit  einer  jeden  Verbindungslinie  einer  Seiten- 
mitte mit  dem  Mittelpunkt  des  zugehörigen 
Höhenabschnitts  der  Mittelpunkt  von  OH  sein 
mnss,  so  liegt  auch  der  Mittelpunkt  des  Neun- 
pnnktekreises  auf  der  Linie  OH,  er  ist  nämlich 
der  Mittelpunkt  N  der  Strecke  OH,  also  auch 
der  Strecke  ST.  Demnach  liegen  auf  einer  Ge- 
raden die  vier  Punkte  0,  S,  N,  H,  und  zwar  so, 
dass  SJS  die  kleinste  Strecke  ist,  nämlich: 


NS=:^'OS 

1 
~  8 

.VH=i 

punK 

OH, 

also 

entsprechend : 

05=2. 

NS  = 

1 

IT 

SH, 

und 

Oi?=6..VS:=3 

'0S  = 

-  2- 

NH  = 

:|.«. 

welcher  um  die  Hälfte  von  HS  über  S 
hinaus  liegt. 

Folglich  schneidet  die  Mittelsenk- 
rechte in  F  und  jene  in  £^  im  gleichen 
Punkte,  d.  h.  die  Linie  HS  geht  durch 
den  Schnittpunkt  der  beiden,  also  aller 
drei  Mittelsenkrechten  des  Dreiecks. 
Man  erhält  also  die  Aussage: 

Höhenpunkt,  Schwerpunkt  und 
Eckenzentrum  eines  Dreiecks  lie- 
gen in  gerader  Linie,  und  zwar  so, 
dass  der  Abstand  vom  Schwer- 
punkt zum  Höhenpunkt  doppelt 
so  gross  ist,  als  der  zum  Mittel- 
punkt des  Umkreises. 


Figur  165. 


Frage  166.  Welche  Lage  nehmen 
die  merkwürdigen  Punkte  ein  in 
den  besonderen  Arten  von  Drei- 
ecken? 


ErkL  400.  Wenn  ein  Dreieck  eme  Sym- 
metrieachse besitzt,  so  muss  eine  zu  einem  der 
symmetrischen  Winkel  oder  Seiten  gehörige  Linie 
symmetrisch  sein  zu  der  entsprechenden  Linie 
des  symmetrischen  Winkels  oder  Seite,  also 
müssen  die  beiden  einander  auf  einem  Achsen- 
punkte treffen.  Dass  bei  stumpfem  Winkel  0 
nnter,  H  über  S  liegt,  rührt  daher,  dass  eine 


Antwort.  1)  Wenn  ein  Dreieck  eine 
Symmetrieachse  besitzt,  so  liegen  alle 
seine  merkwürdigen  Punkte  auf  dieser 
Linie.  Daher  liegen  die  Punkte  O,  M, 
H,  S,  xVim  gleichschenkligen  Drei- 
eck sämtlich  auf  der  Achse,  da  diese 
für  die  Grundseite  und  Spitze  gleich- 
zeitig Mittelsenkrechte ,  Winkelhalbie- 
rende, Höhe  und  Mittellinie  ist.    Und 
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Mittelsenkrechte  stets  senkrecht  im  Seitenmittel- 
punkt steht,  die  Mittellinie  aber  einen  spitzen 
Winkel  bildet  nach  derjenigen  Seite  des  Seiten- 
mittelpnnktes  hin,  welcher  die  kleinere  Seite 
oder  der  grössere  Winkel  anliegt.  Hat  der 
Winkel  am  Scheitel  60o,  so  sind  beiderseits  des 
Schenkels  gleiche  Winkel;  Mittelsenkrechte  und 
Mittellinie  fallen  znsammen.  Wird  der  Winkel 
am  Scheitel  grösser  oder  kleiner  als  60o,  so 
weicht  die  Mittellinie  ab  nach  oben  oder  nach 
unten. 

Erkl.  401»  Dass  M  beim  gleichschenkligen 
Dreieck  zwischen  H  und  S  liegt,  folgt  daraus, 
dass  die  Winkelhalbierende  die  Gegenseite  in 
zwei  Teile  teilt,  deren  grösserer  an  der  grösseren 
Seite  liegt  (vergl.  Erkl.  362),  also  muss  die 
Winkelhalbierende  selbst  nach  derjenigen  Seite  der 
Mittellinie  hin  liegen,  welche  die  kleinere  Seite 
hat,  also  den  grösseren  Winkel.  Nach  derselben 
Seite  hin  liegt  aber  nach  Erkl.  400  auch  die 
Höhe;  diese  bildet  aber  nach  der  Seitenmitte 
hin  einen  rechten  Winkel ,  dagegen  die  Winkel- 
halbierende einen  stumpfen ;  also  muss  der  Schnitt- 
punkt der  letztern  zwischen  dem  Höhenfusspunkt 
und  der  Seitenmitte  liegen,  sie  selbst  zwischen 
Mittellinie  und  Höhe,  ihr  Schnittpunkt  M  zwi- 
schen H  und  & 

ErkL  402«  Dass  im  rechtwinkligen  Dreieck 
M  auf  der  Seite  der  kleineren  Kathete  liegt, 
folgt  daraus,  dass  die  Winkelhalbierende  an 
dem  Scheitel  auf  derjenigen  Seite  der  zugehörigen 
Mittellinie  liegt,  welche  die  kleinere  Kathete 
hat.  Folglich  muss  auch  der  auf  dieser  Winkel- 
halbierenden liegende  Punkt  M  auf  dieser  Seite 
liegen.  —  Ein  anderer  Beweis  für  dieselbe  That- 
sache  ergibt  sich  aus  Erkl.  385,  wonach  die 
Winkelhalbierende  am  Scheitel  C  auch  den 
Winkel  zwischen  der  Höbe  und  dem  Badius  des 
Umkreises  halbiert.  Da  CNSO  im  rechtwink- 
ligen Dreieck  Badius  des  Umkreises  ist,  so  muss 
die  Winkelhalbierende  liegen  zwischen  Höhe 
und  Mittellinie,  und  zwar  auf  derselben  Seite 
wie  die  Höhe,  also  gegen  die  kleinere  Kathete  hin. 


zwar  bleibt  die  Lage  der  Punkte  0  und 
H  gegen  S  und  N  fie  nach  Antwort  165 
beengte.  Nun  liegt,  wenn  der  Winkel 
am  Scheitel  unter  60^  beträgt,  0  über 
S  und  H,  wenn  der  Winkel  aber  über 
60«  beträgt,  0  unter  S  und  H.  Der 
Punk  M  rückt  so  zwischen  die  anderen 
Punkte  ein,  dass  er  stets  zwischen  Hmi 
S,  und  zwar  unter  denselben  Bedingungen 
wie  zuvor,  unterhalb  oder  oberhalb  S 
liegt.  Von  den  neun  Punkten  des  Feuer- 
bachschen  Kreises  fallen  zwei  auf  den 
Mittelpunkt  der  Grundseite,  derselbe  be- 
rührt die  Grrundseite. 

2)  Im  gleichseitigen  Dreieck  ist 
jede  der  drei  Symmetrieachsen  gleich- 
zeitig Mittelsenkrechte,  Winkelhalbie- 
rende, Höhe,  Mittellinie,  folglich  fallen 
sämtliche  Punkte  OMHSN  in  deren 
gemeinsamen  Schnittpunkt,  den  Mittel- 
punkt der  Gesamtfigur.  Der  Neunpunkte- 
kreis  fallt  mit  dem  Inkreis  zusammen. 

3)  Beim  rechtwinkligen  Dreieck  fallt 
0  in  den  Mittelpunkt  der  Hypotenuse. 
H  in  den  Scheitel  des  rechten  Winkels, 
also  wird  der  Neunpunktekreis  zum 
Halbkreispaar  über  der  Mittellinie  der 
Hypotenuse,  sein  Radius  gleich  dem 
Viertel  der  Hypotenuse.  Auf  seinem 
Durchmesser  liegt  S  unterhalb  ^V,  und 
i¥  liegt  auf  derjenigen  Seite  seines  Durch- 
messers, welche  die  kleinere  Kathete 
oder  den  grösseren  spitzen  Winkel  ent- 
hält. 


Figur  166. 


-^^--KÄ-«— ^ 
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Aufgaben-Sammlung. 


1)  Aufgraben  über  die  Abstände  von  Kreispunkten  unter  sich 

und  von  einer  Geraden. 

(Zu  Abschnitt  A  1.) 

a)  Gelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  1.   Man  soll  auf  einer  gegebenen 
Kreislinie  zwei  Punkte  angeben,  so  dass  von 

den  beiden  durch  sie  bestimmten  Kreisbogen         .    -,..  ,r  .  t. 

der  eine  das  5-fache,  3-fache,  2-fache  des        Auflösung.     Man    zeichne   einen   Mittel- 
andern wird.  punktswmkel    von    60^,    90®,    120*^;    dann 

schneiden  die  Winkelschenkel  auf  der  Peri- 

D  kl   4AO    -El-    *T-**  1      1-*    •  1  1         o/^A  pberie  je  zwei  Punkte  aus,  deren  zugehörige 

Erkl.  403.  Em  Mittelpunktswinkel  von  600  B-i-n^oK^cri»«  an    qa    ioa  Tii.o.n««^o^o  i.«Kf« 

wird  erhalten  durch  ein  beliebiges  gleichseitiges  Kreisbogen  60,  90,  120  Bogengrade  haben. 

Dreieck,  welches  eine  Ecke  im  Kreismittelpunkte   ^^  ^^®™  ^^^^^  ^^^^^  ^s^* 
hat;  ein  Winkel  von  120»  entsteht  durch  Ver-  360  —  60  =  300  =  5.60", 

doppelung  eines  solchen.  860  —  90  =  270  =  3-900, 

ru.1.1     Ai^       T^     '.    A         '       ^  A  860  —  120  =  240  =  21200, 

Erkl«   404.     Danut    der    eine  Bogen   das,       ,      ^  j,    ^       «^,        d>    r    \ 

4.fache,  6-fache  u.  8.  w.  des  andern  würde,  wäre  ^^o  das  5-lache,   3-rache,   2-fache  des  zu- 
.     _  ,  .      ,     ,^.  ,  ,  360  gehörigen  kleineren  Ergänzungsbogens. 

eine  Konstruktion  der  Winkel  von  —^  =  72o, 

—=—  XL  s.  w.  nötig,  welche  mit  den  bisherigen 
lüttein  nicht  ausführbar  ist. 


Aufigabe  2.  Man  soll  auf  einer  gegebenen 
Kreislinie  zwei  Punkte  angeben,  so  dass  die 
beiden  durch  sie  bestimmten  Bogen  sich  ver- 
halten wie  m :  n.  Auflösung.     Man   zeichne  einen  Mittel- 
punktswinkel   von    — x~-360®   bezw.   von 

Erkl.  405*   Man  sagt,  zwei  Bogen  verhalten  m-^n 

ach  wie  die  Zahlen  m  und  n,  wenn  ein  und  ^  360^:  dann  ergeben  die  Schnittpunkte 
dasselbe  kleine  Bogenstück  als  Masseinheit  in    ^~r^  , 

dem  einen  Bogen  mmal,  im  andern  nmal  ent-  der  Winkelschenkel  auf  der  Peripherie  je 
halten  ist.    Die  Aufgabe  1  ist  ein  besonderer  •  ti    i  x     j         t>  "*       «/»/^  u 

FaU  dieser  Teilung,  indem  m  =  1  gesetzt  ist.   ^wei  Punkte,  deren  Bogen  ^;^qr;;-360  bezw. 

Erkl.  406.  Eine  Auflösung  dieser  Aufgabe    ^.^^-360  Bogengrade  besitzen. 

360  WiSke^ade  des  Voll^dnkels  am  Mittel-  ^  +  '^  erlei^he  Teile,  uud  wähle  als  Ted- 
punkt  in  m-f«  gleiche  Teile  zu  teüen.  Man  Ptmkte  zwei  solche,  welche  m  bezw.  n  solche 
vergleiche  hierüber  Erkl.  238.  Teile  zwischen  sich  haben.    Dann  hat  jeder 

^ogen  — xT-360  bezw.  ^,^,  -360  Bogen- 

grade.    Und  es  ist: 

SeOm       360  n 
; —  : 1 —  =  m  :  «. 

m  +  «     m-f-n 


Aufgabe  3.    Man  soll  die  Abstände  zwi- 
schen den  Funkten  einer  Kreislinie  und  einer        Auflösung.    Um  die  Abstände  zwischen 
gegebenen  Geraden  untersuchen.  den  Punkten    eines  Kreises  einerseits  und 

einer  geraden  Linie  anderseits  zu  untersuchen, 
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Figur  167. 


Erkl.  407.  Zieht  man  in  Figur  167  noch 
den  zur  Geraden  g  parallelen  Durchmesser,  so 
enthält  derselbe  die  Mittelpunkte  aller  derjenigen 
Sehnen,  welche  den  Unterschied  der  beiden 
Abstandsstrecken  auf  jeder  Senkrechten  dar- 
stellen. Der  Abstand  dieser  Dnrchmesserpunkte 
Ton  g  ist  also  jeweils  das  Mittel  aus  den  beiden 
Abständen  der  Schnittpunkte  der  Senkrechten. 
Da  aber  auf  demselben  Durchmesser  auch  die 
Berührungspunkte  der  Tangenten  liegen,  so  ist 
der  Abstand  dieser  Berührungspunkte  von  der 
Geraden  g  gleich  dem  Mittel  aus  je  zwei  sol- 
chen Abständen,  welche  auf  einer  und  derselben 
Senkrechten  zur  gegebenen  Geraden  gelegen  sind. 


fällt  man  die  Senkrechten  auf  diese  Gerade 
aus  den  Ereispunkten.  Dann  ist  fnr  den 
Kreis  und  die  Gerade  derjenige  Durchmesser 
Symmetrieachse,  welcher  auf  der  gegebenen 
Geraden  senkrecht  steht.  Man  erhält  also 
beiderseits  dieser  Achse  je  zwei  gleiche 
parallele  Abstandsstrecken,  deren  jede  darch 
Parallelverschiebung  auf  ein  Stück  der  Achse 
zu  liegen  kommt.  Bei  dieser  Verschiebung 
durchläuft  jeder  Endpunkt  eine  Kreissehne, 
schneidet  also  den  Durchmesser  innerhalb 
des  Kreises.  Folglich  ist  die  Strecke  AI' 
in  Figur  167  die  längste,  die  Strecke  Bl 
die  kürzeste  von  allen  diesen  Abständen. 

Auf  jeder  Senkrechten  finden  sich  zweierlei 
Abstände,  ein  längerer  und  ein  kürzerer; 
bloss  auf  der  Tangente  am  Kreise  fallen  beide 
Endpunkte  zusammen  in  einen  einzigen,  den 
Berührungspunkt. 


Aufgabe  4.  Man  soll  beweisen,  dass 
auch  unter  den  in  irgend  einer  schiefen  Rich- 
tung gemessenen  Strecken  zwischen  Kreis- 
punkten und  einer  gegebenen  Geraden  g  die 
längste  und  kürzeste  von  A  und  B  ausgeht. 


Erkl«  408.  Auch  bei  den  schiefen  Strecken 
liegen  auf  jeder  Sekante  zwei  verschiedene  uud 
deren  Unterschied  ist  durch  die  Sehne  dar- 
gestellt. Die  Hälfte  dieses  Unterschiedes  ist 
wieder  im  Mittelpunkt  der  Sehnen;  und  diese 
Mittelpunkte  liegen  sämtlich  auf  dem  zur  schiefen 
Richtung  senkrechten  Durchmesser.  Folglich 
sind  die  schiefen  Strecken  von  den  Endpunkten 
des  zu  ihrer  Richtung  senkrechten  Durchmessers 
besonders  ausgezeichnet,  weil  auf  ihnen  je  nur 
eine  einzige  schiefe  Strecke  entsteht.  Aber 
das  Mittel  aus  je  zweien  auf  derselben  schiefen 


Auflösung.  Zieht  man  von  einem  belie- 
bigen Kreispunkte  die  senkrechte  und  die 
zur  gegebenen  Richtung  parallele  schiete 
Strecke  zur  Geraden  g,  so  erhält  man  jeweils 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  denselben 
Winkeln,  in  welchem  die  schiefe  Strecke 
Hypotenuse  ist,  die  senkrechte  Kathete.  Nach 
dem  Satze  in  der  Aufgabe  200  des  III.  Teils 
ist  also  in  demjenigen  Dreieck  auch  die 
Hypotenuse  die  grössere,  wo  die  Kathete 
die  grössere  ist ,  und  umgekehrtv  Also  ist 
auch  die  schiefe  Strecke  von  A  bezw.  B 
ebenso  die  längte  bezw.  kürzeste,  weil 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M.  1881, 

Der  ansführliche  Prospekt  und  das  ansftthrliche  In- 

hältsyerzeichllis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer*^  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aofgeschnitteii  und  gat  brochiert,  am  den  sofortigen  and  dauern- 
den Gebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigongen 

and  Erklftrongen  am  Schiasse  desselben.  ,- 

8).  Aaf  jedes  einzehie  Kapitel  kann  abonniert  werden.  \^^ 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  zn  dem  Abonnementspreise  von  26Pfg.  pro  Heft.  " 

5).  Die  Beihenfblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedeateten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersiohtlioli,  ohne  jede  Bedeutung  für  !! 
die  Interessenten.  u 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  flberiiaapt  aaf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  aUe  Lehrsätze,  Formeln  and  Segeln  etc.  mit  Beweisen,  aUe  praktischen 
Aufgaben  in  voUständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  angelöster  analoger  Aof- 
gaben  and  vielen  vortrefllichen  Figuren.  v.. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisohes  Letobuoh  für  Schüler  aUer  Schulen,  das  j 

beste  Handbuch  fär  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vonüglichste  Lehrbuch  v 

■um  Selbststudium,  das  yortrefiOlchste  Nachschlagebuch  fOr  Fachleute  ond  j 

Techniker  jeder  Art.  , 

8).  AUe  Buchhandlungen  nehmen  BesteUungen  entgegen. 


Ü^^  Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 
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Ebene  Elementar-Geometrie 

(Planimetrie).    4.  Teil. 

Die  Lehre  vom  Kreis. 

Forts.  V.  Heft  1029.  —  Seite  193—208. 
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Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  fflr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

Mt 

in^aba  ud  BntileUn^  to  iMutitn  sat»,  Formeln,  R«g«ln  In  Fn^en  nnd  intf ortan 

erUatert  durch 

viele  Holzsclmitte  &  litliograpL  Tafeln, 

aas  allen  Zweigen 

der  Seekeakimili  der  Biederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  a.  iphAriicben 

Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  hlHieren  Mathematik  (höhere  Analysis, 

Differential-  n.  Ihtegral-Bechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  RaomeB  etc.);  — 
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Strecke  gelegenen  Strecken  sind  wieder  die  beiden  die  senkrechte  Strecke  von  denselben 
Strecken,  welche  ansgehen  von  den  Eckpunkten  Punkten  die  längste  bezw.  kürzeste  ist  Und 
des  znr  Geraden  (/parallelen  Durchmessers;  es  sind  auch  wieder  die  schiefen  Strecken  von 
denn  hier  sind  die  Katheten  der  Dreiecke  die  -^  ^^^j  ^^^^^^^  Kreispnnkten  aus  einander 
mSeleS'    ^^  Hypotenusen  die  ;^ieich,  welche  symmetrisch  liegen  zu  dem  zu  ^ 

senkrechten  Durchmesser  als  Achse;  denn 
für  solche  sind  die  Katheten  der  Dreiecke 
gleich,  also  auch  die  Hypotenusen. 


b)  Ungelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  5.  Auf  einer  Kreislinie  zwei 
Punkte  anzugeben,  so  dass  von  den  durch 
sie  bestimmten  beiden  Kreisbogen  der  eine 
ebenso  gross,  7-mal,  11 -mal  so  gross  als  der 
andere  ist. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  1 
und  geschieht  durch  fortgesetzte  Teilung  des 

Vollwinkels    in   Winkel    von    ~  =  180", 


360 

8 


45",-^  =  30». 


Aufgabe  6.    Zwei  Punkte  einer  Kreis- 
linie zu  suchen,   durch  welche  der  Umfang        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
geteilt wird  im  Verhältnis  3 : 5  oder  5 :  7.      gäbe  ist  analog  der  Auilösung  der  Aufgaben  2 

und  5.  • 


Aufgabe   7.     Man  soll   die   Aufgabe  3 
durchführen  für   eine  Geiade,    welche  den        Andeutung.     Man  vergleiche  wieder  die 
Kreis  schneidet  oder  berührt.  Längen  und  Richtungen  des  von  den  Kieis- 

punkten  auf  die  Gerade  gefällten  Senkrechten. 


Aufgabe  8.  Es  sollen  die  Längen  der 
Strecken  untersucht  werden,  welche  von  den 
Punkten  eines  Kreises  gegen  eine  beliebig 
gegebene  Gerade  nnter  45"  Neigungswinkel 
gezogen  sind. 


Andeutung.    Die  Autlösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Autlösung  der  Aufgabe  4. 


•>^K^^— 4- 


2)   Aufgaben  über  Sehnen  eines  Kreises- 

(Zu  Abschnitt  A  2,  a.) 

a)   Gelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  9.  Man  soll  von  einem  gezeichnet 
vorliegenden  Kreisbogen  (oder  Kreise),  dessen 
Hittelpunkt  nicht  angezeichnet  wurde,  den 
Mittelpunkt  suchen. 

Erkl.  409«  Es  ist  eine  sehr  empfehlenswerte 
Gewohnheit,  den  Mittelpunkt  eines  zu  zeichnen- 
den Kreises  stets  vor  dem  Einsetzen  der 
Zirkelspitze  durch  einen  Punkt  oder  ein 
kleines  Kreuz  zu  bezeichnen. 

Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie.  IV. 


Auflösung.  Wenn  der  Mittelpunkt  be- 
kannt wäre  {M  in  Figur  168),  so  wflre  er 
der  Schnittpunkt  aller  Mittelsenkrechten  2)^4  Af 
auf  jede  beliebige  Sehne.  Man  zeichne  also 
in  den  gegebenen  Kreisbogen  zwei  beliebige 
Sehnen  und  errichte  auf  denselben  die  Mittel- 
senkrechten. Dann  ist  deren  Schnittpunkt  der 
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Figur  168. 


gesuchte.  —  Zur  Ausführung  der  Konstruktion 
nach  Aufgabe  170  des  III.  Teiles  ist  die 
wirkliche  Auszeichnung  der  Sehnen  niciit 
erforderlich. 


Aufgabe  10.  Man  fälle  von  den  End- 
punkten eines  Durchmessers  senkrechte  Linien 
auf  eine  beliebige  Sehne  und  untersuche  die 
dadurch  auf  der  Sehne  entstehenden  Strecken. 


Auflösung.  Die  beiden  senkrechten  Linien 
sind  parallel  unter  sich  und  mit  der  durch 
den  Kreisniittelpunkt  zu  ziehenden  Senkrech- 
ten auf  die  Sehne,  als  ihrer  Mittelparallelen. 
Der  Schnittpunkt  der  letzteren  mit  der  Sehne 
ist  also  Mittelpunkt  zwischen  den  Fusspunkten 
der  andeiTi  Senkrechten  und  zugleich  nach 
Satz  4  Mittelpunkt  der  beiden  Kreisschnitt- 
punkte. Folglich  müssen  auch  die  beiden 
Strecken  zwischen  diesen  Kreispunk- 
ten und  den  Fusspunkten  derSenk- 
rechten  gleichlang  sein  (s.  Figur  1G9). 


Erkl.  410.  In  den  zu  Aufgaben  10  und  21 
gehörigen  Figur  169  ist  MC  Mittelparallele 
sowohl  für  DH\\EJ,  als  auch  für  AK\'  BL, 
also  C  Mittelpunkt  von  AB  und  HJ,  M  Mittel- 
punkt von  DE  und  KL.  —  Man  beachte  die 
Fortdauer  der  Gültigkeit  der  in  Aufgaben  10 
und  21  erhaltenen  Sätze  für  eine  Sehne,  welche 
den  Durchmesser  innerhalb  des  Kreises  oder  auf 
der  Peripherie  selbst  schneidet. 
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Aufgabe  11.  Man  soll  beweisen,  dass 
zwei  Sehnen  einander  nicht  halbieren 
können,    aasaer  wenn  beide  Durchmesser 

sind. 

Erkl.  411«  Wenn  überhaupt  eine  Sehne 
durch  den  Mittelpunkt  einer  andern  geht,  so 
liegen  im  kleineren  Kreisabschnitt  auch  die 
kleineren  Sehnenstücke  und  umgekehrt,  also 
entstehen  nur  dann  gleiche  Strecken,  wenn 
Halbkreise  vorliegen.  


AuflSsmig.  Wenn  zwei  Sehnen  einander 
je  im  Mittelpunkt  schneiden,  so  muss  die 
auf  jeder  derselben  im  Schnittpunkt  errichtete 
Senkrechte  durch  den  Kreismittelpunkt  gehen. 
Das  ist  aber  nur  möglich,  wenn  der  Fuss- 
punkt  beider  Senkrechten,  also  der  Schnitt- 
punkt beider  Sehnen  Kreismittelpunkt  ist. 


Aufgabe  12.  Man  beweise,  dass  die 
Radien  nach  den  Endpunkten  einer  Sehne 
auf  jeder  parallelen  Sehne  gleiche  Strecken 
von  deren  Kreispunkten  aus  abschneiden. 

Erkl«  412*  Es  sind  gleichgross  sowohl  die 
Strecken  zwischen  Kreis  und  Radius  beiderseits 
des  Mittelpunktes,  als  auch  die  über  den  Mittel- 
punkt der  Sehne  hinausgreifenden  Strecken  zwi- 
schen Schnittpunkt  einerseits  und  Kreispunkt 
anderseits  der  Achse.  —  Und  der  Satz  gilt  so- 
wohl für  solche  parallele  Sehnen,  welche  die 
Radien  innerhalb  des  Kreises  treffen,  als  auch 
solche,  deren  Schnittpunkte  erst  auf  den  Ver- 
längerungen der  Sehnen  oder  Radien  auswärts 
oder  einwärts  gelegen  sind.  


Auflösung.  Der  zur  Sehnenrichtung  senk- 
rechte Durchmesser  ist  Symmetrieachse  für 
die  beiden  Radien  und  für  die  Kreisschnitt- 
punkte jeder  der  parallelen  Sehnen,  als  auch 
für  die  Sclmittpnnkte  jedes  Radius  mit  einer 
der  Sehnen.  Daher  sind  auch  die  Strecken 
zwischen  je  einem  dieser  Schnittpunkte  und 
einem  der  Kreispunkte  gleichgi-oss. 


Aufgabe  13.  Man  zeichne  zwei  Sehnen, 
deren  zweite  mit  dem  durch  ihren  Schnitt- 
punkt gehenden  Durchmesser  denselben  Win- 
kel bildet,  wie  die  erste,  und  untersuche  die 
entstehenden  Sehnenstrecken  und  Kreisbogen. 

Erkl.  418«  Wie  aus  den  Doppelfiguren  12 
und  13  hervorgeht,  behält  der  obige  Satz  seine 
Gfiltigkeit,  ob  der  Schnittpunkt  innerhalb  oder 
ausserhalb  des  Kreises  Hegt.  Und  beide  Fälle 
lassen  sich  gar  nicht  von  einander  trennen,  in- 
dem die  Figur  des  einen  stets  die  Eigenschaften 
des  andern  Falles  in  sich  vereinigt,         


Auflösung.  In  den  Figuren  12  und  13 
sind  sowohl  ÄBQ  mit  CDQ  und  auch  ACP 
mit  EDP  Sehnenpaare  der  verlangten  Eigen- 
schaft, und  es  ergibt  sich  aus  der  Symmetrie 
zum  Durchmesser  FQM  die  Gleichheit  der 
Sehnen  Äß  =  C^  und  UC  =  BD,  sowie 

der  Bogen  AB  =  DC  mä  ADC  =  DAB. 


Aufgabe  14.  Man  soll  die  durch  zwei 
beliebige  senkrechte  Sehnen  eines  Kreises 
ausgeschnittenen   Bogenstücke    untersuchen. 

Figur  170. 


Auflösung.  Um  die  Bogenstücke  AD, 
DB,  BC,  CA  zu  untersuchen,  ziehe  man 
die  zu  den  Sehnen  AB  und  CD  parallelen 
Durchmesser.  Dadurch  entstehen  je  zwei 
gleiche  Bogenstücke  x  zwischen  der  Sehne 
AB  und  dem  parallelen  Durchmesser,  y  zwi- 
schen CD  und  dem  Durchmesser.  Und  es 
ist  ohne  weiteres  im  positiven  Umlaufe: 

-??^  =  900  =  x-f  ^C  -  y  =  y+ <^^  +  a^ 
4 

=  -4Z>  — a;  +  y  =  DB  —  y  —  x. 

Folglich  wird  durch  Addition  des  ersten  und 
dritten  Posten  gleiches  erhalten,  wie  durch 
Addition  des  zweiten  und  vierten,  und  es 
entsteht: 
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Erkl.  414.    Das  Ergebnis  der  nebenstehen-   ISO«  =  (x  +  BC  —  y)  +  {ÄD  -  x  +  p) 
den  Auflösung  lässt  sich  als  Satz  aussprechen  =:  AD-\-  BC 

in  der  Weise:  Von  den  durch  zwei  senk-  n^d  ebenso: 

jechte  Kreissehnen  ausgeschnittenen  iqao  _ /.^  i  /-»  j  _i_  ..\  i  /n»  .,  >^\ 
Bogen  sind  je  zwei  gegenüberliegende  ^bu«  _  (y-f- ca -hx)-t-(i^// -y^-x) 
supplementär.     Einen    andern  Beweis   für  ^Vß'\-CÄ. 

denselben  Satz   findet  man  bei  den  Aufgaben 
über  Sehnenwinkel. 


Aufgabe  15.    Man  soll  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  im  Kreise: 

a)  die  kürzeste  Sehne  ziehen, 

b)  diejenige  Sehne  ziehen, 
welche  in  diesem  Punkte  halbiert 


wird. 


Auflösung.  Da  nach  Satz  10  die  kürzeste 
Sehne  durch  einen  Punkt  diejenige  ist,  welche 
auf  dem  Durchmesser  dieses  Punktes  senk- 
recht steht,  so  ist  die  Auflösung  dieser  beiden 
Aufgaben  dieselbe.  Man  ziehe  nämlich  durch 
den  gegebenen  Punkt  den  Durchmesser  iind 
errichte  auf  diesem  im  gegebenen  Punkte 
die  senkrechte  Sehne. 


Aufgabe  16.  Man  soll  duixh  einen  ge- 
gebenen Punkt  innerhalb  eines  Kreises  eine 
Sehne  von  vorgeschriebener  Länge 
ziehen. 

Erkl«  415.  Andere  Auflösungen  derselben 
Aufgabe  16  und  verwandter  Aufgaben  lassen 
sich  mittels  der  Sätze  über  die  geometrischen 
Oerter  ausführen.  Eine  solche  ist  die  in  Müllers 
Koustruktionsaufgaben  gegebene  Lösung  der 
Aufgabe  1748.  —  Man  beachte  die  Gleichartig- 
keit dieser  Aufgaben  und  Auflösungen  für  die 
Lage  des  Punktes  P  innerhalb  oder  ausserhalb 
des  gegebenen  Kreises,  sowie  deren  ausser- 
ordentliche Vereinfachung,  wenn  der  Punkt  P 
auf  die  Peripherie  selbst  zu  liegen  kommt. 


Auflösung.  Durch  Betrachtung  der  Fig.  16 
findet  man,  dass  der  Abstand  dieser  Sehne 
vom  Kreismittelpunkte  in  dem  rechtwinkhgen 
Dreieck  mit  Hypotenuse  MP  gleich  der 
Gegenkathete  des  Punktes  P  sein  mnss. 
Den  Abstand  aber  kann  man  finden  als 
Kathete  eines  andern  rechtwinkligen  Dreiecks, 
welches  zur  Hypotenuse  den  Kreisradius  bat, 
und  als  Kathete  die  Hälfte  der  gegebenen 
Sehnenlänge. 

Trägt  mau  also  diesen  Abstand  von  M 
aus  als  Sehne  in  den  Halbkreis  über  MP 
ein,  so  entsteht  die  verlangte  Sehne  des 
grossen  Kreises  durch  Verbindung  von  P 
mit  deren  Endpunkt. 


Aufgabe  17.  Es  seien  gegeben  zwei 
einander  unter  rechtem  Winkel  schneidende 
Geraden.  Eine  Strecke  von  gegebener  Länge  a 
bewege  sich  so,  dass  ihre  Endpunkte  stets 
auf  den  beiden  Geraden  verbleiben.  Welchen 
Weg  beschreibt  der  Mittelpunkt  dieser 
Strecke? 

Erkl.  416«  Mau  erkennt  leicht,  dass  die 
andern  Punkte  der  Strecke  a  ebenfalls  krumm- 
linige Wege  beschreiben,  nämlich  Ellipsen  um 
denjenigen  Kreisdurchmesser,  welchem  die  klei- 
nere Teilstrecke  von  a  anliegt.  —  Als  prak- 
tisches Beispiel  denke  mau  sich  etwa  eine  an- 
eine  Wand  angelehnte  und  auf  glattem  Boden 
rutschende  Leiter. 


Auflösung.  Die  Strecke  bildet  in  jeder 
Lage  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  mit  Scheitel  im  Schnittpunkt  der 
Geraden  und  gleichbleibender  Hypotenuse. 
Daher  bleibt  auch  nach  Satz  60  des  HL  Teiles 
die  Mittellinie  nach  der  Hypotenuse  dieses 
Dreiecks  stets  gleichgross,  nämlich  gleich 
der  Hälfte  dieser  Hypotenuse.  Folglich  hat 
der  Mittelpunkt  der  bewegten  Strecke  stets 

den  gleichbleibenden  Abstand  -g-  vom  Schnitt- 
punkt, er  beschreibt  also  einen  Kreis  nm 
diesen  mit  Radius  y  (siehe  Figur  171). 
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Aufgabe  18.  Es  soll  ein  Kreis  um  einen 
gegebenen  Mittelpunkt  M  beschrieben  wer- 
den, welcher  ans  einer  gegebenen  Geraden  g 
eine  Sehne  von  vorgeschiiebener  Länge  a 
ausschneidet. 

Erkl.  417.  Dass  wirklich  MA  =  MB  wird, 
fol^t  sofort  aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke 
MFÄ^MFB,  weil: 

1)  MF  =  MF, 

2)  <^  MFA  =  <i  MFB, 

3)  FA  =  FB 

ist.  Folglich  geht  ein  Kreis  um  M  mit  Badius 
MA  Ton  selbst  durch  Punkt  B  und  bildet  die 
Sehne  AB  =i  a. 


Auflösung.  Der  Mittelpunkt  der  aus  der 
Geraden  g  auszuschneidenden  Sehne  ist  der 
Fnsspunkt  F  der  Senkrechten  von  M  auf  g. 
Trägt  man  also  beiderseits  dieses  Fusspunktes 

die  Strecken  FA  =  FB  =  -^  ab,  so  werden 

MA  =  MB  die  Radien  des  gesuchten  Kreises. 
(Die  zugehörige  Figur  ist  nach  den  An- 
gaben der  Aufgabe  leicht  zu  entwerfen.) 


Aufgabe  19.    Man  soll  Kreise  zeichnen, 
welche  ihren  Mittelpunkt  auf  einer  gegebenen 

Geraden  m  haben,    und  welche  aus  einer         .    _„  __         .  ,    ,   i.  i-.         u 

gegebenen  Geraden  g  stets  eine  Sehne  von  ^    ^^^^•^f  «^'     ^^^  wiederholt  für  niehr- 
gegebener  Länge  a  ausschneiden.  ^^<^^«  P?°tte  der  Geraden  m  die  Konsti^uktion 

der  vorigen  Aufgabe  und  erhält  Kreise  von 

Erkl,  418.  Eine  Aufgabe,  wie  die  vor-  verschiedenen  Grössen,  welche  alle  der  Auf- 
liegende Aufjgabe  19,  heisst  eine  unbestimmte  gäbe  genügen, 
Aufgabe.  Damit  eine  solche  vollständig  bestimmt 
werde,  kann  noch  irgend  eine  weitere  Beschrän- 
kung der  Allgemeinheit  hinzugefügt  werden, 
etwa  wie  in  Aufgabe  18  der  Mittelpunkt  selbst, 
oder  em  Punkt,  durch  welchen  der  Kreis  gehen 
soll,  oder  eine  zweite  Sehne,  u.  s.  w. 


b)  Ungelöste  Aufgaben. 

Aufjgabe  20.   Es  sei  ein  Kreisbogen  oder 
eme  K^islinie  gezeichnet  worden  ohne  An- 
gabe  des  Mittelpunktes;    die  Zirkelöffnung        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
sei aber  festgehalten  worden.    Man  soll  den  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  9, 
Mittelpunkt  wieder  aufsuchen.  bedarf  aber  nur  einer  einzigen  Sehne. 
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Aufgabe  21.  Man  errichte  in  den  End- 
punkten einer  Sehne  senkrechte  Linien  und 
untersuche  die  dadurch  auf  einem  beliebigen 
Durchmesser  entstehenden  Strecken. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aar- 
gäbe  ist  analog  der  Autlösung  der  Aufgabe  10 
und  benutzt  Figur  169. 


Aufgabe  22.  Man  soll  die  Aufgaben  10, 
12,  13,  21  für  solche  Fälle  wiederholen  und 
die  zugehörigen  Zeichnungen  ausfuhren,  wo- 
bei die  Richtungen,  der  zu  untersuchenden 
Strecken  entgegengesetzte  sind. 


Andeutung.  Die  Sehne  in  x\ufgabeii  10 
und  21  schneiden  den  Durchmesser  innerhalb 
des  Kreises,  die  Radien  in  Aufgabe  12  die 
parallele  Sehne  ausserhalb  des  Kreises. 


Aufgabe  23.  Man  soll  beweisen, 
je  zw^ei  gegenüberliegende  Verbindungs- 
strecken der  Endpunkte  zweier  Durchmesser 
parallel  und  gleichlang  sind. 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Ant- 
gäbe  stützt  sich  auf  die  Sätze  4  und  7  a. 


Aufgabe  24.  Man  soll  beweisen, 
ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  irgend 
einem  Punkte  einer  Winkelhalbierenden  zweier 
Geraden  liegt,  auf  diesen  beiden  Geraden 
gleiche  Sehnenstrecken  ausschneidet. 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aot- 
gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  13. 


Aufgabe  25.  Man  soll  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb 
eines  Kreises  die  längstmögliche  Sehne  legen. 


Andeutung, 
und  9. 


Man  vergleiche  die  Sätze  4 


Aufgabe  26.  Man  soll  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  eine  Sehne  eines  gegebenen 
Kreises  ziehen,  welche  vom  Kreismittelpunkt 
einen  gegebenen  Abstand  hat. 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  16. 


Aufgabe  27.  Man  soll  mit  gegebenem 
Radius  r  einen  Kreis  zeichnen,  welcher  aus 
einer  gegebenen  Geraden  g  eine  vorgeschrie- 
bene Strecke  AB  als  Sehne  ausschneidet 
(Auflösbarkeit?). 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  den  Auflösungen  der  Aut- 
gaben 18  und  20. 


Anmerkung  3.    Weitere  zu  diesem  Abschnitt  gehörigen  Konstruktionsaufgaben  findet 
man  in  den  dieser  Encyklopädie  angehörigen  Büchern: 

Müller,  Lehrbuch  der  planimetrischen  Konstruktionsaufgaben,  I.  Teil:  Aufgaben  1738 
bis  1740,  1746  bis  1749,  1789,  1880  u.a.m., 

Cranz,  Das  apoUonische  Berührungsproblem:  Aufgabe  1,  49,  51. 


''^^•♦— HIH— »-^^ 
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3)    Aufgaben  über  Tangenten  eines  Kreises. 

(Zu  Abschnitt  A,  2  b.) 

a)  Gelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  28.   Man  soll  an  einen  gegebenen 
Kreis  in  einem  gegebenen  Punkte  eine  Tan-        Auflösung.    Man  zieht  den  Radius  des 
gente  errichten.  Berühningspunktes  und  errichtet  in  diesem 

Punkte  die  Senkrechte  auf  demselben;  diese 

Erkl.  419.    Bei  der  Auflösung  dieser  Auf-   ist  nach  Satz  11  die  verlangte  Tangente, 
gäbe  ist  der  Mittelpunkt  des  Kreises  als  bekannt 
angesehen  oder  als  gefunden  nach  der  Aufgabe  9. 
Für  andere  Fälle  sehe  man  die  folgenden  Auf- 
gaben.   

Aufgabe  29.  Man  soll  an  einen  gegebenen 
Kreisbogen   in   einem   gegebenen  Punkte  P 

eine  Tangente  errichten,  ohne  den  Kreis-         .    «..  t^     j.  i.^      m 

mittelpunkt  zu  benutzen.                                      Auflosung.    Da  die  zur  gesuchten  Tan- 
^                                                             gente  parallelen  Sehnen  aus  dem  Kreise  Bogen 
„  ^,    ,^^     ^               „  ,        :..    T^     ,,  ,     mit  dem  Mittelpunkt  P  ausschneiden,  so  kann 
ErU.  420.    Statt  zur  Sehne  die  Parallele  ^^^  ^^^^  Parallele  zur  gesuchten  Tangente 
durch  P  unmittelbar  zu  konstruieren,  kann  man   ^  ,    ..^^    :„,i««.  ,^„„  ,«{f  ^i^«,  »ZiVirni  Koiiiot. 
auch  auf  der  Sehne  die  Mittel  senkrechte  oder   ^^}^^^f^  »"^^?^  °^^^  Tlwo^i  ^.i^^^^^^^ 
die  Senkrechte  von  P  aus  ziehen,  oder  P  mit  se»ts  des  Punktes  P  gleichlange  Kreisbogen- 
dem  Sehnenmittelpunkt  verbinden  und  auf  dieser  stücke  abschneidet  und  deren  Endpunkte  ver- 
Linie  in  P  die  Senkrechte  errichten.  —  Wäre  P  bindet.     Zieht  man   durch   P  die  Parallele 
der  Endpunkt  des  gegebenen  Kreisbogens,  so  zu  dieser  Verbindungsstrecke,  so  ist  sie  die 
inüsste  zuerst  nach  Aufgabe  28  der  Sreismittel-   gesuchte  Tangente, 
piinkt  aufgesucht  werden.  


Aufgabe  30.  Man  soll  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  P  (siehe  Figur  172  und  173) 
eine  Tangente  an  einen  gegebenen  Kreis  mit        Auflösunff. 

Mittelpunkt  3/  konstruieren.  x    *       i      .         a  -d    i  *    >i 

*^  I.  Analysis.     Angenommen    Punkt  A 

in  Figur  172  sei  der  gesuchte  Berührungs- 

Fiffur  172  punkt  der  Tangente  von  P,    Dann  ist  der 

^  *  Winkel  MAP  ein  rechter,  also  das  Dreieck 

MA  P  ein  rechtwinkliges.    Von  diesem  sind 

bekannt  die  Grösse  imd  Lage  der  Hypotenuse 

MP,  die  Grösse  der  Kathete  MA  =  r  und 

der  rechte  Winkel.    Folglich  ist  Punkt  A 

zu  finden  als  Scheitel  eines  rechtwinkligen 

Dreiecks  über  Hypotenuse  MP  mit  Kathete  r. 

II.  Ausführung.     Man    sucht   mittels 

der  Mittelsenkrechten  auf  der  Strecke  MP 

deren  Mittelpunkt  und  zieht  (s.  Figur  173) 

den  Kreis   mit  Durchmesser  MP,     Dessen 

Schnittpunkte  mit  dem  gegebenen  Kreise  sind 

Erkl.  421.     Nach  Satz  60  des  III.  Teiles  ^ie  Berührungspunkte  B  und  B\ 

muss  der  Scheitel  eines  rechtwinkligen  Dreiecks        ni.  Beweis.    Das  Dreieck  MBP  bezw. 

mit  gegebener  Hypotenuse  auf  dem  Halbkreise   ^ß*  p  i^^  i,ei  P  rechtwinklig ,  die  Strecke 

liegen,  welcher  über  der  Hypotenuse  als  Durch-   j^^  .g^  ^y^^^  Radius,  also  ist  nach  Satz  11 

messer  beschrieben  wird.  ^.^  Linie  BP  Tangente. 

IV.  Determination.  Man  erhält  bei 
jeglicher  Lage  des  Punktes  P  ausserhalb 
des    Kreises    zwei    Schnittpunkte    B^    also 
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Erkl.  i22«   Man  beachte  die  dnalistische  zwei  Tangenten  an  jeden  Kreis  von  jedem 
Ueb ertragung  der  Beziehungen  eines  Kreises  äussern  Pnnkte. 
zum  Pnnkte  und  zur  Geraden: 


Von  den  Punkten 
einer  beliebigen  Ge- 
raden (Sekante)  lie- 
gen zwei  auf  dem 
Kreise. 

Wird  der  Abstand 
einer  Geraden  Tom 
Mittelpunkt  gleich  dem 
Kadius,  so  fallen  beide 
Schnittpunkte  zu- 
sammen in  den  Be- 
rührungspunkt der 
Geraden. 

Wird  der  Abstand 
einer  Geraden  vom  Mit- 
telpunkt grösser  als 
der  Eadius,  so  ver- 
schwinden die  Schnitt- 
punkte (werden  ima- 
ginär). 


Von  den  Geraden 
durch  einen  beliebigen 
(äussern)  Punkt  be- 
rühren zwei  den 
Kreis. 

Wird  der  Abstand 
eines  Punktes  vom 
Mittelpunkt  gleich  dem 
Radius,  so  fallen  beide 
Berührungslinien 
zusammen  in  die  Tan- 
gente des  Punktes. 

Wird  der  Abstand 
eines  Punktes  vom  Mit- 
telpunkt kleiner  als 
der  Badius,  so  ver- 
schwinden die  Tangen- 
ten (werden  imaginär). 


Figur  173. 


Aufgabe  31.  Man  soll  beweisen, 
die  Berührungspunkte  der  Tangenten  von  P 
an  den  Kreis  um  M  auch  ausgeschnitten 
werden  durch  die  Radien  von  M  nach  den 
Punkten,  deren  Entfernung  von  M  gleich  2r, 
von  P  gleich  PM  ist. 

Figur  174. 


Auflösung.  Die  Punkte,  deren  Entferoiing 
von  M  gleich  2r  und  von  P  gleich  PM  ist, 
sind  die  Schnittpunkte  zweier  Kreise  am  U 
und  P  mit  Radius  2r  und  PM,  Bezeichnet 
man  dieselben  mit  A  und  A*  (s.  Figur  174), 
so  sind  PMA  und  PMA*  gleichscheoklige 
Dreiecke  mit  Gnmdseite  MA  =  MA'  =  2r, 
und  die  Kieisschnittpunkte  B,  B*  sind  die 
Mittelpunkte  ihrer  Grundsfeiten.  Folglich  muss 
die  Verbindungslinie  PB  und  PB*  auf  UA 
und  MA*  senkrecht  stehen.  Da  aber  MB 
und  MB*  Radien  sind,  so  wird  nach  Satz  11 
PB  und  PB*  Tangenten. 


Erkl.  428.  Wenn  der  Punkt  P  dem  Kreise 
immer  näher  rückt,  so  wird  der  Winkel  EPA 
immer  kleiner;  und  fällt  P  auf  die  Peripherie 
selbst,  so  wird  die  Konstruktion  nach  der  vorigen 
Auflösung  30  ergebnislos,  in  Auflösung  31  aber 
fällt  der  Punkt  B  mit  P  zusammen,  aber  Punkt 
A  wird  ein  Punkt  der  Tangente,  denn  die 
Konstruktion  fällt  dann  vollständig  zusammen  mit 
der  Auflösung  der  Aufgabe  173  des  III.  Teiles, 
auf  einer  Strecke  MP  im  Endpunkte  P  eine 
Senkrechte  zu  errichten. 
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Angabe  32.  Man  soll  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  P  eine  Gerade  ziehen,  welche 
von  einem  zweiten  gegebenen  Punkte  M  eine 
gegebene  Entfernung  r  hat. 

Erkl«  424.  Wie  ans  den  Anflösnngen  der 
beiden  vorigen  Aufgaben  hervorgebt,  gibt  efi 
dnrch  einen  Punkt  P  zwei  gerade  Linien ,  die 
von  einem  zweiten  Punkte  M  einen  gegebenen 
Abstand  r  haben,  und  die  Linie  PM  halbiert 
den  Winkel  dieser  beiden  Geraden. 


Auflösung.  Da  die  Entfernung  der  ge- 
suchten Geraden  g  von  dem  Punkte  P  ge- 
messen wird  durch  die  Senkrechte  von  M 
auf  g,  so  muss  im  Fnsspunkte  B  ein  rechter 
Winkel  if^  P  entstehen,  also  ist  die  gesuchte 
Gerade  eine  Tangente  PB  an  einen  Kreis  um 
M  mit  Badius  r,  und  die  Auflösung  dieser 
Aufgabe  fällt  zusammen  mit  den  Anflösnngen 
der  beiden  vorigen  Aufgaben. 


Aufgabe  33.  Man  ziehe  an  einen  Kreis 
zwei  parallele  Tangenten  und  einen  beliebigen 
Durchmesser,  und  untersuche  die  dadurch 
auf  Tangenten  und  Durehmesser  entstehenden 
Strecken. 

Figur  175. 


Auflösung.  Die  Gesamtfigur  der  beiden 
Tangenten  und  des  Durchmessers  ist  zentrisch- 
symmetrisch  in  Bezug  auf  den  Kreismittel- 
punkt als  Symmetriezentrum.  Denn  bei  Um- 
drehung um  180^  bleibt  die  Kreislinie  in 
sich  selbst,  die  parallelen  Tangenten  und 
die  beiden  Darchmesserrichtnngen  vertauschen 
ihre  Lage.  Daher  entstehen  auch  durch 
Deckung  kongruente  Strecken: 

1)  auf  jeder  der  beiden  Tangenten, 

2)  auf  jeder  Durchmesserhälfte 
zwischen  dem  Kreispnnkte  und  dem  Schnitt- 
punkte. 


£rkl.  425«  In  Figur  175  sind  nach  Neben- 
stehendem ohne  Bücksicht  auf  die  Zeigerziffem 
oder  Indices,  nur  in  jeder  Gleichung  mit  den- 
selben Ziffern: 

1)  AC  =  BD, 

2)  CE  =z  DF  und  CF  =  DE, 

Die  Verbindungslinien  zweier  Punktepaare  E 
iiiid  F  bilden  nach  Aufgabe  23  ein  Kechteck. 


Aufgabe  34.  Welche  Eigenschaften  be- 
sitzt die  Verbmdungslinie  zweier  Punkte- 
paare  C  und  2)  in  Figur  175? 

Erkl.  420.  Nicht  immer  werden  die  Ver- 
bindungslinien C,D.i  und  C\  Z),  den  Kreis  treffen. 
Geschieht  dies  aoer  von  der  einen,  dann  muss 
es  anch  bei  der  andern  geschehen.  — 

Wttrde  die  Linie  C\D^  den  Kreis  berühren, 
80  würde  auch  CjDj  eine  Tangente.    Dadurch 


Auflösung.  Werden  in  einem  Kreise 
zwei  Durchmesser  gezogen  (s.  Figur  175) 
und  mit  zwei  parallelen  Tangenten  zum 
Schnitt  gebracht,  so  bilden  die  Punkte 
C^D^D^C^  ein  Viereck  mit  Mittelpunkt  M, 
da  seine  Diagonalen  CD  einander  in  M 
halbieren.  Daher  ist  C^D^D^C^  ein  Paral- 
lelogramm, und  es  müssen  die  Strecken  Cj  D^ 
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entstünde  ein  Parallelogramm  mit  zwei  gleichen 
Höhen,  also  ein  Rhombus.  Die  beiden  Höhen 
des  Parallelogramms  C^D^D^C^  sind  nämlich 
die  (durch  M  gezogenen)  Senkrechten  der  Paral- 
lelenpaare. Davon  ist  die  eine  unveränderlich 
gleich  AB^  dem  Kreisdurchmesser.  Die  andere 
Senkrechte  wird  ebenfalls  gleich  dem  Durch- 
messer, wenn  C^D^  und  C^Dy^  den  Kreis  be- 
rühren. Denn  die  Verbindungslinie  dieser  Be- 
rührungspunkte ginge  durch  M  und  wäre  auf 
beiden  Tangenten  senkrecht  Blieben  die  Paral- 
lelen CjDj  und  CjDi  ausserhalb  des  Kreises, 
so  ist  nach  Aufgabe  257  des  III.  Teiles  gleich- 
zeitig ihre  zugehörige  Höhe  die  grössere,  ihre 
Länge  die  kleinere;  schneiden  aber  C\D^  und 
C\D^  den  Kreis,  so  wird  ihre  Höhe  die  kleinere, 
aßer  ihre  Länge  grösser  als  C^  C^  =  />,  D^. 


und  QDi  ebensowohl  parallel  und  gleich* 
gross  sein,  wie  die  Strecken  CjCg  undDji),. 
Wenn  die  Verbindungslinien  C^D^  nnd 
C^D[  den  Kreis  treffen,  so  mtlsBen  auch  je 
zwei  solche  Schnittpunkte  mit  dem  Kreise 
bei  der  Umdrehung  um  180**  zur  Deckung 
gelangen,  also  sind  diese  Ereisscbnittpunkte 
ebenfalls  zentrisch-symmetrisch  nnd  bilden 
daher  selbst  wieder  die  Endpunkte  zweier 
Durchmesser,  und  schliessen  zwischen  sich 
und  den  Tangentenpaaren  beiderseits  paral- 
lele und  gleichlange  Strecken  ein. 


Aufgabe  35.  Man  ziehe  an  einen  Kreis 
zwei  parallele  Tangenten  und  eine  dazu  senk- 
rechte Sehne,  und  untersuche  die  dadurch 
entstehenden  Strecken. 

Figur  176. 


Auflösung.  Die  Gesamtfigur  der  beiden 
Tangenten  und  der  Sehne  ist  achsig-sym- 
metrisch  in  Bezug  auf  den  zu  den  Tangenten 
(mittel-)parallelen  Durchmesser  als  Symme- 
trieachse. Denn  bei  ümklappung  um  diesen 
bleibt  die  Kreislinie  in  sich  selbst,  die  paral- 
lelen Tangenten  und  die  beiden  Sebnenrich- 
tungen  vertauschen  ihre  Lage.  Daher  ent- 
stehen auch  durch  Deckung  kongruente 
Strecken : 

1)  auf  jeder  der  beiden  Tangenten, 

2)  auf  jeder  Sehnenhälfte  einerseits  und 
beiderseits  des  Mittelpunktes:  zwischen  den 
Kreispunkten  und  den  Schnittpunkten  der 
Geraden. 


Erkl.  427.  In  Figui-  176  sind  nach  Neben- 
stehendem ohne  Rücksicht  auf  die  Ziffern: 

1)  AC=iBD, 

2)  CB  =  DF  und  CF  =  DE, 
wie  in  Erkl.  425  für  Figur  175. 

Erkl.  428«  Man  beachte  die  fast  wörtliche 
Uebereinstimmung  der  Aufgaben  und  Auf- 
lösungen 33  und  35  für  achsige  bezw.  zentrische 
Symmetrie.  


Aufgabe  36.  Welche  Eigenschaften  be- 
sitzen die  Verbindungslinien  zweier  Punkte- 
paare C  und  D  bezw.  E  und  F  in  Fig.  176? 

Erkl«  429.  Infolge  der  achsigen  Symmetrie 
der  Gesamtfigur  176  in  Bezug  auf  den  zu  den 
Tangente;i  parallelen  Durchmesser  als  Achse 
treffen  sich  auf  dieser  selben  Geraden  auch  eine 
Reihe  weiterer  Veibindungslinien  symmetrischer 
Punktepaare,  wie  (\F^  und  J^E^  oder  (\K^ 


Auflösung.  1)  Werden  in  einem  Kreise 
zwei  parallele  Sehnen  gezogen  (s.  Figur  1  TG) 
und  mit  zwei  dazu  senkrechten  Tangenten 
zum  Schnitt  gebracht,  so  bilden  die  Punkte 
Ci  Dl  D^  Cg  ein  Rechteck,  dessen  Diagonalen 
CiZ>2  ^ßd  CjDg  einander  auf  der  Miitel- 
paraUelen  der  Tangenten  treffen  und  zu  dieser 
als  Achse  ebenfalls  achsig-symmetrisch  sind. 
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und  D^K^^,  C\B  und  D^Ä,   C,H^  und  D^G^, 
(\E^  und  -Dj-Fj,  und  viele  andere. 

!^emer  entstehen  wieder  zur  Achse  und  den 
beiden  Tangenten  senkrechte,  also  zu  den  ge- 
gebenen parallele  Sehnen: 

Ebenso  sind  einzelne  Punkte,  Strecken, 
Winkel  und  Teilfiguren  beiderseits  der  Achse 
achsig-sjmmetrisch  kongruent,  so  die  Schnitt- 
punkte und  Schnittwinkel  der  Geraden  CD  und 
£T,  die  Strecken  J, JF,  —  J^F^,  K^E^  =  K^F^ 
nud  deren  Winkel  mit  Tangenten  und  Sehnen, 
.lie  Bogensttlcke^iö,  =  F^H^  und  E^G^  =  jP,S„ 
sowie  die  von  den  vier  Punkten  C^  G^  E^  .7,  und 
D^H.F^J^  oder  den  vier  Punkten  C^E^S^K^ 
und  D^F^H^K^  gebildeten  Figuren. 


Daher  liegt  der  Schnittpunkt  auf  dem  zu 
den  Tangenten  parallelen  Durchmesser,  und 
auch  die  Schnittpunkte  (r,  H  mit  dem  Kreise 
sind  achsig-symmetrlsche  Punkte  zu  diesen, 
2)  Die  Punkte  E^F^F^E^  bilden  ebenfalls 
ein  achsig-symmetrisches  Viereck  und  zwar 
mit  zwei  parallelen  Gegenseiten.  Daher 
treffen  auch  die  Diagonalen  dieses  Vierecks 
einander  auf  der  Achse,  also  auf  dem  zu 
den  Tangenten  parallelen  Durchmesser  und 
schneiden  auch  die  Tangenten  in  achsig- 
symmetrischen  Punkten  J,  K, 


Aufgabe  37.  Man  soll  an  einen  gegebenen 
Kreis  eine  Tangente  ziehen,  welche  von  zwei 
e:egebenen  Punkten  A  und  B  gleichen 
Abstand  hat. 

Erkh  480.  Geht  die  Tangente  zwischen  AB 
hindurch,  und  werden  gleiche  Abstände  voraus- 
gesetzt, so  haben  die  Dreiecke  aus  Strecke  AB, 
der  Tangente,  und  den  Abständen  gleiche  Winkel 
(als  Scheitel-  bezw.  Wechselwinkel)  und  eine 
gleiche  Seite  (die  Abstände),  folglich  sind  sie 
kongruent  und  ihr  Scheitelpunkt  auf  AB  hal- 
biert AB. 

Wird  umgekehrt  dieser  Punkt  auf  AB  als 
Mittelpunkt  angenommen,  so  haben  dieselben 
Dreiecke  wieder  drei  gleiche  Winkel  und  die 
f^Ieiche  Hypotenuse,  folglich  sind  auch  umgekehrt 
die  Gegenkatheten,  nämlich  die  Abstände  gleich- 
gross. 

Derselbe  Beweis  ist  auch  zu  fAhren  mittels 
der  zentrischen  Symmetrie  zum  Schnittpunkt 
der  Tangenten  mit  AB. 

Figur  177. 


Erkl«  48L  Nur  von  einem  Punkte  ausser- 
halb eines  Kreises  lassen  sich  zwei  Tangenten 
an  denselben  ziehen.  Während  daher  parallele 
Tangenten  zur  gegebenen  Strecke  AB  stets 
ohne  Ausnahme  zu  zweien  vorhanden  sind,  wer- 
den die  beiden  anderen  unmöglich,  wenn  der 


Auflösung. 

I.  Analysis.  Angenommen,  die  verlangte 
Tangente  sei  gefunden,  dann  müssen  die 
beiden  von  A  und  B  auf  dieselbe  gefällten 
Senkrechten  gleiche  Länge  haben,  a)  Liegen 
dann  die  Punkte  A  und  B  auf  gleicher 
Seite  der  Tangente,  so  muss  das  aus  den 
Punkten  A  und  B  und  den  Fusspunkten  der 
Senkrechten  gebildete  Viereck  ein  Rechteck 
sein,  also  die  Tangente  parallel  zur  Linie 
AB.  b)  Liegen  aber  die  Punkte  A  und  B 
auf  verschiedenen  Seiten  der  Tangente, 
so  muss  die  Tangente  durch  den  Mittel- 
punkt der  Strecke  AB  gehen. 

n.  Ausführung,  a)  Man  fälle  (siehe 
Figur  177)  von  M  auf  ^jB  die  Senkrechte 
und  errichte  auf  dieser  in  den  Kreisschnitt- 
punkten die  senkrechten  Tangenten.  Oder 
man  konstruiere  b)  nach  Aufgabe  30  oder  31 
die  Tangenten  an  den  Kreis  von  dem  Mittel- 
punkte der  Verbindungsstrecke  AB, 

IlL  Beweis.  Die  beiden  ersten  Tan- 
genten haben  gleichen  Abstand  von  A  und  B^ 
weil  sie  parallel  AB  sind,  die  beiden  andern, 
weil  sie  durch  den  Mittelpunkt  von  A  und  B 
gehen  (vergl.  Erkl.  430). 

IV.  Determination.  So  lange  der 
Mittelpunkt  von  A  und  B  ausserhalb  des 
Kreises  liegt,  erhält  man  allgemein  stets 
vier  Lösungen,  liegt  dieser  Mittelpunkt 
auf  dem  Kreise,  so  entstehen  drei  Lösungen, 
liegt  er  innerhalb  des  Kreises,  so  bleiben 
doch  immer  die  zwei  Lösungen  nach  der 
Konstruktion  («).  Wenn  die  Punkte  A  and 
B  selbst  auf  einer  Tangente  des  Kreise? 
liegen,  so  fällt  von  den  genannten  Lösungen 
stets  noch  eine  fort. 
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Mittelpunkt  der  Strecke  AB  in  den  Kreis  hinein- 
rückt Liegt  er  auf  dem  Kreise,  so  entsteht 
als  einzige  zwischen  A  und  B  hindurchgehende 
Tangente  die  in  diesem  Punkte  an  den  Kreis 
errichtete  Tangente. 

Sind  A  und  B  selbst  Punkte  derselben  Tan- 
gente an  den  Kreis,  so  fällt  die  eine  Tangente 
aus  dem  Mittelpunkt  von  AB  mit  der  einen 
Tangente  parallel  AB,  d.  h.  durch  A  und  B 
selbst  zusammen. 


Aufgabe  38.  Man  ziehe  in  einem  Kreis- 
punkte die  Tangente  und  die  Verbindungs- 
linien nach  den  Berührungspunkten  zweier 
parallelen  Tangenten  und  untersuche  die  auf 
diesen  parallelen  Tangenten  entstehenden 
Strecken. 

Figur  178. 


Auflösung.  Zieht  man  in  Figur  178  von 
den  Endpunkten  des  Durchmessers  AB  die 
Verbindungslinien  nach  dem  Ereispunkte  E 
und  die  parallelen  Tangenten  BC  mA  AD 
sowie  in  E  die  Tangente  FG,  so  entsteht 
über  ^  B  als  Hypotenuse  ein  rechtwinkliges 
Dreieck  AEB,  und  folglich  sind  als  Neben- 
winkel auch  die  Winkel  BEC  und  AED 
Rechte,  die  Dreiecke  BEC  und  AED  siod 
ebenfalls  rechtwinklige  Dreiecke.  Nun  sind 
aber  nach  Satz  14  die  Tangentenabschnitte 
von  den  Punkten  E  und  F  auch  je  einasder 
gleich,  nämlich  GB  =  GE  m^  FA  =  FE. 
Folglich  muss  GE  bezw.  FE  je  als  Mittel- 
linie des  rechtwinkligen  Dreiecks  gleich  den 
beiden  Hypotennsenhälften  sein  (s.  Satz  60 
des  III.  Teiles  und  Erkl.  432).  Daher 
schneidet  eine  beliebige  Tangente 
je  zwei  parallele  Tangenten  in  den 
Mittelpunkten  der  Abschnitte  (5Cnnd 
ÄD),  welche  durch  die  Verbindungs- 
linien der  drei  Berührungspunkte 
gebildet  werden. 


Erkl.  482.  Dass  in  Figur  192  wegen  der 
rechten  Winkel  BEC  —  AED  =  90o  und  wegen 
der  Gleichheit  GB  =  GEnuä  FE  =  FA  auch 
die  Gleichheit  dieser  Strecken  mit  GC  bezw.  FD 
bestehen  muss,  lässt  sich  verschieden  beweisen: 

Entweder  setzt  man  die  Winkelbeziehungen 
an:  Im  gleichschenkligen  Dreieck  BGE  ist 
<^B=z^E,  also  ist  <^CGE als  Aussenwinkel 
gleich  ^'-^GEB,  aber  <^CEG  ist  auch  gleich 
900~<^(?^J9,  folglich: 

^GrE=  lSOf>  —  {CGE+CEG) 

=  ISO^ -'{2'<^GEB-\- 900— GEB) 
zzz^W  —  GEB, 

also  =  CEG.   Folglich  ist  auch  Dreieck  CGE- 
gleichschenklig,  nnd  CG  =  GE  =  GB. 

Oder  man  beachtet,  dass  nach  Satz  60  des 
dritten  Teiles  der  Scheitel  E  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  AED  nur  von  einem  Punkte  der 
Hypotenuse  denselben  Abstand  haben  kann  wie 
vom  Endpunkte  A,  dass  also,  wenn  EF=FA 
ist,  wegen  des  Halbkreises  auch  EF=^FD 
sein  muss. 
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Aufgabe  39.  Man  ziehe  an  einen  Kreis 
(siehe  Figur  179)  zwei  beliebige  Tangenten 
in  A  und  Bj  lasse  eine  dritte  Tangente  D  CE 
am  Kreise  gleiten  und  beobachte  den  Winkel 
DME  bei  dieser  Bewegung. 

Figur  179. 


Erkl.  488.  Wenn  der  Winkel  DME  stets 
der  gleiche  bleibt,  so  sagt  mau  auch,  die  Strecke 
('D  werde  von  Jf  aus  „unter  dem  Winkel  EMD 
gesehen''  oder  die  Strecke  „erscheine*'  uuter 
dem  Winkel  DME-,  daher  erhält  man  die  Aus- 
sage: Alle  Tangentenstrecken  zwischen 
zwei  festen  Tangenten  eines  Kreises 
erscheinen  TomMittelpunkte  ausgleich- 
gross,  nämlich  wie  dieHälfte  desBogens 
zwischen  den  Berührungspunkten  der 
testen  Tangenten.  Denn  der  Bogen  AB 
erscheint  unter  dem  Winkel  AMB,  und  DME 

.      ,  .  ^   AMB 
ist  gleich  — - — . 


Auflösung.  Der  Winkel  der  Verbindungs- 
linien DM  und  EM  besteht  aus  den  zwei 
Teilen  D  MC  +  EMC.  Davon  ist  der  erstere 

,  _    <t  AMC    ^    ',  ,  ,         ,  .  ,    <i  BMC 
gleich  — g- — ,  der  letztere  gleich  -^^ — i 

also  der  ganze  Winkel: 

DME=  ^(:'^AMC'\-BMC)  =  \^^AMB, 

Und  dieser  Wert  bleibt  sich  gleich,  wo 
auch  der  Berührungspunkt  C  liegen  mag 
zwischen  A  und  B.  Nun  hat  der  Winkel 
AMB  zwei  verschiedene  Grössen,  je  nach- 
dem der  hohle  oder  der  überstunipfe 
Winkel  AMB  eintritt;  davon  ist  ersterer 
nach  Satz  13  supplementär  zum  Winkel  der 
Tangenten,  der  letztere  um  180^  grösser  als 
derselbe  Tangentenwinkel.  Daher  bilden 
die  Verbindungslinien  nach  den  Punkten 
D  und  E  stets  denselben  Winkel,  wel- 
che Lage  auch  die  dritte  Tangente 
zwischen  den  zwei  festen  annehmen 
möge.  Oder  das  Dreieck  DME  behält 
bei  jeglicher  Lage  der  Tangente  DE 
stets  gleichen  Winkel  an  der  Spitze 
und  gleiche  Höhe. 


ErU.  484.  Die  Höhe  des  Dreiecks  DME 
ist  die  Senkrechte  von  der  Spitze  M  auf  DE, 
Diese  mnss  aber  durch  den  Berührungspunkt 
gehen,  also  stets  gleich  dem  Radius  sein. 


Aufgabe  40.  Man  soll  beweisen,  dass  in 
Figur  179  die  Winkelpaare  D^MD^  und 
^i^^2  gleichgross  sind,  und  ebenso: 

ErU«  43o.  Verfolgt  man  die  Drehung  der 
Tangente  D^E^  bis  sie  parallel  AD  wird,  so 
fällt  Punkt  D  ins  Unendliche  und  erscheint 
dann  wieder  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
jenseits  des  Schnittpunktes  der  beiden  Geraden; 
bei  weiterer  Drehung,  bis  E^  nach  B  selbst  rückt, 
lällt   er  mit  diesem   Schnittpunkt  zusammen, 


Auflösung  Werden  zwei  feste  Tan- 
genten AD  und  BE  von  zwei  andern 
geschnitten,  so  erscheinen  die  auf  den 
festen  Tangenten  gebildeten  Ab- 
schnitte vom  Mittelpunkte  aus  unter 
gleichen  Winkeln;  denn  da  nach  voriger 
Aufgabe  ^^D^ME^  =  D^^ME^  ist,  so  muss 
der  grosse  Winkel  D^ME^  vermindert  nm 
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und  die  Linie  MD  ist  dabei  wirkliche  Hai-  jeden  einzelnen   dieser  kleinen  gleichgrusse 

bierungslinie  des  Winkels  AMB.     Dann  erst  Reste  geben,  nämlich: 

gelangt  die  Tangente  durch  die  Lagen  3  und  4        T^  http       n  tutv  ^  t^  tltv       n  \rv 

in   die  Lage  .42)  selbst,  wird  sodann  einmal        D^Mh^-^  D,ME,  ^  D^MH^  — D^Mt,, 

parallel  mit  BE  und  fällt  zuletzt  wieder  mit  also: 

D^E^  zusammen.  D^MD^  =  E^ME^, 


Aufgabe  41.  Man  ^soll  ein  Dreieck 
konstruieren,  von  welchem  gegeben  sind 
eine  Seite,  ein  anliegender  Winkel  und 
die  zu  diesem  Winkel  gehörige  Höhe. 

Erkl.  436*  Anstatt  die  nebenstehende  Auf- 
gabe zurückzuführen  auf  die  Auflösung  der  Auf- 
gaben 80  bis  32,  kann  sie  auch  gelöst  werden 
nach  den  Aufgaben  des  Abschnitts  B  3  der  Auf- 
gabensammlung am  Schlüsse  des  III.  Teiles. 
Denn  die  Seite  e  bildet  mit  ht  und  h  ein  recht- 
winkliges Dreieck,  von  welchem  Hypotenuse  und 
eine  Kathete  gegeben  sind. 

Erkl«  487.  Die  verschiedenen  Lösungsfälle 
für  spitzen,  rechten,  stumpfen  Winkel  y  unter- 
scheiden sich  durch  die  Lage  des  Berührungs- 
punktes der  Tangente  unter,  auf,  oder  über 
dem  Schnittpunkte  von  h  mit  dem  Winkel- 
schenkel von  ß.  


Auflösung.  Sind  c  undjS  die  gegebenen 
Stücke,  so  hat  die  zu  suchende  Seite  h  vom 
Punkte  B  einen  Abstand  gleich  der  gegebenen 
Höhe  Äi,  also  ist  h  Tangente  vom  Punkte  A 
aus  an  einen  Kreis,  welcher  mit  der  Länge  h 
als  Radius  um  den  Punkt  B  als  Mittelpimii: 
gezeichnet  wird. 

Man  trage  also  die  Strecke  c  und  den 
anliegenden  Winkel  ß  an  einer  beliebigen 
Linie  ab,  beschreibe  um  B  mit  Badins  k 
einen  Kreis  und  ziehe  an  diesen  vom  Punkte  J 
aus  eine  Tangente.  Diese  ist  die  gesaehte 
dritte  Dreiecksseite. 


b)    Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  42.   Man  soll  mit  dem  gegebenen 
Radius  r  einen  Kreis  zeichnen,  welcher  eine 

gegebene  Gerade  im   gegebenen  Punkte  B        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
berührt.  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  2S. 


Aufgabe  42  a.  Man  kenne  von  einem 
Kreise  den  Mittelpunkt  und  eine  Tangente, 
und  es  soll  der  Berührungspunkt  auf  der 
Tangente  gesucht  werden. 


Andeutung.  Wie  in  der  vorigen  Aufgabe. 


Aufgabe  43.    Von  einem  Kreise  sei  der 
Mittelpunkt  und  eine  Tangente  g  bekannt. 

Man  soll  beliebig  viele  weitere  Tangenten        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
an  denselben  ziehen.  ^^^e  ig^  analog  den  Auflösungen  der  Auf- 

gaben 30  und  31. 


Aufgabe  44.  Ein  Fass  soll  in  einen 
Winkel  eines  Zimmers  gestellt  werden.  Wie- 
viel Wandraum  von  der  Ecke  aus  mnss  frei 
bleiben  ? 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aut- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  32. 


Aufgabe  45.  Ein  Fass  rollt  in  den 
Winkelraum  zwischen  Boden  und  Dachbalken 
eines  Speichers.  Wie  weit  kann  es  in  den 
Winkel  hineinkommen? 


Andeutung.  Wie  in  der  vorigen  Anfeabe. 
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Aufgabe  46.  Man  beweise,  dass  die 
Verbindangslinie  zweier  Punkte  auf  parallelen 
Tangenten: 

a)  welche  von  den  Berührungspunkten  in 
entgegengesetzter  Richtung  gleichweit  ent- 
fernt sind,  oder:  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

b)  welche    durch    die    Verbindungslinien  gäbe  ist  analog  den  Auflösungen  der  Auf- 
der  Endpunkte  zweier  Durclimesser  ausge-  gaben  33  und  84. 

schnitten  werden  —  durch  den  Kreismittel- 
punkt gehen.  ^^^^^^ 

Aufjgabe  47.  Man  beweise,  dass  die  Ver- 
bindungslinien zweier  Punkte  auf  parallelen 
Tangenten : 

a)  welche  von  den  Berührungspunkten 
gleichgerichtet  gleiche  Entfernung  haben  — 

oder:  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

b)  welche  durch  die  Durchmesser  zweier  gäbe  ist  analog  den  Auflösungen  der  Auf- 
ebensolchen  Punkte  ausgeschnitten  werden  —   gaben  35  und  36. 

auf  der  Tangente  senkrecht  stehen,  und  den 
Kreis  in  symmetrischen  Punkten  treffen. 


Aufgabe  48.  Man  soll  zwei  Punkte  A 
nnd  B  suchen,  die  von  drei  gegebenen  Tan- 
genten eines  Kreises  je  zwei  gleichiange 
Abstände  haben. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  ansdog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 37.  Man  vergleiche  besonders  Figur  177. 


Aufgabe  49.  Man  ziehe  an  einen  Kreis 
zwei  parallele  Tangenten  in  A  und  B  und 
eine  drittte  in  E^  verlängere  die  auf  den 
Parallelen  gebildeten  Tangentenabschnitte 
um  sich  selbst  und  beweise,  dass  die  Ver- 

bindnngsstrecken  ACimdBI)  (s.  Figur  178)        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
dai  ch  den  Berührungspunkt  E  gehen  müssen,  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  38. 


Aufgabe  50.  Man  lasse  ein  Dreieck  sich 
80  verändern,  dass  eine  Ecke  M  und  deren 
Winkel  sowie  zugehörige  Höhe  gleich  bleibt, 
während  eine  andere  Ecke  auf  einer  Geraden 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 


gleitet.   Welche  Bahn  durchläuft  dabei  die  gäbe  ist  analog  den  Auflösungen  der  Auf- 


dritte Ecke? 


gaben  39  und  40. 


Aufgabe  61.  Ein  Dreieck  zu  konstruieren, 
von  welchem  eine  Seite  c  und  zwei  be- 
liebige Höhen  gegeben  sind. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  41 ; 
und  zwar  ist  zu  unterscheiden,  ob  die  zur 
Seite  gehörige  Höhe  gegeben  ist,  oder  nicht. 

Anmerkung  4.    Weitere  zu  diesem  Abschnitt  gehörigen  Konstruktionsaufgaben  findet 
man  in  dieser  Encyklädie  in: 

Müller,  Konstruktionsaufgaben  I:   Nr.  1741  bis  1745,    1750  bis  1754,    1790,    1802, 

1882  bis  1890,  m.  a.  m. 
Cranz,  Apollonisches  Problem:  Nr.  4,  37,  38,  45  bis  50,  52,  53,  55,  57. 


*^*  4 TX-t'-^*^- 
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4)    Aufgaben  über  Peripheriewihkel  eines  Kreises. 

(Zu  Abschnitt  A,  3  a.) 

a)  Gelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  52.  Wie  gross  sind  die  Peri- 
pheriewinkel (auch  Sehnentangenten- 
winkel)  über  dem  3.,  4.^  5.,  6.,  •••  wten 
Teile  eines  Ereisumfanges  als  Standbogen? 

Erkl.  488«    Da  der  Peripberiewinkel  über 

Bogengraden    die   Anzahl    -^ —  = 

Winkelgrade  hat,  so  könnte  man  aussagen,  der 
Standbogen  eines  Peripherie  winkeis  sei  der  eben- 
soTielte  Teil  des  Vollkreises,  als  der  Winkel 
vom  gestreckten  Winkel;  oder  der  Peripherie- 
winkel verhält  sich  zum  gestreckten  Winkel, 
wie  sein  Standbogen  zum  Vollkreis. 


Auflösung.    Da  der  3.,  4.,  u.  s.  \v.  Teil 
360  360 

des  Kreisumfanges  — ö-  =  120.  — j—  =  90, 

grade  hat,  so  hat  ein  übei*  diesem  Bogen 
stehender  Peripheriewinkel   jeweils   halbso- 

360 
viele  Winkelgrade,   nämlich  — g- =  ^'^» 

360 


360    _ 

-^  Bogen- 


360  360  _ 

-g- =  46,  -^^  —  36, 


12 


10 

.     360         180    .„.  ,    ,        , 
mein  -^ —  = Winkelgrade, 


=  30,    all-e< 


Aufgabe  63.  Wie  gross  sind  die  Bogen- 

stilcke,   welche  durch  Peripheriewinkel  von 

120'\  90^,  60®,  45®,  •  •  •  n®  ausgeschnitten 
werden? 

Erkl.  439.    Man  kann  auf  Grund  der  Auf- 
gaben 52  und  63  die  Verdoppelung  oder  Hai-   ^     <»no-rai^p 
bierung  einer  Winkelgrösse  dadurch  ausführen,   -DOgengraae. 
dass  man  zu  dem  Winkel  als  Peripheriewinkel 
den  Mittelpunktswinkel  zeichnet  und  umgekehrt. 


Auflösung.  Die  Standbogen  haben  jeweils 
doppelt  so  viele  Bogengrade,  als  die  Peri- 
pheriewinkel Winkelgrade,  also  in  neben- 
stehenden Fällen  240®,  180®,  120®,  90®,  •  •  •  2n 


Aufgabe    64.      Man    soll    mittels 
Satzes  16  c  die  Aufgabe  29  lösen. 


des 


Erkl.  440.  Während  die  Auflösung  der  Auf- 
gabe 29  nur  für  solche  Punkte  P  möglich  war, 
welche  nicht  am  Endpunkte  des  Bogens  lagen, 
so  ist  die  nebenstehende  Auflösung  für  diesen 
Fall  ebenso  gut  ausführbar.  —  Man  kann  sogar 
den  Peripherie  Winkel  unterhalb  der  beliebigen 
Sehne  benützen,  statt  über  der  Sehne  g,  und 
trägt  dann  nicht  den  Winkel  selbst,  sondern 
sein  Supplement  am  Punkte  P  an. 


Auflösung.  Man  ziehe  in  dem  gegebenen 
Punkte  P  eine  beliebige  Sehne,  zeichne  einen 
der  über  dieser  Sehne  stehenden  Peripherie- 
winkel und  trage  denselben  im  Punkte  /' 
an  der  Sehne  als  Schenkel  an.  Dann  djuss 
der  andere  Schenkel  Tangente  sein  im 
Punkte  P. 

Denn  die  Tangente  in  P  muss  denselben 
Winkel  mit  der  Sehne  bilden,  wie  der  an- 
getragene Peripherie  Winkel;  eine  zweite  Linie 
unter  gleichem  Winkel  mit  der  Sehne  besteht 
nicht,  also  ist  der  Winkelschenkel  die  Tan- 
gente. 


Aufgabe  55.    Es   sollen  vor  einem  Ge- 
mälde  Stühle   so  aufgestellt   werden,    dass 

jeder  Beschauer  die  Gesamtbreite  des  Bildes  ^        „,.  ,  , 

unter  gleichem  Winkel  sieht.  Auflösung.     Ist    der    gegebene  VVinüei 

Peripheriewinkel  eines  Kreises,  in  weicuem 

Erkl.  441.  An  Stelle  des  Bildes  kann  man  die  Bildbreite  eine  Sehne  büdet,  so  wird  von 

sich  auch  ein  Gebäude  denken,  oder  ganz  be-  jedem    dieser   Kreispunkte    das   Bild  unter 

sonders  die  Rampe  einer  Theaterbühne.    Dann  demselben  Winkel  gesehen.    Man  konstruiere 
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Preisgekrdnt  in  Frankfairt  a.  M.  1881. 

Der  ansfUhrliclie  Prospekt  und  das  ansfülirliGlie  Inhalts- 
Terzeichnls  der  „YoUstandig  gelösten  Anfgabensammlnng  Yon 
Dr.  Ad.  Eleyer^'  kann  Yon  jeder  Bnckhandlong,  sowie  Yon  der 
Verlagskandlong  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 
1).  Jedes  Heft  ist  aiijtseachiiitten  und  gut  brochiert  um  den  soforticeii  and  «Uoexn- 

den  Oebraäch  zn  gestatten. 
S).  Jedes  Kapitel  enthUt  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhalts^endchnis,  Berichtigiingen 

und  ErUänmgen  am  Schlosse  desselben. 
8).  Auf  Jedes  einsefaie  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8—4  Hefte  zn  dem  Abonnementspreiae  von  S5  Pfg.  pro  JBeft 
6).  Die  Beihenfblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kors  angedeuteten  Ihhaltsver- 

letchnis  ist,  wie  aus  dem  Froapekt  endohtlioh,  ohne  Jede  Bedeutung 

für  die  Interessenten. 
6).  Das  Werk  enthält  AUea,  was  sich  ftberhanpt  anf  mathematische  Wissenschaften 

bedeht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  nnd  Begehi  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 

An^^ben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Aof- 

gaben  nnd  vielen  vortrefflichen  Figuren. 
7).  Das  Werk  ist  efai  praktlaohea  Xiebrbudh  ffir  Söhfiler  aller  Sdhulen,  das 

beeto  Handbutih  für  Lehrer  nnd  Examinatoren,  das  Yonfiglioluite  Xiehrbuok 

nun  Seibetstudium,  das  Yortreflniokste  Naohaohlagebuok  fOr  Fachleute  and 

Techniker  Jeder  Art 
8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestdlungen  entgegen. 


H^  Das  volltilndige 

Inhalt  STerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachiifge  Über  die  Inzwlsciien  neu  erschienenen  Hefte. 


Dnak  Toa  Oarl  Hammer  In  StattgarU 
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Aufgaben  -  Sammlung 


-  nebst  Anhängen  ungeUlster  Aufgaben,  fQr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

Bit 

in^be  nd  btileUat  to  bnitita  Sttn,  Forntebi,  Regebi  In  Fn^  ud  iBtiortu 

«rl&atert  darch 

viele  Holzschnitte  &  lithograplL  Tafeln, 

am  allen  Zweigen 

der  Bedlealms^  der  nledereii  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  iphMscheB 

Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 

DüTerential-  n.  bitegral-Rechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Banmes  etc.);  — 

ans  aUea  Zwdhr«B  der  Physik,  Mechanik,  Graphestatik,  Chemie,  Geodftsie,  Nantik, 

mathenal.  Geem^hie,  AslMBeadei  des  Masehfiien-,  Straflsen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 

Braekan*  n.  HeehlMni's;  der  KenstmktienslehreB  als:  darstelL  GeomeMeft  Pelar-  n. 

PamUel-PerspeettTe,  Sehattenkenstmktienen  etc.  etc 

f&r 

SchtUer»  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfoigrelchen 

Studitun,  rar  ForthUfls  bei  Schularbeiten  and  znr  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften» 


Mathenifttiker,  ?«rdd«tor 


herausgegeben  von 

Hr.  Adolph  Hleyer^ 

ktelgL  prenii.  FdldmMser,  Tor«idot«r  grosth.  hesiitoh^r  G«omel«r  I.  Klaiie 

in  Vrankftirt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 

Ebene  Elementar-Geometrie  (Planimetrie). 

Vierter  Teil. 

Die  Lehre  vom  Kreis. 

Die  geometrischen  Oerter  und  die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J.  Saehs. 
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Das  vollettndige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann^i^ 
dupfih  ieda  Burhhsndluna  bejoaen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfart  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieiet  Werk,  welchem  kein  iknliehes  sar  Sdte  steht,  ertcheint  monfttlieh  in  w^ 
Heften  su  dem  billigen  Preise  Ton  25  4  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  C^esamtgeblete  der  Mathematik,  Phjgik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen«,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hochbaues,  des  konstroktlTen  Zeichnena  etc.  etc.  nnd  swar  in  roUsttadig 
gelMer  Form,  mit  Tlelen  Figuren,  ErklBmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwickeln^  der 
benutiten  S&tie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lttannf 
Jedermann  Tcrst&ndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grSssere  Ansahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergimen  nnd  alsdann  auch  aUe 
TeUe  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbstftndigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  voriiegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngeltfoten  An^ben  beigegeben,  welche  der 
dgenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  besflgUchen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
Oberlassen  bleiben,  und  nigleich  von  den  Herren  Lehrern  fdr  den  Schulunterricht  benutit 
werden  können.  —  Die  Lgsungen  hierin  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fftr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsrerBrieh- 
Bis,  BMlchtigUBgen  und  erlftutemde  ErklAmngen  Aber  das  betn^lfende  Kapitel  surAusgaba 

Das  Werk  behandelt  lun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natnrwiasen- 
schaftUchen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realsehnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bfirgerschnlen,  PÜTatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasiesi,  Piw- 
gymnaslen,  Schullehrer-Seminaren,  Polytechniken,  Teehniken,  Bangewerfcsdinlen, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereltungsschnlen  aUer  Arten,  geweAUehe 
Fortblldungssehulen,  Akademien,  ünlTersitaten,  Land-  und  Forstwlssensehaflssehnlea, 
MiUtlrschnlen,  Yorbereltungg-Anstalten  aller  Arten  als  i.  B.  für  das  Eii^tkrig^Frei- 
willlge-  nnd  Gfflxiers-Examen,  etc. 

Die  Sehttler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftUchen  FÄcher,  werden  durch  diese.  Schritt  fllr  Sehritt  geUlste»  Anf^ben- 
sammlung  immerwfthrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  lum  unfidhlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gesdgt,  welche  sie  bei  ihren  Prflftingen  sn  lösen  haben,  sugleich  aber  auch 
die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgef&hrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  krifkige  Stiltee  filr  den  Bdtul- 
'  Unterricht  geboten  werden,  indem  aur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematlMlien 
Disiiplinen  —  lum  Auflösen  ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schfller  bei  seinen  h&uslichen  Arbdten  eine  voD- 
stftndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Auliir*ben  lu  lösen,  die  ge- 
habten Segeln,  Formeln,  S&üse  etc.  aniuwenden  und  praktisch  au  rerwerten.  Lus^  Hebe 
und  Yerstibidnls  fOr  den  Schnl-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  F^hgenossen  aller  Art,  Mllitits 
etc  etc.  soU  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  nnd  vielleicht  ▼ergessenea 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  angleich  durch  ihre  prakttscheii  in  aUen  Bcraf^ 
awelgen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  ferleihen  und 
somit  den  Antrieb  su  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  nnd  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  der  ITtaran 
▼erbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yorftisor 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  ErlediniBff 
thunlichBt  berOcksichtigt  «««»s 

Stuttgart.  Die  YerlagBluuidliiiu;. 
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findet  man,  dass  die  Logenreihen  des  Theaters 
(im  antiken  Arnj^itheater  sämtliche  Sitzreihen) 
in  Kreisbogen  angeordnet  sein  müssen.  Wenn 
der  Gesichtswinkel  kleiner  als  900  sein  soll,  so 
darf  dieser  Kreisbogen  kein  Halbkreis  werden, 
sondern  muss  mehr  als  180  Bogengrade  besitzen. 
Daher  erklärt  es  sich,  dass  die  Logenreihen  in 
immittelbarer  Nähe  der  Bampe  (beim  „Pro- 
szeninm**)  sogar  nach  auswärts  lanfen.  Die 
Inhaber  jener  Plätze  sehen  also  zwar  nicht  den 
gesamten  Innenranm  der  Bühne,  wohl  aber 
erscheint  auch  ihnen  die  Breite  der  Kampe  unter 
demselben  Gesichtswinkel,  wie  allen  übrigen 
Znschauem. 


also  diesen  Kreis,  und  stelle  die  Stühle  in 
einem  Kreisbogen  so  auf,  dass  für  den  Kreis- 
bogen die  Bildbreite  zur  Sehne  wird,  und 
der  gewünschte  Gesichtswinkel  zum  Peri- 
pheriewinkel oder  zum  Sehnentangentenwinkel. 


Aufgabe  66.  Es  soll  ein  Punkt  gesacht 
werden,  welcher  von  einer  gegebenen  Strecke 
AB  den  gegebenen  Abstand  h  hat,  und  von 
welchem  aus  diese  Strecke  unter  einem 
Gesichtswinkel  von  a  =  30^  erscheint. 

Erkl.  442.  Nach  Satz  70  a  und  70b  im 
ni.  Teile  dieses  Lehrbuches  haben  alle  Punkte 
der  einen  von  zwei  Parallelen  von  der  andern 
einen  Abstand,  welcher  gleidi  ist  dem  Abstände 
der  beiden  Parallden;  bezw.  der  Abstand  zweier 
Parallelen  wird  umgekehrt  angegeben  durch 
den  stets  gleicbgrossen  senkrechten  Abstand 
zwischen  einem  Punkte  der  einen  Parallelen  und 
der  andern  Geraden. 


Figur  180. 


Erkl.  448«  Die  Konstruktion  der  Parallelen 
sowie  des  Winkels  von  30«  im  Pnnkte  A  und 
der  Senkrechten  auf  AE  und  der  Mittelsenk- 
rechten  BJifAB  geschieht  nach  den  Aufgaben  170 

Sachs,  Ebene  Elementar- Geometrie.  I V . 


Auflösung.  LAnalysis.  Angenommen 
Punkt  P  sei  der  gesuchte  Punkt,  so  muss 
derselbe: 

1)  Um  den  Abstand  A  von  der  Strecke  AB 
zu  haben :  auf  einer  Parallelen  zur  Strecke  ^^ 
im  AbStande  h  liegen. 

2)  Um  die  Strecke  AB  unter  Winkel  a 
zu  sehen,  muss  der  Punkt  F  femer  auf  einem 
Kreisbogen  liegen,  welcher  die  Strecke  AB 
als  Sehne  hat,  und  den  Winkel  a  als  Peri- 
pheriewinkel über  dieser  Sehne  oder  als 
Sehnentangentenwinkel  an  dieser  Sehne. 

IL  Ausführung.  Man  zeichne  beider- 
seits ^B  die  Parallele  im  Abstände  A,  trage 
an  der  Strecke  ^^  in  einem  Endpunkte  A 
den  Winkel  a  beiderseits  an  und  errichte 
auf  dem  andern  Schenkel  ^^  als  Tangente 
in  A  die  Senkrechte  und  auf  AB  die  Mittel- 
senkrechte. Um  die  Schnittpunkte  M  beider 
Linien  zeichne  man  die  Kreisbogen  mit 
Kadius  MA  =  MB,  so  haben  die  Schnitt- 
punkte P  dieser  Kreisbogen  mit  den  Paral- 
lelen die  verlangte  Eigenschaft. 

IIL  Beweis.  Da  Punkt  P  auf  der  Paral- 
lelen zu  AB  im  AbStande  h  liegt,  so  ist 
der  Abstand  gleich  h.  Da  femer  der  Punkt  P 
auf  dem  Kreise  liegt,  welcher  A  E  zur  Tan- 
gente und  in  A  den  Winkel  EAB  =  «  =  30® 
zum  Sehnentangentenwinkel  hat,  so  muss 
auch  der  Winkel  APB  =  EAB=z  30<*  sein. 

IV.  Determination.  Da  die  ganze 
Figur  der  Aufgabe  zur  Strecke  AB  als 
Achse  symmetrisch  ist,  so  erhält  man  jeden- 
falls eine  gerade  Anzahl  von  Lösungen,  näm- 
lich vier  Lösungen,  wenn  die  Parallelen 
jeden  Kreisbogen  zweimal  schneiden,  zwei 
Lösungen,  wenn  die  Parallelen  die  Kreis- 
bogen berühren,  keine  Lösung,  wenn  die 
Höhe  h  so  gross  ist,  dass  die  Parallelen  die 
Kreise  gar  nicht  mehr  treffen. 
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und  folgenden  des  III.  Teiles.  —  Znr  Zeichnung 
der  Parallelen  im  Abstände  h  wird  man  am 
besten  die  Mittelsenkrechte  selbst  benatzen, 
nm  anf  ihr  die  Länge  h  abzutragen.  —  Eine 
weitere  Yereinfachnng  der  Ansführang  ist  darin 
zn  finden,  dass  die  Linien  AM  mit  AB  Winkel 
bilden  müssen  =  MAE—  Jf^ B  =  900  —  SO» 
=  600.  Da  der  Winkel  von  60o  einfacher  zu 
konstruieren  ist,  als  jener  von  30®,  so  kann  man 
also  auch  unmittelbar  die  Strecken  A  M  unter 
600  an  ^B  antragen. 

ErbJ«  444.  Die  Grenze  für  die  Länge  h, 
bei  welcher  Berührung  stattfindet,  ist  die  Strecke 
der  Mittelsenkrechten  vom  Mittelpunkt  der 
Strecke  AB  bis  zum  oberen  Schnittpunkte  mit 
dem  Ereise.  Man  kann  also  sagen,  dass  jene 
Grenze  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks sei,  das  als  andere  Kathete  die  Hälfte 
der  Strecke  AB  hat  und  als  Gegenwinkel  der 
letzteren  einen  Winkel  von  15<);  denn  der  ganze 
Winkel  ACB  =  300,  also  der  Winkel  MCA  =  150. 
Ist  h  grösser,  so  erhält  man  keine  LOsung, 
ist  h  kleiner,  Tier  Lösungen.  


Aufgabe  67.  Ein  an  einer  Strasse  stehendes 
Gebäude  (die  Fassade  eines  Neubaues)  soll 
vom  gegenüberliegenden  Gehwege  dieser 
Strasse  ans  photographiert  werden,  so  dass 
die  ganze  Front  unter  einem  Winkel  von  60® 
gesehen  wird. 

Erkl.  445.  Wenn  die  Strassenbreite  die 
Grenze  für  h  in  Erkl.  444  fibertrifft,  so  muss 
der  Photograph  den  gegenüberliegenden  Gehweg 
verlassen  und  einen  solchen  Punkt  der  Fahr- 
strasse  selbst  als  Aufstellungsort  wählen,  welcher 
auf  dem  zu  konstruierenden  Hilfskreise  liegt. 


Auflösung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe bildet  die  genaue  Wiederholang  der 
vorhergehenden  Aufgabe,  indem  60®  statt  30^ 
eintritt,  und  die  Strassenbreite  für  h.  Man 
erhält  also  zwei  verschiedene  Punkte  für  die 
Aufstellung  des  photographischen  Apparates. 


Aufgabe  58.  Es  seien  zwei  aneinander- 
istossende  Strecken  a  und  b  gegeben  und 
zwei  Winkel  a  und  ß.  Man  soll  einen  Punkt 
P  suchen,  von  welchem  aus  die  Strecken  a 
und  b  unter  den  Winkeln  a  und  ß  gesehen 
werden. 

Erkl«  446«  Die  vorstehende  Aufgabe  ist 
nach  ihrem  Entdecker  benannt  mit  dem  Kamen 
„Pothenot'sche  Aufgabe".  Ihre  Lösung  bildet 
eine  zweimalige  Anwendung  der  Auflösung  der 
Aufgabe  56,  wobei  nicht  der  Schnittpunkt  der 
Parallelen  (mit  dem  Kreise),  sondern  derjenige 
zweier  Kreise  der  gesuchte  ist.  


Auflösung.  Damit  vom  Punkte  P  m 
die  Strecke  a  bezw.  b  unter  dem  Winkel  a 
bezw.  ß  gesehen  werde,  muss  P  anf  dem 
Kreisbogen  liegen,  welcher  die  Strecke  a 
bezw.  b  als  Sehne  hat  und  den  Winkel  a 
bezw.  ß  als  Sehnentangentenwinkel.  Han 
konstruiert  also  diese  beiden  Kreisbogen  and 
erhält  als  deren  Schnittpunkt  den  gesachten 
Ponkt  R 


Aufgabe  59.    Ein  Eckhaus  soll  so  photo- 
graphiert werden,  dass  die  beiden  ungleich-        Auflösung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
langen  Fronten  unter  gleichen  Winkeln  von  ^^be  büdet  die  genaue  Wiederholung  der 
gegebener  Grösse  a  gesehen  werden.  vorhergehenden  Aufgabe,  indem  der  Winkel 

der  Strecken  a  und  b  ein  Rechter  ist,  und 

a==ß. 
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An^be  ^0.  Heber  eine  gegebene  Strecke 
AB  soll  ein  Winkel  a  derart  gestellt  werden, 
dass   die  Halbiemngslinie    desselben    dnrch 

^inen  gegebenen  Punkt  C  der  Strecke  geht.        Aunöinng.   Der  Scheitel  S  des  Winkels 

moss  liegen: 

iv"2iÄ'i.,5?"-*L*?J3?^  *T*  ^^        1)  ««^  «nwm  Kreise  ABS  mit  Sehne  AB 

y??.^^^r?T^i^^  und  Peripheriewinkel  a, 

Sdoittpraftt  der  beiftai  osteft  aus  die  Lmi«i  «*f-«  ^w»«*«  m, 

nach  A  und  B  den  <^«,  nadi  ^  und  C  den        2)  Mf  eiBfim  Kreise  ^C/S^  mit  Sehne  AC 
Winkel  -^  bilden,  also  die  Linien  nach  B  und  C  und  Peripheriewinkel  y, 

ebenfaUs  den  Winkel  A  —         .  3)  ^^  ®^**«™  ^^^^8®  ^'^^  "**  Sehne  BC 

Wird  C  Ifittelpunkt  von  AB,  so  whrd  das  ^^  Peripheriewinkel  y. 
Dreieck  ^55  gleichschenklig.  ^^^  gemeinsame  Schnittpunkt  dieser  drei 

Kreise  ist  der  gesuchte  Punkt  S. 


Aufgabe  61.    Es  soll  ein  Dreieck  kon- 
struiert werden,  von  welchem  die  Gmndseite 

AB  der  Lage  nach  gegeben  i»t,  und  ausser-         .    -,..  t^i     *   «  ■..  *    - 

dem  die  Gegenwinkel  y  und  die  zugehörige        AufloTOng.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Höhe  Ä.  S^^^  ißt  die  genaue  Wiederholung  der  Auf- 

gabe 56,  wobei  die  Strecke  ^B  die  Grund- 
seite, der  Winkel  ABB  der  ^y  ist. 


b)   Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  62.    Wie  gross  sind  die  Peri- 
pheriewinkel über-|-,  ^,  -I-,  4-,  •  •  —Teilen        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
j     TT  1,1     .        1    flx    ji?       o       **  grabe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  52 

des  Vollkreises  als  Standbogen?  ^^  q^^^^  2^^ 


Aufjgabe  63.  Wie  gross  sind  die  Bogen- 
stücke,  welche  durch  Peripheriewinkel  von 
K     1800     aeoo     2 

10»  "T"'  TT"'  "8"^  ••"  ausgeschnitten        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
werden  ?  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  53. 


Aufgabe  64.    Man  soll  durch  Hilfe  eines 
Kreises  ohne  Winkelhalbierung  einen  Winkel        Andeutung.    Man  benutze  Satz  16,  dass 
von  30®  herstellen.  der  Peripheriewinkel  die  Hälfte  des  Mittel- 

punktswinkels auf  gleichem  Bogen  ist 


Aufgabe  66.  Man  soll  auf  einfache  Weise 
das  Doppelte  eines  gegebenen  Peripherie- 
winkels oder  die  Hälfte  eines  gegebenen 
Mittelpunktswinkels  zeichnen.  Andeutung.  Wie  in  der  vorigen  Aufgabe. 

Aufjgabe  66.  Es  soll  auf  einem  gegebenen 
Kreise  ein  Punkt  gesucht  werden,  von  wel- 
chem  eine    gegebene  Strecke    unter  einem        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
rechten Winkel  gesehen  wird.  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  56. 
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Aufgabe  67.  Es  soll  ein  Winkel  von 
gegebener  Grösse  a  so  über  eine  gegebene 
Strecke  a  gestellt  werden,  dass  sein  Scheitel 

möglichst  nahe  oder  möglichst  ferne  einem  Andeninng.  Die  Aaflösnng  dieser  Anf* 
gegebenen  Punkte  oder  einer  gegebenen  Ge-  gäbe  ist  analog  den  Anflösongen  der  Auf- 
raden  sei.  gaben  50  and  8  (vergL  Figur  16T). 


An^be  68.  Man  soll  nnter  allen  darch 
einen  gegebenen  Punkt  Ä  gehenden  Kreisen 
einen  solchen  heraussucheo,  welcher  eine  ge- 
gebene Gerade  g  im  gegebenen  Ponkte  B 
berührt. 


Andeutung.  Die  Anflösung  dieser  Auf- 
gabe bildet  die  Grundlage  allet*  vorhergehen* 
den  und  nachfolgenden  Aofig^aben  über  den 
Peripheriewinkelfareis. 


Aufgabe  69.  Man  soll  beweisen,  dass 
die  Halbierangslinie  eines  Peripheriewinkels 
den  Standbogen  halbiert,  und  dass  umgekehrt 
die  Verbindungslinie  des  Scheitels  mit  dem 
Mittelpunkt  des  Standbogens  den  Peripherie- 
winkel halbiert. 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe stutzt  sich  auf  Satz  16e. 


Aufgabe  70.  Wo  muss  der  Scheitel  eines 
Winkels  liegen,  wenn  dessen  Halbierungslinie 
einen  durch  den  Winkel  laufenden  Kreisbogen 
halbiert? 


Andeutung.    Man  vergleiche  die  voriier- 
gehende  Aufgabe. 


Aufgabe  71.    Es  soll  ein  Punkt  gesucht 
werden,  von  welchem  aus  zwei  beliebig  ge- 
legene Strecken  a  und  h  unter  Winkeln  von        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gegebener Grösse  a  und  ß  gesehen  werden,  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  S8. 


Aufgabe  72.  Von  welchem  Punkt  eines 
Platzes  sieht  man  zwei  an  dessen  Rand 
stehende  Gebäude  unter  einem  gegebenen 
Winkel  von  je  a  Grad? 


Andeutung.  Wie  in  der  vorigen  Aufgabe. 


Aufgabe  73.    Ein  gegebener  Winkel  soll 
über  eine  gegebene  Strecke  so  gestellt  wer- 

werden,  dass  eine  beliebige  gegebene  Teilungs-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Anf- 
linie  des  Winkels  die  Strecke  halbiert  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  60. 


Aufgabe  74.  Es  sollen  Dreiecke  kon- 
struiert werden,  von  welchen  ein  Winkel 
gegeben  ist,  seine  Gegenseite  nach  Lage  und 
Grösse,  und  eine  weitere  Seite,  Winkel,  Mittel- 
linie u.  s.  w. 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  61. 


Anmerkung  5.    Weitere  zu  diesem  Abschnitte  gehörige  Konstruktionsaufgaben  sütd  die 
Aufgaben  578  bis  588  u.  f.  in  Müllers  Lehrbuch  der  Konstruktionsaufgaben  L 


-->«i-^)!H-— <- 
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5)   Aufgraben  über  die  Winkel  von  Seiinen,  Sekanten  und 
Tangenten  eines  Kreises. 

(Zn  Abschnitt  A,  3  b.) 

a)   Gelüste  Aufgaben. 

Aufgabe  75.    Man  soll  die  Aufgabe  14 
«.f  Gnmd  des  S«t»e  17  wledeAoten.  A«fl5«ins.  Sind  ^  nnd  Ci)  in  Figur  170 

,    ^,       ^.  ,  .  ,        ,        zwei  senkrechte  Sehnen,  so  ist  nach  Satz  17: 

Erkl.  448.  Man  veigleidje  zu  der  neben-  v^^^^  ^  ^^^  ^  ^g^  ^ßSD  =  W> 
stehenden  Auflösung  die  Buchstabenbezeichnung  ^-^'^^  ^^'^  -**^^  ^"^  ''^ 
in  Figur  170.    Je  zwei  der  gegenflberliegenden  —  i (^J^  j.  ßc)  =  —  (AC  +  JBD). 

Bogenstttcke  sind  supplementär.  2  2  '  ' 

Folglich  ist  wieder,  wie  bei  Aufgabe  14 
gefunden  wurde: 

ÄD  +  BC  =zAC+BD=z  1800. 


Aufigabe  76.  Zwei  beliebige  Geraden 
werden  von  einem  Kreise  geschnitten.  Welche 
Beziehungen  treten  auf  zwischen  den  Winkeln 
der  Geraden  und  den  ausgeschnittenen  Kreis- 
bogen? 

Srkl.  449.  Jeder  Nebenwinkel  eines  Peri- 
pheriewinkels ist  ein  Sehnenwinkel,  dessen  aus- 
geschnittene Bogen  am  einen  Ende  ausammen- 
stossen,  oder  dessen  Scheitel  eben  auf  die 
Peripherie  des  Kreises  gertlckt  ist.  Von  den 
Tier  Kreisbogen,  welche  in  den  beiden  andern 
Lagen  ausgescKhitten  werden,  wird  einer  gleich 
NuU,  so  dass  dessen  Endpunkte  im  Scheitel  des 
Schnittwinkels  der  gegebenen  Geraden  zusammen- 
fallen. 


Auflösnng.  Der  Kreis  kann  den  Scheitel 
des  Winkels  ausschliesseii  oder  einschliessen 
oder  selbst  durch  den  Wmkelscheitel  gehen. 
Im  letzten  Falle  entstehen  drei  Kreisbogen, 
deren  einer  gleich  dem  Doppelten  des  Winkds 
als  eines  Peripheriewinkels  ist;  die  Summe 
der  beiden  anderen  Bogen  aber  ist  gleich 
jedem  der  Nebenwinkel  des  Peripheriewinkels. 

In  den  beiden  ersten  Fällen  aber  ist  jeder 
Winkel  der  beiden  Geraden  als  Sekanten- 
winkel oder  Sehnenwinkel  gleich  der  halben 
Differenz  bezw.  halben  Summe  der  aus- 
geschnittenen Kreisbogen. 


Au^be  77.  Man  soll  die  Sätze  7  und  12 
als  besondere  Fälle  des  Satzes  17  bestätigen. 

Erkl.  4M.  Wie  aus  dieser  und  der  vorigen 
Aufgabe  heryorgeht,  ist  der  Satz  17  der  all- 
gemeinste der  Sätze  über  Winkel  beim  Kreise. 
Denn  er  enthält  als  besondere  Fälle  sämtliche 
Aussagen,  welche  fiber  irgendwelche  Winkel- 
beziehungen  aufgestellt  wurden:  Der  Radius 
seokrecht  zur  Tangente,  die  Grösse  des  Tau- 
gentenwinkels, des  Peripheriewinkels,  die  durch 
parallele  Sehnen  und  Tangenten  ausgeschnit- 
tenen Bogen,  u.  s.  w. 


Auflösung.  Sind  zwei  Sehnen  oder  Tan- 
genten paraUel,  so  können  sie  angesehen 
werden  als  zwei  Sekanten  mit  unendlich 
fernem  Schnittpunkte,  also  mit  einem  Winkel 
gleich  Null.  Daher  muss  die  halbe  Differenz 
der  zwischen  denselben  liegenden  Bogen 
gleich  Null  sein,  oder  die  beiden  Bogen 
müssen  gleichgross  sein.  Daher  liegen  zwi- 
schen parallelen  Sekanten  und  Tangenten 
gleiche  Bogen;  und  da  letztere  zusammen 
einen  Volllo^is  bilden,  so  bildet  jeder  einen 
Halbkreis,  ihre  Endpunkte  einen  Durchmesser. 


Aufgabe  78.  Was  für  Kreisbogen  liegen 
zwischen  einem  Durchmesser  und  einer  sol- 
chen Sehne,  auf  deren  Verlängerung  dieser 
Durchmesser  eine  Strecke  gleich  dem  Kreis- 
radius abschneidet? 


Auflösung.  Ist  in  Figur  181  auf  der 
Sehne  -4^  die  Verlängerung  BC  =  MB  =  r, 
so  ist  das  Dreieck  MBC  gleichschenklig, 
also  <^BMC  =  BCM  =  a.    Femer  ist  der 
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Figur  181. 


Erkl.  451*  Die  nebenstehende  Auflösung 
ist  dazu  verwendbar,  zu  einem  gegebeneu  Winkd 
a  =  MCB  das  Dreifache  zu  zeichnen,  nämlich 
den  Winkel  A  ME,  nicht  aber  umgekehrt.  Denn 
wenn  ^AME  =.  3  a  gegeben  ist,  so  lässt  sich 
nicht  durch  elementare  Konstruktion  die  Lage 
derjenigen  Sehne  finden,  bezw.  deijenige  Punkt 
C,  wofür  CB  —  r  wird.  


Winkel  ^  ^  Jf  als  Aussenwinkel  dieses  gleich- 
schenkligen Dreiecks  gleich: 

^BMC+BCM  =  2a, 
also    im    gleichschenkligen    Dreieck  MAB 
9LT]Lc\i  -^BAM=2a,   folglich   der  Winkel 
an  der  Spitze: 

<^  ÄMB  =  180  —  (MAB  +  MBA)  =  180  -  4«, 
und  derselbe  mit  dem  benachbarten  Winkd 
BAC  zusammen  gleich: 

180  — 4«  +  a=  180  —  8«. 
Daher  ist  der  Winkel: 

AME=z  180»  — <^^Jfi) 

==  180  — (180  — 3a)  =  3b. 

Folglic.h  ist  der  Bogen  AE  das 

Dreifache  des  Bogens  BD,  da  der 
Mittelpunktswinkel  A  ME  =  3  •  <^  ^  Jf  D  ist 


Aufjgabe  79.  Welche  Grössen  durchläuft 
der  Tangentenwinkel  bei  Entfernung  des 
Scheitels  vom  Kreise? 

Figur  182. 


Erkl«  452.  Bei  gleichbleibendem  Zentral- 
abstand des  Winkelscheitels  wird  der  Tangenten- 
winkel desto  grösser,  je  grösser  der  Radius  des 
Eieises  ist,  und  umgekehrt.  Denn  dieser  Radius 
ist  Gegenkathete  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck, 
welches  die  Hälfte  des  Tangentenwinkels  ent- 
hält. Bei  gleichbleibender  Hypotenuse  wird 
aber  diese  Winkelhälfte  desto  grösser,  je  grösser 
die  Gegenkathete. 

Erkl«  458.  Nach  Antwort  der  Frage  108 
des  111.  Teiles  hat  ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
dessen  Hypotenuse  doppelt  so  gross  ist,  als 
eine  Kathete,  ausser  dem  rechten  Winkel  noch 
einen  von  60^  und  —  gegenfiber  der  genannten 
Kathete  —  einen  von  30®. 


Anflösong.  Die  Grösse  des  TangenteD- 
winkels  ist  abhängig  von  der  Grösse  des 
Eadins  und  derjenigen  des  Zentralabstandes 
seines  Winkelscheitels.  Vom  Zentralabstand  r 
bis  unendlich  fäUt  der  Tangentenwinkel  Ton 
180®  bis  Null  (Winkel  der  parallelen  Tan- 
genten). 

Der  Tangentenwinkel  hat  90^,  wenn  das 
Deltoid  der  Tangenten  mit  den  Berührongs- 
radien  zum  Quadrat  wird,  wenn  also  die 
Tangentenlänge  gleich  dem  Radius  wird,  die 
Bernhrungsradien  senkrecht  stehen.  —  Ist 
der  Zentralabstand  des  Winkelschenkels  gleich 
2r,  so  bildet  derselbe  mit  Tangente  und 
Radius  ein  rechtwinkliges  Dreieck  nach 
Frage  108  des  lU.  Teiles.  Folglich  ist  dann 
die  Winkelhälfte  gleich  30^  der  Tangenten- 

2 


Winkel  selbst  ein  Winkel  von  60^  = 

4 
der  Mittelpunktswinkel  120®  =  yR. 


R 
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Angabe  80.  Es  soll  ein  Eckhaus  gebaut 
werden,  dessen  Fluchtlinie  in  der  einen  Strasse 

a  ( 3^j  Meter,  in  der  andern  b  (5)  Meter, 

hinter  der  Strassenkante  zurückstehen  muss. 
Wohin  käme  die  Ecke  des  Hauses,  und  wohin 
der  Mittelpunkt  eines  kreisförmigen  Erkers 
vom  Badius  r  (2)  Meter,  durch  welchen  die 
Ecke  abgerundet  werden  soll. 

Figur  188. 


ErkL  454«  Je  spitzer  der  Winkel  der 
Strassenkanten  ABC  ist,  desto  weiter  muss  die 
Ecke  des  Hauses  vom  Winkelschenkel  entfernt 
liegen. 

Sind  die  Fluchtlinien  des  Hauses  konstruiert, 
so  kann  der  Punkt  M  auch  auf  andere  Weise 
gefunden  werden.  Da  nämlich  die  beiden  Flucht- 
linien einen  Tangentenwinkel  für  den  Kreis  um 
M  bilden,  so  liegt  M  auf  der  Winkelhalbieren- 
den dieses  Winkels.  Halbiert  man  also  den 
Winkel  der  Fluchtlinien,  so  braucht  man  nur 
noch  die  eine  der  beiden  Parallelen  im  Ab- 
stände r  zu  zeichnen,  und  erhält  als  deren 
Sdmittpimkt  mit  der  Winkelhalbierenden  den 
Punkt  M. 

Dagegen  ist  zu  beachten,  dass  die  Hal- 
bierungslinie des  Winkels  ABC  nicht  durch 
die  Punkte  P  und  M  geht.  Sie  ist  parallel  zur 
Halbierungslinie  bei  P,  und  fällt  nur  dann  mit 
ihr  zusammen ,  wenn  die  Abstände  a  und  h 
gleichgross  werden.  


Auflösung.  Angenommenere  in  Fig.  183 
seien  die  Strassenkanten,  P  der  verlangte 
Eckpunkt,  M  der  gesuchte  Mittelpunkt  des 
Kreises,  dann  ist  P  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Fluchtlinien,  und  diese  selbst  sind 
parallel  zur  Strassenkante  in  Abstand  a 
bezw.  b  Meter  von  AB  und  BC,  Femer 
müssen  die  von  M  auf  die  beiden  Flucht- 
linien gefällten  Senkrechten  die  gleiche 
Länge  =  r  haben,  also  liegt  if  in  Abständen 
a-\-r  bezw.  b-j-r  von  BC» 

Man  errichte  daher  auf  AB  und  £ (7  senk- 
rechte Strecken  von  der  Länge  a  und  a-^r, 
bezw.  b  und  6-j-r,  ziehe  durch  deren  End- 
punkte die  Parallelen  zu  AB  und  BC,  und 
erhält  so  P  als  Schnittpunkt  der  ersteren, 
M  als  Schnittpunkt  der  letzteren. 

Da  jeder  Punkt  einer  Oeraden  denselben 
Abstand  von  der  Parallelen  hat,  so  hat  P 
von  den  Strassenkanten  AB  und  BC  die 
Abstände  a  und  b;  und  M  von  den  Flucht- 
linien den  beiderseits  gleichen  Abstand  r; 
folglich  wird  ein  Kreis  um  M  mit  Radius  r 
die  beiden  Fluchtlinien  berühren. 


Angabe  81.  Es  sei  gegeben  ein  Kreis 
und  zwei  beliebige  Sekanten  desselben. 
Man  soll  einen  Kreis  zeichnen,  dessen  Mittel- 
punkt auf  dem  gegebenen  Kreise  liegt,  und 
welcher  die  beiden  gegebenen  Sekanten  des- 
selben berührt. 


Auflöiuxig.  Damit  der  gesuchte  Kreis 
die  beiden  gegebenen  Sekanten  berührt,  muss 
sein  Mittelpunkt  auf  einer  der  Halbierangs- 
linien  des  Winkels  der  beiden  Sekanten  lie- 
gen; folglich  ist  er  der  Schnittpunkt  dea 
gegebenen  Kreises  mit  einer  dieser  Winkel- 
halbierenden (siehe  Figur  184). 
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Figur  184  I  bis  VI. 


Man  erhält  immer  vier  Löaaiigeii,  wem 
der  Schnittpankt  der  Sekanten  imierfaalb  des 
gegebenen  Kreises  liegt  (I).  Bäckt  der  Se- 
kantenscbnittpnnkt  auf  die  Peripherie  (II), 
so  fallen  zwei  (mid  wemi  die  eine  Winkel- 
halbierende Darchmesser  wird  [III],  sogar 
drei)  Schnittpunkte  in  diesenPeripheriewüikei- 
Scheitel  zusammen,  und  diese  zwei  (bezw. 
drei)  Kreise  werden  nnendlich  klein  mit 
EAdins  Nall.  Liegt  der  Schnittpunkt  der  Se- 
kanten ausserhalb  des  Kreises,  so  eriiält  nuui 
jedenfalls  zwei  (IV)  Kreise  in  einem 
Winkel,  und  dazu  noch  einen  dritten  (V) 
oder  vierten  (VI),  wenn  die  Halbierungs- 
linie des  Nebenwinkels  den  Kreis  berfihrt 
oder  schneidet. 


Erkl«  455«  Die  vorliegende  Aufgabe,  deren 
Auflösung  an  sich  einfach  ist,  liefert  ein  be- 
sonders bemerkenswertes  Beispiel  für  die  Deter- 
mination einer  geometrischen  Aufgabe  bei  den 
yerschiedenen  Fällen  der  gegebenen  Stücke.  — 
Man  hat  sich  vor  dem  Irrtum  zu  hüten,  als  ob 
die  Schnittpunkte  der  Sekanten  mit  dem  ge- 
gebenen Kreise  Berührungspunkte  der  gesuchten 
Kreise  würden.  Dies  trlfTt  nur  im  Falle  der 
Figur  184  in  allgemein  zu  wegen  des  rechten 
Winkels  über  dem  Durchmesser. 


b)  Ungelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  82.  Zu  einem  gegebenen  Kreis- 
bogen ÄC  (siehe  Figur  170)  soll  ein  supple- 
mentärer Bogen  vom  gegebenen  Punkte  B 
aus  abgetragen  werden. 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  75. 


Aufgabe  83.     Man    soll   das  Dreifache 
eines  gegebenen  Winkels  a  zeichnen.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  78. 
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Angabe  M.    Man  soll  zwei  senkrechte 
Tangpenten  an  einen  Kreis  zeicbnen.  Andeutung.    Die  Anflösnng  dieser  Auf- 

gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  79. 


Anfjgabe  85.  Man  soll  zu  einer  vor- 
handenen Tangente  eines  Kreises  eine  zweite 
zeichnen,  welche  jene  unter  einem  Winkel 
von  60^  schneidet 


Andeutung.  Wie  in  der  vorigen  Aufgabe. 


Aufjgabe  86.  Es  sollen  über  gegebener 
Ornndaeite  AB  Dreiecke  mit  gegebener  Höhe 
h  gezeichnet  werden,  in  denen  der  Gegen- 
winkel y  grösser  ist,  als  ein  gegebener 
Winkel  <p. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  56 
und  den  Sätzen  17a  und  b. 


Aufgabe  87.  Es  sollen  gleichschenklige 
Dreiecke  mit  gemeinsamer  Grundseite  AB 
gezeichnet  werden,  deren  Scheitelwinkel  klei- 
ner ist,  als  ein  gegebener  Winkel  qp. 


Andeutung.  Wie  in  der  vorigen  Aufgabe. 


-♦-  )X  »  <■<■ 


6)  Aufsraben  über  das  einem  Kreise  einsreschriebene  Dreieck. 

(Zu  Abschnitt  A,  4  a.) 

a)   6el8tte  Aufgaben. 

Aufigabe  88.   Man  soll  den  Umkreis  eines 

Dreiecks  konstruieren,  ohne  mehr  als  eine         .    -.._         T^    j     t»  j-      u^»  j     tt 

Mittelaenkrechte  zu  zdchneu.  ^   A'^?*»?«-^»*  ^^!^^  ^k^J'L^""; 

kreises  (siehe  Figur  185)  senkrecht  steht  auf 

Figur  186.  der  Tangente  in  B^  und  letztere  mit  AB  einen 

Sehnentangenten^idnkel  bildet  von  der  Grösse 
=  <^^(7^,  so  trage  man  im  Eckpunkte  B 
den  Winkel  AGB  nach  aussen  an,  errichte 
auf  dem  Schenkel  die  Senkrechte,  und  erhält 
so  Punkt  M  als  Schnittpunkt  dieser  Senk- 
rechten mit  der  Mittelsenkrechten. 


Erkl.  456«  Diese  Auflösung  wird  besonders 
dann  Anwendung  finden,  wenn  der  dritte  Eck- 
punkt C  des  Dreiecks  unzugftnglich  ist,  denn 
der  Winkel  y  kann  aus  a  und  ß  konstruiert 
werden. 


Angabe  89.  Man  soll  die  in  Erkl.  116 
enthalten  Aussagen  über  die  Lage  des 
Zentrams  der  Ecken  beweisen. 


Auflösung.   Ist  die  Reihenfolge  der  Drei- 
ecksseiten in  Figur  186:  a  >  c  >  5,  so  haben 
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die  rechtwinkligen  Dreiecke  an  der  Eeke  C, 
nämlich  MCD  und  MCF  die  Hypotenuse 
MC=^  r  gemeinsam,  aber  das  Dreieck  MCD 

hat  die  Kathete  CD  =  -a    grösser  als  die 

Kathete  CF=^  im  Dreieck  MCF.  Folg- 
lich ist  nach  Aufgabe  134  des  III.  Teiles  in 
den\jenigen  Dreieck  die  andere  Kathete  und 
deren  Gegenwinkel  der  kleinere,  wo  die 
vorige  Kathete  die  grösste  ist. 

Daher  ist  wegen  o  >  ft,  auch  MD  <C.MF 
und<^yi</j,  d,h.  die  kürzereDreiecks- 
seite  hat  dielängereMittelsenkrechte, 
und  die  Winkelhalbierende  des  Dreieckswin- 
kels y  verläuft  in  demjenigen  Teilwinkel  y^ 
welcher  der  kleineren  Dreiecksseite  anliegt 


£rkl.  457.  Dieselbe  Beweisfolge  lässt  sich 
nicht  nur  an  der  Ecke  C,  sondern  an  jeder  Ecke 
des  Dreiecks  durchführen  mittels  der  an  derselben 
entstehenden  rechtwinkligen  Dreiecke.  Dieselbe 
gilt  auch  ebenso  fOr  das  stumpfwinklige  Dreieck 
und  fUr  die  besonderen  Dreiecke,  indem  beim 
gleichschenkligen  Dreieck  die  gleichen  Seiten 
auch  gleiche  Mittelsenkrechten  und  Teilwinkel 
ergeben,  und  die  Winkelhalbierende  mit  dem 
Badius  zusammenfällt. 


Aufgabe  90.  Man  soll  zwei  Dreiecke 
vergleichen,  welche  eine  Seite  und  deren 
Gegenwinkel,  also  den  Umkreis  gleich  haben. 

Figur  187. 


Erkl»  458»  Ganz  ohne  die  Beschränkung  auf 
stumpfwinklige  Dreiecke  gilt  die  bemerkenswerte 
Thatsache,  dass  wenn  zwei  Dreiecke  eine  Seite 
und  deren  Gegenwinkel  gleich  haben,  der 
Umkreis  beider  Dreiecke  denselben  Radius 
hat.    Denn  wenn  man  die  Dreiecke  in  neben- 


Auflösung.  Man  lege  die  Dreiecke  mit 
der  gleichen  Seitenstrecke  aufeinander,  so 
dass  die  dritten  Eckpunkte  auf  derselben 
Seite  liegen.  Dann  haben  beide  einen  gemein- 
samen Umkreis,  und  ihre  Seiten  sind  Sehnen 
dieses  Kreises,  z.  B.  die  Dreiecke  ABC  und 
ABD  m  Figur  187  und  die  Dreiecke  ACB 
und  A  CE,  Für  die  beiden  ersteren  ist  dann 
jede  von  A  ausgehende  Sehne  im  Bogen  AB 
kleiner  als  die  folgende  und  grösser  als  die 
vorhergehende.  Für  die  beiden  anderen  Drei- 
ecke aber  sind  die  von  A  nach  dem  Bogen 
EFB  ausgehenden  Sehnen  je  beiderseits  des 
Durchmessers  ^jP  gleichgross,  und  man  er- 
hält keine  sichere  Beziehung  zwischen  einer 
Sehne  mit  allen  folgenden  oder  vorhergehen- 
den. Daher  kann  man  folgende  Aussage 
machen: 

Satz.  Wenn  zwei  Dreiecke  einen 
stumpfen  Winkel  und  dessen  Gegen- 
seite bezüglich  gleich  haben,  so  hat 
dasjenige  Dreieck  eine  grössere  zweite 
Seite  oder  einen  grösseren  zweiten 
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stehender  Weise  aufeinander  legt,  so  werden 
die  beiden  Gegenwinkel  Peripheriewinkel  in 
einem  nnd  demselben  Kreise. 

Erkl.  459.  Der  nebenstehende  Satz  bildet 
die  Ergänzung  zu  den  Sätzen  der  Aufgaben  198 
bis  200  im  III.  Teile  über  die  sogenannte  In- 
kongruenz der  Dreiecke.. 

£8  ist  also  in  Figur  187  in  den  Dreiecken 
ABCxok^ABD,  wo<^C=:<ii)>900:  Seite 
AC^AD,  xxhA^ABC^ABD,  weil  Seite 
BC<CBD  oder  <^BAC<iBAD, 

DfNgegen  ist  in  den  Dreiecken  ACB  und  ACE, 
wo  <^ABC=i^E<:.900:  Seite  AB  =  AE, 
weil  FB  =  FE,  obgleich  <^^CB>  ^C^  und 
Seite  CB<CCE.  Und  für  einen  Punkt  X  zwi- 
sehen  E  und  F  wäre  sogar  AX'^AB,  obwohl 
^ACX<CäCB  Ist,  


Winkel,  in  welchem  die  dritte  Seite 
oder  Winkelgrösse  die  kleinere  ist, 
oder  in  welchem  der  Gegenwinkel  oder 
die  Gegenseite  dieser  zweiten  Seite 
oder  Winkels  grösser  ist  —  und  um- 
gekehrt. 


Angabe  91«  In  welchem  Punkte  wird 
der  ümbreis  eines  Dreiecks  durch  eine  Winkel- 
halbierende desselben  geschnitten? 

Figur  188. 


Auflösung.  Ist  CJ^  in  Figur  188  die 
Winkelhalbierende  an  der  Ecke  C,  so  ist 
<^ACE  =  BCE,  also  da  beides  Peripherie- 
winkel sind,  auch  der  Standbogen  AE=EBf 
und  folglich  ist  E  der  Mittelpunkt  des  Bogens 
AEB.  Halbiert  man  auch  den  Aussen  Winkel 
bei  C,  so  wird  ECFein  Rechter,  ^i^ Durch- 
messer, also  i^  Mittelpunkt  des  Bogens  AFB, 
und  zugleich  EF  Mittelsenkrechte  von  AB. 
Daher  erhält  man  die  Aussage: 

Sats.  In  jedem  Dreieek  trifft  sich 
die  Halbierungslinie  eines  Innen- 
oder Aussenwinkels  mit  der  Mittel- 
senkrechten der  Gegenseite  im 
Mittelpunkt  des  zugehörigen  Stand- 
bogens  des  Umkreises. 


ErUU  460.  Wird  diese  Aufgabe  an  allen 
drei  Dreieckspunkten  durchgeführt,  so  entstehen 
drei  Durchmesser,  welche  die  in  Figur  52  und  53 
angegebenen  Winkel  miteinander  bilden.  Weitere 
Erörterung  dieser  Beziehungen  findet  man  im 
Abschnitt  C  über  die  Punkte  des  Dreiecks. 


Aufgabe  92.  Es  soll  ein  Dreieck  kon- 
struiert werden,  von  welchem  gegeben  ist 
der  Badins  r  des  Umkreises,  ein  Winkel  y^ 
nnd  dessen  zugehörige  Höhe  hc. 

ErkL  461«  Das  Antragen  des  Winkels  y 
als  Sehnentangentenwinkel  ist  in  allen  den 
Fällen  vorteilhaft,  wo  in  einem  gezeichnet  vor- 
liegenden Kreise  —  besonders  etwa  von  einem 
gegebenen  Punkte  desselben  ans  —  eine  Sehne 
gezogen  werden  soll,  welche  einen  Peripherie- 
winkel von  gegebener  Grösse  über  sich  hat. 


Auflösung.  Wo  immer  der  gegebene 
Winkel  in  den  gegebenen  Kreis  eingetragen 
wird,  entsteht  ein  Dreieck  mit  gleichgrossen 
Gegenseiten  dieses  Winkels,  da  zu  ihm  stets 
derselbe  Standbogen,  also  auch  dieselbe  Sehne 
gehört;  aber  die  anderen  Seiten,  die  Schenkel 
des  Winkels,  werden  nicht  die  passende 
Grösse  erhalten.  Man  kann  aber  diese  Gegen- 
seite nicht  nur   durch  Abtragen  des  Peri- 
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pheriewinkels.  selbst  erhalten,  sondern  auch 
durch  den  SehnentangentenwhikeL 

Man  tragre  also  (s.  Figor  189)  in  einem 
beliebigen  Punkte  des  mit  gegebenem  Badinsr 
beschriebenen  Kreises  eine  Tangente  nnd  daran 
den  gegebenen  Winkel  an,  so  wird  dessen 
Schenkel  zur  Grandseite  des  Dreieeks.  Cm 
die  richtige  Höhe  za  erhalten,  trftgt  man 
diese  anf  einer  beliebigen  S^krechten  ab 
nnd  zieht  die  Parallele  za  AB,  bis  diese 
in  Punkt  C  den  Kreis  schneidet. 

Das  so  entstehende  Dreieck  hat  dann 
den  Badios  r  des  Umkreises,  die  Hohe  h, 
und  den  Winkel  y  =  ÄCB=^  BAE. 


Erkl.  462«  Die  nebenstehende  Aufgabe 
wird  nach  Zeichnung  der  Sehne  AB  va  genau 
gleicher  Weise  ausgeführt,  wie  die  Aufgaben  66 
und  folgende.  Dieselbe  könnte  auch  die  andere 
Fassung  erhalten:  Auf  einem  gegebenen  Kreise 
einen  Punkt  C  zu  suchen,  von  welchem  aus 
eine  Sehne  im  Abstand  h  unter  einem  Winkel 
von  gegebener  Grösse  y  gesehen  wird.  —  In 
derselben  Angabe  66  sind  auch  die  Beschrän- 
kungen angegeben,  welchen  h  unterliegt,  damit 
überhaupt  ein  Dreieck  möglich  ist.  


Aufgabe  93.  Man  verbinde  einen  be- 
liebigen Punkt  auf  dem  Umkreise  eines 
gleichseitigen  Dreiecks  mit  den  Drei- 
eckspunkten nnd  beweise,  dass  die  mittlere 
Verbindungsstrecke  gleich  der  Summe  der 
beiden  äusseren  ist 


£rkl.  468.  Statt  PA  =  PQ  abzutragen, 
hätte  man  auch  PB  =  PQ^  oder  PA  —  CQ^ 
oder  PB  =  CQ^^  abtragen  können.  Dann  wäre 
wieder  der  Winkel  PQ^  B  gleich  60o  geworden, 
und  das  Dreieck  CQ^B^BPA  geworden.  Und 
in  den  anderen  Fällen  wäre  zuerst  die  Kongruenz 


Anfldsung.  Ist  in  Figur  190  Ponkt  P 
mit  A,  B  und  C  verbunden,  so  trage  man 
die  eine  der  beiden  äusseren  Strecken  PA 
oder  PB  von  P  aus  auf  PC  ab,  etwa 
PA  =:  PQy  und  beweise,  dass  das  übrig  blei- 
bende Stück  auf  PC,  nämlich  PC-'PQ  =  AQ 
gleich  PB  sein  muss. 

Es  hat  nämlich  das  gleichschenklige  Drei- 
eck ^P^  an  der  Spitze  P  einen  Winkel, 
der  als  Peripheriewinkel  über  dem  Bogen  AC 
gleich  <^ABC=^0^  ist,  folglich  sind  auch 
dessen  W^inkel  bei  A  und  Q  gleich  60^  also 
Winkel  AQC=  120<>  =  <^APB,äsi  letzterer 
auf  dem  Bogen  ACB  steht.  Femer  sind 
auch  als  Peripheriewinkel  über  dem  Bog^n 
AP  einander  gleich  die  ^ACP=ÄBF: 
und  folglich  sind  die  Dreiecke  ACQ  nnd  ABP 
kongruent  auf  Grund  der  Uebereinstimmmig 
in  den  Seiten  AC=AB  und  der  ent- 
sprechenden drei  Winkel.  Demnach  ist 
CQ  =  BP,  also  PC=  PQ^QC==  PA+- PB. 
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der  Dreiecke  ÄPB^CQ^B^AQ^C  ans  der 
Gleichheit  sweier  Seiten  nnd  des  eingeschlos- 
senen Winkels  gefolgt,  dann  die  Gleichseitigkeit 
des  Dreiecks  mit  Spitse  P,  nnd  daraus  die  Gleich- 
heit des  Abschnitts  bei  P  anf  der  nicht  ab- 
getragenen äussern  Verbindnngsstrecke. 


Angabe  94.  Man  fälle  von  einem  be- 
liebigen Punkte  des  Umkreises  eines  Dreiecks 
die  Senkrechten  auf  die  drei  Seiten  und  be- 
weise, dass  deren  Fusspunkte  auf  einer  ge- 
raden Linie  liegen. 

Figur  191. 


P -—  ' 


Erkl.  464.  Die  Gleichheit  der  Linien  von  E 
nach  F  nnd  D  folgt  im  nebenstehenden  Beweise 
aus  der  Beihe  gleicher  Winkel: 
PEF=  PäF=  PÄB  =  PCB  =  PCD  =  PED. 
Ebenso  könnte  man  die  Gleichheit  der  Linien 
von  D  nach  F  und  E  aus  folgender  Reihe  glei- 
cher Winkel  schliessen: 

PDF  =  PBF  =  PBÄ  =  PCÄ  =  PCE=i  PDE, 
Und  um  die  Gleichheit  der  Linien  von  F  nach  D 
nnd  E  zu  erschliessen ,  bedtbrfte  es  folgender 
Winkelreihe : 

-^PFD  =  <^  PBD  =  1800  —  PBC  =  PÄC 
=  PAE=L  1800  —  PFE: 
folglich  sind  PFD  und  PFE  Nebenwinkel,  also 
DFE  eine  Gerade. 

Erkl.  465«  Konstruiert  man  die  Kreise  ttber 
den  drei  Verbindungsstrecken  PA,  PB,  PC  als 
Darchmessem,  so  schneiden  sich  je  zwei  derselben 
in  zweien  der  drei  Punkte  D,  Ej  F,  also  be- 
sitzen diese  sämtlichen  drei  Kreise  nur  vier 
Schnittpunkte,  nämlich  P  und  die  drei  in  ge- 
rader Linie  liegenden  Punkte  D,  E,  F,  (Vergl. 
Antwort  der  Frage  188  und  Figur  180.) 


AuflSsnng.  Dass  die  drei  Punkte  DEF 
in  Figur  191  auf  einer  geraden  Linie  liegen, 
beweist  man  dadurch,  dass  man  die  Gleich- 
heit der  Winkel  nachweist,  welche  eine  der 
drei  Senkrechten,  z.  6.  PE,  bildet  mit  der 
Verbindungslinie  EF  und  mit  der  Verbin- 
dungslinie ED.  Dazu  verwendet  man  die 
Kreise,  anf  welchen  die  Scheitel  rechtwink- 
liger Dreiecke  mit  gemeinsamer  Hypotenuse 
liegen  müssen.  So  liegen  die  Punkte  E  und 
F  als  Scheitel  der  rechten  Winkel  AFP 
und  AFP  auf  dem  Kreise  über  Durchmesser 
PA,  die  Punkte  E  und  D  als  Scheitel  der 
rechten  Winkel  CEP  und  CDP  auf  dem 
Kreise  über  Durchmesser  PC.  Im  ersteren 
Kreise  sind  als  Peripheriewinkel  über  dem 
gemeinsamen  Bogen  PF  die: 

^  PEF  =  PAF  =  PAB, 
im  letzteren  als  Peripheriewinkel  über  dem 
gemeinsamen  Bogen  FD  die: 

^PED=  PCD=  PCB. 
Nun  sind  aber  im  Umkreis  des  Dreieeks  ABC 
als  Peripheriewinkel  über  dem  gemeinsamen 
Bogen  PB  die  ^  PAB  =  PCB,  folglich  ist 
PEF=^PAB=PCB=PED.  Und  wenn 
^PEF=  PED  ist,  so  muss  Linie  EF 
mit  Linie  ED  zusammenfallen,  also  liegen 
die  drei  Paukte  D,  E,  F  auf  derselben  Ge- 
raden. 


Aufgabe  96.    Man  ziehe  zu  zwei  Seiten 
eines  beliebigen  Dreiecks  ABC  von  einem 

Pankte  des  Umkreises  die  Parallelen:  Auflösung.    Nach  den  Sätzen  7  über  die 

A^B^WAB  ToiA  A^C^WAC  Gleichheit    der  Bogen    zwischen   parallelen 
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Sehnen  sind  wegen  ÄB^Ä^B^  die  Bogen 

ÄÄ^^=  BB^  nnd  ebenso  wegen  -4C||  A^C^ 

die  Bogen  ÄA^  =  CC^. 

Folglich  sind  auch  die  BngeD  AÄ^  =  CCy 
nnd  demnach  nach  doiaeibeB  SStzea  1lmg^ 
kdurt  die  Sehnen  CB^  \\  C^B. 


Erkl.  466.  Man  beachte,  dass  die  dritten 
Seiten  der  Dreiecke  ABC  nnd  A^B^  C„  nämlich 
BC  nnd  B,C,,  einander  in  einem  Punkte  des 
auf  den  Sehnen  BC^\\B^C  senkrechten  Durch- 
messers schneiden.  —  Die  Erörterungen  der  ror- 
Btehenden  Aufgabe  lassen  sich  erweitem  zu  all- 
gemeinen Ergebnissen  über  SehneuTielcke. 


Anfjgabe  96.  Man  soll  den  Satz  20  b  auf 
andere  Art  beweisen,  als  in  Antwort  der 
Frage  53  geschehen. 

Figur  198. 


Anfl5snng.  Man  ziehe  durch  einen  Eck- 
punkt des  Dreiecks,  z.  B.  B,  den  Durchmesser 
des  Umkreises,  und  betrachte  die  Winkel 
des  Dreiecks  BDC.  Darin  ist  der  Winkel 
BCD  als  Peripheriewinkel  über  demDorch- 
messer  ein  Rechter,  <^BDC  als  Peripherie- 
winkel über  dem  Bogen  BC  gleich  dem  auf 
gleichem  Standbogen  stehenden  Dreiecks- 
winkel a,  folglich  bleibt  für  den  Winkel  CBD 
als  dritten  Winkel  der  Wert  90  —  a. 


Erkl«  467«   Verbindet  man  auch  D  m\tA,  so 
wird  ebenso  -^ADB  =  y,  -^ABD  =  90  —  y. 


Aufgabe  97.     Man  soll  die  Winkel  a 
und  y  eines  Dreiecks  berechnen,  in  welchem         a-,,^  tx      »^.tv-        mm  i 

ß  =  80«  ist,  und  der  Scheitel  von  y  in  einem  ^  Auflösung.    Ist  ABC  m  Figur  194  das 

der  Punkte  liegt,  welche  den  Kreisbogen  des  Dreieck,  in  welchem: 
Umkreises  über  deren  Gegenseite  ^  ^  in  drei  ,^— ^       ,^r^       y^r^       ACCB 


gleiche  Teile  teilen. 


BC  =  CC^  =CiAz=: 
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Figur  194. 


so  sind  nach  Satz  20a  die  Mittelpunktswinkel: 
AMB  =  2y,  BMC  =  2«,  CMA  =  2ß. 

Dann  muss  wegen  AC  =  2'CB  auch: 
^AMCz=  2'^CMB 

sein,  also  2j5  =  2-2«,  oder  a  =  -^ß.  Fer- 
ner ist: 
AMB  =  2y  =  8Ö00  —  (2«  +  2ß)  =  860  —  Sß, 

also  y  =  180  — -g-jJ.   Demnach  sind  in  Zah- 
lenwerten: 
/f  =  80<>,  «  =  40<>,  y  =  1800  —  1900  =  60^. 


Aufjgabe  98.  In  einen  gegebenen  Kreis 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  einzuzeichnen,  von 
welchem  die  Lage  des  Scheitels  C  und  die 
Grösse  des  Winkels  ß  gegeben  ist. 

Figur  196. 


Aufldsuig.  Ist  ABC  in  Figur  195  das 
▼erlangte  Dreieck,  so  weiss  man,  dass  der 
Radius  vom  gegebenen  Punkte  C  mit  der 
Hypotenuse  den  Winkel  CMA  =  27  bildet 
Daher  erhält  man  die  Lage  des  Durchmessers 
AB,  indem  man  den  Punkt  C  mit  M  ver- 
bindet und  daran  einen  Winkel  von  doppelter 
Grösse  wie  ß  anträgt. 


Aufgabe  99.  Man  soll  ein  Dreieck  zeich- 
nen, von  welchem  der  Radius  des  Umkreises 
und  die  Winkel  vorgeschriebene  Grösse  haben. 

Figur  196. 


Auflösung.  Da  nach  Satz  20  die  Mittel- 
punktswinkel gleich  2a,  2j},  2y  sind,  so  trage 
man  an  einen  beliebigen  Radius  des  E>eises  mit 
Radius  r,  z.  B.  MC,  beiderseits  am  Mittel- 
punkte als  Scheitel  das  Doppelte  zweier  ge- 
gebenen Winkel  an,  und  erhält  so  die  Radien 
nach  den  beiden  andern  Eckpunkten.  Der 
dritte  Mittelpunktswinkel  ist  dann  von  selbst 
gleich: 
360  —  (2«  +  2/S)  =  2  [180  —  («  +  ß)]  =  2y ; 
denn  a-{-ß  =  180  — y. 


Digitized  by 


Google 


224 


Ebene  Elementar-Geometrie.  —  IV.  Teil. 


Angabe  100.  In  einen  gegebenen  Kreis 
ein  Dreieck  einzuzeichnen,  dessen  Seiten 
denen  eines  gegebenen  Dreiecks  parallel 
sind. 


Erkl.  468.  Die  Lage  des  gegebenen  Drei- 
ecks ist  bei  dieser  Aufgabe  vollständig  beliebig: 
Es  kann  den  gegebenen  Kreis  ganz  no^chliessen, 
denselben  schneiden,  oder  von  ihm  ganz  ein- 
geschlossen werden.  Nur  wenn  das  Dreieck 
selbst  dem  gegebenen  Kreise  eingeschrieben  ist, 
fällt  das  zu  suchende  mit  dem  gegebenen  zu- 
sammen. Ist  nur  das  Zentrum  der  Ecken  ge- 
meinsam, so  fallen  die  Radien  zusammen,  nicht 
aber  deren  Endpunkte. 


Auflösung.  Wegen  der  paranelen  Seiten 
müssen  auch  alle  Winkel  beider  Dreiecke 
gleich  sein.  Zeichnet  man  also  zum  gegrebenen 
Dreieck  den  Umkreis  und  die  drei  Badia 
nach  den  Eckpunkten,  so  müssen  letztere 
nach  Satz  20  auch  parallel  sein  zu  den 
Radien  des  gesuchten  Dreiecks.  —  Man  ziehe 
also  durch  den  Mittelpunkt  des  gegebenen 
Kreises  die  fiadien  parallel  zu  den  Radien 
des  gegebenen  Dreiecks,  und  erhält  so  die 
Eckpunkte  des  gesuchten  Dreiecks. 


b)   Ungelttste  Aufgaben. 

Auflgabe  101.     Man    soll  den  Umkreis 
eines  Dreiecks  konstruieren,  ohne  eine  Mittel-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufigabe  88. 


senkrechte  desselben  zu  zeichnen. 


Aufgabe  102.    Auf  welcher  Seite  einer 
Höhe  eines  Dreiecks  liegt  das  Zentrum  der        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
^^^®°  ^  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  89. 


Aufgabe  103.  Auf  welcher  Seite  einer 
MitteUinie  eines  Dreiecks  liegt  das  Zentrum 
der  Ecken? 


Andeutung.  Wie  in  der  vorigen  Aufgabe. 


Aufgabe  104.  Man  soll  zu  einem  ge- 
gebenen Dreieck  zwei  andere  zeichnen  mit 
gleicher  Grundseite  und  spitzem  Gegenwinkel, 
von  denen  gegenüber  einem  grössern  an- 
liegenden Winkel  der  eine  eine  grössere,  Andeutung.  Man  verfahre  nach  der  Auf- 
der  andere  eine  kleinere  Gegenseite  hat,  lösung  der  Aufgabe  90  and  Figur  187. 
als  das  gegebene. 


Auf|g;abe  105.  Man  beweise,  dass  die 
Halbierungslinien  aller  Peripheriewinkel  über 
derselben  Sehne  durch  denselben  Punkt  gehen. 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  91. 


Aufgabe  106.  Man  fUlle  von  einem  Punkte 
P  des  Umkreises  eines  Dreiecks  zwei  Senk- 
rechte (etwa  PD  und  PE  in  Figur  191), 
verbinde  die  Fusspunkte  miteinander  und 
auch  den  Punkt  P  mit  dem  Schnittpunkt  F 
der  dritten  Seite  und  dieser  Verbindungslinie, 
und  beweise,  dass  dann  PF±_AB  ist. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  94; 
dieselbe  lässt  noch  eine  weitere  Umkehrung 
zu,  nämlich,  dass  eine  Senkrechte  auf  ^  jB  in 
F  ebenfalls  durch  P  gehen  muss. 
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Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
Terzelclmis  der  »jollstandig  gelösten  Anfgabensammlimg  yon 
Dr.  Ad,  Kleyer**  kaua  Yon  jeder  BucWiandlimg,  sowie  yon  der 
Verlagshandlnng  gpratis  und  portofi*el  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  an^esehnttten  imd  gat  brochiert  nm  den  eofortigen  niid  dauera- 
d«n  Gebrauch  sn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sefai  besonderes  Titelblatti  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigongen 
and  ErUftningen  am  Schlosse  desselben. 

8).  Anf  Jedes  einaelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8—4  Hefte  sn  dem  Abonnementspreiae  yon  26  Pfg.  pro  Heft 

6).  Die  B0lh«iifblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  knrs  angedeuteten  Inhaltsver« 
idcfanis  ist,  wie  atui  dem  Prospekt  enidhtlidh,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUea,  was  sich  überhaupt  anf  mathematische  Wissenschaften 
besieht,  alle  Lehrsätze,  Formehi  und  Begeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Angaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  prakttaoliea  I-ährbudh  ffir  SöhUer  aller  Schulen,  das 
baate  Haadbutih  fttr  Lehrer  und  Ezaminatoreni  daa  Tonfigliobate  Lehrbuoli 
■am  S^ttMtatndium,  daa  T^rtreflniobata  Nac^haoblagebuoh  f&r  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art 

8).  AUe  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


■HP  Das  vollstlndige 

Inhalt  syerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


HalbilhrBch  erscheinen  Nachtriige  Ober  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 
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_        Vollständig  gelöste 

Aufgaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhangen  ungeNMer  Aufgaben,  fDr  den  Schul-  &  SelbstuntarricM  - 

mit 

Anglbe  ud  EitileUng  dir  bnntztn  Situ,  Formtln,  Be^,  li  Fragn  od  iitiorten 

erUatert  durch 

nele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

ftus  ftllen  Zweigen 

der  ReelMBkiUBty  der  BiedereB  (Algebrai  PlAiiimetriey  Stereometrie,  ebenen  o.  iphAriichen 

TriiB^nometrie,  lynthetiichen  Geometrie  etc.)  n.  hfHiereB  Kathemmtlk  (höhere  Analyiii, 

DilTerential-  xl  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Baumes  etc.);  — 

aas  allen  Zweigen  der  Physlky  Meehanik,  GmpheBtatiky  Ckende,  Geedisie»  Ifaatik, 

math«mal»  Geegnwhle^  Istrenemie;  des  Masehlnea-»  Strassea-y  Eisenbalm-»  Wasser-i 

Brflekea-  o.  HaehSao'st  dar  KaastroktianslehreB  als:  darstelL  Geometrie,  Pelar-  u. 

Parallel-PenpektiTe,  Sohattenkeagtrakttenea  etc.  eto. 

ÜDr 

Sclifller,  Stndierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Hilit&rB  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 
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der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  yon 

Dr.  Adolph  Hleyer^ 
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Ebene  Elementar-Geometrie  (Planimetrie). 

Vierter  Teil. 

Die  Lehre  vom  Kreis. 

Die  geometrischen  Oerter  und  die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J.  Nuehs. 

Forts.  V.  Heft  1045.  —  Seite  225—240.    Mit  19  Figuren. 
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Preisgekrönt  in  Frankfnrt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlieh  in  3—4 
Heften  za  dem  billigren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlnng  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Kathematlk  y  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie ,  Astronomie ,  des  Haschinen-y  Strassen- ,  EiseBbahn-, 
Brileken-  nnd  Hochbaues,  des  konstruktlTon  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstindig 
gelöster  Form,  mit  rlelen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelmig  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Ldsong 
jedermann  yerständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  aach  alle 
TeUe  der  reinen  und  angewandten  MathenMitik  —  nach  besonderen  selbständigen  Eiapitek 
angeordnet  —  Yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  LOsung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Stndiereoden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  det 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Ei^pitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltSYcrzeich" 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  ErklärungeL  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissai- 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  II.  todiUy  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgerschnlen,  PrlTatsehulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gymnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksckulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerblidke 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Uni?ersitäten,  Land-  nnd  Forstwissenschaftsschnl», 
Militärschnlen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offiziers-Examen  etc. 

Die  Schttler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  ODd 
aaturwissenachaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  Ar  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüftingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  boII  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Sehnl- 
Ünterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  in  rerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  inr  Anffrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  Tergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Beroil^ 
zweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  Torleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Fonolinngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kl  eye  r,  Frankfurt  a.M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  nnd  wird  deren  Erledigosg 
thnnlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  YerlagsliAndliiiig« 
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Aufgabe  107.  Man  soll  die  verschiedenen 
Lagen  der  Eckpunkte  eines  Dreiecks  gegen 
einen  Kreis  aufstellen,  und  auf  Grand  der 
Sätze  17  die  Winkelsumme  gleich  180^  be- 
stätigen. 


Andeutung.  Man  beachte  die  Lage  der 
Eckpunkte  innerhalb  und  ausserhalb  des 
Kreises. 


Anmerkung  6.  Weitere  zu  diesem  Abschnitt  gehörige  Konstruktionsaufgaben  findet  man 
in  Müller,  Konstruktionsaufgaben  I,  F  und  K,  f  „Dreiecksaufgaben  über  den  um- 
geschriebenen Kreis^:  Aufgaben  528  bis  616  und  834  bis  877. 


->"i--HJH-— <- 


7)   Aufgraben  über  das  einem  Kreise  um-  und 
angreschriebene  Dreieck. 

(Zu  Abschnitt  A,  4  b.) 

a)   Gelöste  Aufgaben. 


Au%abe  108.  Man  soll  den  Inkreis  und 
einen  Ankreis  eines  Dreiecks  konstruieren, 
ohne  mehr  als  eine  Winkelhalbierende  zu 
zeichnen. 

Figur  197. 


Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie.  IV. 


Auflosung.  Da  die  Tangentenabschnitte 
des  In-  und  Ankreises  nach  den  Sätzen  23 
und  24  in  ganz  bestimmten  Beziehungen  zu 
den  drei  Seiten  des  Dreiecks  stehen,  so  kann 
man  diese  Strecken  berechnen,  und  in  den 
Endpunkten  derselben  die  Senkrechten  er- 
richten. Diese  schneiden  die  eine  Winkel- 
halbierende im  gesuchten  Mittelpunkte  nnd 
bilden  zugleich  selbst  den  Radius  des  ge- 
suchten Kreises. 

So  ist  in  Figur  197: 
_  a+b  —  c       1 


und 
CE=t' 


2 


^_a+h  +  c  _  1 


2 


2 


(BC+CA—ÄB) 


(BC+CÄ+ÄB). 


ErU»  469.  Diese  Auflösung  wird  besonders 
dann  Anwendung  finden,  wenn  die  dritte  Seite 
des  Dreiecks  nicht  gezeichnet  vorliegt,  sondern 
wenn  etwa  nur  einzeln  AB  =  c  und  die  Summe 
J5C-rC^  =  a  +  6  gegeben  wäre  (siehe Müller, 
Eonstruktionsaufgaben). 
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Angabe  109.  Man  soll  die  in  Erkl.  157 
enthaltenen  Aussagten  über  die  Lage  der 
Zentren  der  Seiten  beweisen. 

Figur  198. 


d    g    qc 


AnflöSTing.  Die  Winkelhalbierende  eines 
Winkels  bildet  anf  dessen  Gegenseite  im 
Innern  des  Dreiecks  einen  spitzen  Winkel 
nach  der  Seite  des  grösseren,  einen  stampfen 
nach  der  Seite  des  kleineren  dieser  Gegen- 
seite anliegenden  Dreieckswinkels.  Die  Be- 
röhrongsradien  sind  Senkrechte  auf  die  Gegen- 
seite von  einem  Pnnkte  dieser  Winkelhal- 
bierendeni  treffen  diese  Dreiecksseite  also  anf 
deijenigen  Seite  ihres  Schnittpunktes,  nach 
welcher  der  spitze  Winkel  liegt.  Folglich 
liegt  der  Fossponkt  der  Berührongsra^en 
beim  Umkreis  gegen  den  grossem,  beim 
Ankreis  gegen  den  kleinem  Dreieckswinkel 
hin  —  gerechnet  vom  Schnittpnnkt  der  Winkel- 
halbierenden ans. 

Da  aber  beide  Berührongspnnkte  von  den 
Dreieckspunkten  symmetrisch  gleiche  Ab- 
stände haben,  so  haben  sie  ebensolche  vom 
Mittelpunkt  der  Dreiecksseite,  liegen  also 
stets  auch  beiderseits  des  Seitenmittelpunkt«s 
nach  der  genannten  Richtung  hin. 


Erkl.  470.  Auf  der  Aussenseite  der  ge- 
schnittenen Seite  bildet  die  Winkelhalbierende 
(CMMe  in  Figur  198)  die  entgegengesetzten 
Winkel  als  im  Innern  des  Dreiecks,  nämlich 
den  spitzen  ^egen  die  grössere,  den  stumpfen 
gegen  die  klemere  Dreiecksseite  hin  (vergl.  auch 
Erkl.  146). 


Aufgabe  110.  Man  soll  zwei  Dreiecke 
vergleichen,  welche  einen  Winkel  gleich 
haben  und  demselben  Kreise  umgeschrieben 
oder  angeschrieben  sind. 


AuflSsung.  Kreise  mit  einem  gleichen 
Winkel  und  gemeinsamem  In*  oder  Ankreis 
können  auf  zweierlei  Weise  untersucht  wer- 
den: Man  kann  den  Winkel  festhalten  nnd 
die  Gegenseite  desselben  am  Kreise  ver- 
schieben, oder  man  kann  die  Gegenseite  fest- 
halten und  den  Winkel  verschiebt.  —  Wegen 
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Figur  199. 


der  Gleichheit  des  Tangentenwinkels  y  bleibt 
dabei  die  Strecke  MC  stets  dieselbe,  nnd 
auch  die  Abschnitte  auf  den  von  C  aus- 
gehenden Tangenten.  Letztere  sind  aber 
beim  umgeschriebenen  Dreieck: 
a+  6  —  c 


*.  = 


2 


beim  angeschriebenen  Dreieck: 


H    — 


__  a  +  6-fc 


2 


Folglich  kann  man  aussagen: 

Satz.  Dreiecke  mit  einem  gleichen 
Winkel  und  gemeinsamem  Inkreis 
haben  dieselbe  Differenz  zwischen  der 
Summe  der  einschliessenden  Seiten  und 
der  Gegenseite  des  Winkels. 

Satz.  Dreiecke  mit  einem  gleichen 
Winkel  und  gemeinsamem  zugehörigen 
Ankreis  desselben  haben  dieselbe  Seiten- 
summe oder  gleichen  Umfang. 


Erkl.  471.  Da  mit  <^  y  ^^ch  die  Strecke  CM 
die  gleiche  bleiben  muss  (nach  Antwort  32),  so 
muss  in  Figur  199  der  Punkt  C  auf  einem  Kreis 
um  den  Punkt  M  sich  bewegen. 

Während  Figur  199  die  Bewegung  des  gleich- 
bleibenden Winkels  gegenüber  der  festliegenden 
Gegenseite  darstellt,  bietet  Figur  179  denjenigen 
Fall,  dass  gegenüber  festliegendem  Winkel  die 
Gegenseite  bewegt  wird.  Entsprechend  dem 
Ergebnis  der  Aul^abe  39  kann  also  auch  in 
Figur  199  für  beide  Fälle  ausgesagt  werden, 
dass  die  Winkel  ÄMB  stets  gleich  bleiben, 
nämlich  nach  Erkl.  148: 

A,M,B,  =  A^M,B^  =  A,M,B,  =  90  +  |- 

und 

A,McB^  =  A^McB^  =  A^McB^  =  90  —  -^. 


Aufgabe  Ul.  Welche  Winkel  bilden  die 
Verbindungslinien  eines  Eckpunktes  mit  den 
Mittelpunkten  des  eingeschriebenen  und  des 
angeschriebenen  Kreises? 

Erkl.  472.  Derselbe  Wert,  welcher  neben- 
stehend gefunden  wurde,  gilt  auch  für  den 
Winkel  der  durch  einen  Eckpunkt  des  Dreiecks 
gehenden  Badien  des  Umkreises  und  des  dieser 
Ecke  zugehörigen  Ankreises,  da  ja  dessen  Radius 
ebenfalls  mit  der  Winkelhalbierenden  zusammen- 
föllt  Für  die  beiden  anderen  Aokreise  dagegen 
erhält  man,  wie  leicht  zu  zeigen  ist,  die  Summe 
aus  der  Winkelhälfte  am  Eckpunkte  und 
dem  D  r e i e  ck  s  w in  k e  1  an  der  anliegenden  Seite. 
Dies  lässt  sich  nachweisen  entweder,  wie  neben- 


AnflSsung.  Die  Verbindungslinie  eines 
Eckpunktes,  z.  B.  C,  mit  dem  Mittelpunkt 
des  Umkreises  bildet  nach  Satz  20b  mit  den 
Seiten  a  und  b  bezüglich  die  Winkel  90  —  a 
und  90  —  ßt  die  Verbindungslinie  mit  dem 
Mittelpunkt  des  Inkreises  dagegen  mit  beiden 


Linien  den  Winkel  y. 


Ist  also  a>&,  so 


wird  auch  a>|J,  und  der  Winkel  der  beiden 
zu  untersuchenden  Linien   entweder  gleich 


(90  — ß)--^    oder    -§-  — (90  — a). 
erstere  dieser  Werte  liefert; 


Der 
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stehend,  durch  Addition ;  oder  durch  Betrachtung    180  —  ^ß  —  y  _  lSO  —  (ß'\-y)—'ß  _  a—ß 
des  Komplementwinkels;  oder  durch  unmittel-  2  —  2  "~     ^' 

IrnnHot"^^  ^''  Winkelangaben  des  Satzes   ^^^  ^^^.^^  ^^^  ^^^^^  ^^^.^^^ 

y  — (180  — 2«)    __    g-l-tt-fy-lSO 
2  "■  2 

—  «  — [180  — («  +  y)]  _  tt-ß 
"■  2  ~    2  • 

Also  ist  der  Winkel  der  dnrch 
einenEckpunkt  des  Dreiecks  gehen- 
den Badien  des  Um-  nnd  iDkreises 
gleich  der  halben  Differenz  der 
zwei  anderen  Dreieckswinkel. 


Aufgabe  112.  Welche  Winkelgrössen  hat 
das  Dreieck  der  Berührungspunkte  des 
Inkreises  eines  Dreiecks? 


Erkl.  478«  Aus  der  nebenstehenden  Auf- 
lösung ergeben  sich  zahlreiche  weitere  Winkel- 
angaben über  die  andel'en  durch  denselben  Eck- 
punkt in  der  Figur  200  gehenden  Linien.  — 
Aehnliche  Ueberlegungen  ergeben  sich  für  die 
Ankreise ,  oder  rückwärts  für  die  Winkel  des 
Dreiecks  ABC  selbst  aus  den  Winkeln  des 
Dreiecks  DGH. 


Figur  200. 


Auflösung.  Ist  M  der  Mittelpunkt  des 
Inkreises  von  ABC  in  Figur  200.  so  ist 
<i MDB  =  MHB  =  R,  also: 

<^DMH=z  180  — /J  =  2R  — iJ. 
Dreieck  MDH  ist  aber  gleichscheDkh'g,  da 
MD  =  itfjBT  Radien  des  Kreises  sind,  also  ist: 

<^  MDH=  MED  =  -i^  [180  —  (2R  -  ß)]  =  (. 


Ebenso  ist  <^  MD  G  =  MG  D  = 


<^^^^  =  f+i  = 


ß  +  Y 


i,  folglich: 


=  90-- 


Also  ist  jeder  Winkel  des 
Dreiecks  der  Berührungs- 
punkte des  Inkreises  gleich 
der  halben  Summe  der  an- 
liegenden Winkel,  oder  gleich 
dem  Komplement  des  halben 
Gegenwinkels. 


Aufgabe  113.  Man  soll  dnrch  einen  ge- 
gebenen Punkt  P  innerhalb  eines  gegebenen 
Winkels  eine  Gerade  legen,  so  dass  dieselbe 
mit  den  Winkelschenkeln  ein  Dreieck  von 
gegebenem  Umfange  bildet. 

Erkl»  474«  Wie  aus  der  nebenstehenden 
üeberlegung  hervorgeht,  erhält  man  zweierlei 
Gerade  durch  P,  welche  der  Anforderung  der 
Aufgabe  genügen,  wenn  zwei  Tangenten  von  P 
an  den  Kreis  möglich  sind.  Man  erhält  eine 
Lösung,  wenn  P  auf  dem  Kreise  selbst  liegt, 
keine  Lösung,  wenn  P  innerhalb  des  Kreises 
liegt. 


Auflösung.  Der  Umfang  u  des  Dreiecks 
tritt  auf  als  das  Doppelte  der  Berührongs- 
strecken  vom  Scheitelpunkt  S  an  den  Ankreis 
der  Gegenseite.  Trägt  man  also  die  Hälfte 
von  u  auf  den  Winkelschenkeln  von  ^  aus 
ab,  so  kann  man  den  Ankreis  konstruieren 
und  an  denselben  die  gesuchte  Seite  ziehen 
als  Tangente  von  P  aus. 
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Aufgabe  114.  Welche  Grössenbeziehnngen 
besteben  zwischen  den  Seiten  nnd  den  Radien 

der  In-  nnd  Ankreise    des    rechtwinkligen         .    ^„  ^    .         ,..,,.        ^    . 

Dreiecks.  Auflösung.    Da  im  rechtwinkligen  Drei- 

eck (siehe  Figur  63)   die  Deltoide  mit  dem 
Winkelscbeitel    der   Berührungsradien   Qua- 

Erkl.  475,     Als   weitere   bemerkenswerte  drate  werden,  so  erhält  man,  ähnlich  wie  in 

Beziehungen  zwischen  den  Kadien  der  In-  und  ^^1.1    ,^0  o.p-n,-«t  wnrdp- 

Ankreise  des  rechtwinkligen  Dreiecks  treten  zu  ^™'  ^^"^  gezeigi  wnrae. 
nebenstehenden  hinzu  die  beiden  Fälle :  _  ^      __  ^  _     —     «  H- ^  —  g 

^,+  e?,+^,  =  («-c)  +  (.-6)  +  (.-fl)  ^0-3     -         c-  2         , 

o        n                  a-{-h-\'C                               .                ,           a  —  b-^c 
=  3«  -  2»  =  s  =      ^^^  -,  9^  =  f3     =s—b=    ^-1— , 

^^^-  ,         ,  ,n  -a  +  h  +  c 

nnd  /^ 

Q,  +  e,+Q,  +  g,  =  8  +  s  =  2s  =  a  +  b  +  c.  Q,^h"'=     s     =     d  +  b^c 


b)  Ungelöste  Aufgaben. 

Aufjgabe  115.    Man  soll  In-  und  Ankreise 
eines  Dreiecks  konstruieren,  ohne  eine  Winkel-         .    ,     .  ^.     .   «  ,.         .    « 

halbierende  zu  zeichnen.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe  ist    analog   der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 108. 


Angabe  116.     Auf  welcher  Seite  der 
Höhe  eines  Dreiecks  liegen  die  Zentren  der        .    ^    ,  ^.     .    - 

Seiten?  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe  ist   analog   der  Auflösung   der  Auf- 
gabe 109. 


Aufgabe  117.     Welche  Grösse  erhalten 
die  Radien  des  Um-  und  Inkreises  und  der 

Ankreise,  wenn  bei  einem  Dreieck  die  eine         .,.  \r      ,..1.1..        ^ 

Ecke  ins  Unendliche  rückt,  also  ein  Parallel-        Andeutung.     Man  berücksichtige,   dass 
streifen  entsteht?  ^^^  Kreis  mit  Radius  Null  oder  Unendlich 

zum  Punkte  oder  zur  Geraden  wird. 


Aufgabe  118.  Man  soll  den  Beweis  führen 
für   die  in  Erkl.  472  enthaltenen  Winkel-         .    ^  ^.     .    « 

angaben.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe  ist   analog    der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 111. 


Aufgabe  119.    Man  soll  ein  Dreieck  kon- 
struieren,  von   welchem  gegeben  sind:  der 

Radius  des  Inkreises ,    eine  Seite  und  ein        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
daranhegender  Winkel.  g^y^^  stützt  sich  auf  die  Auflösung  der  Auf- 

gabe 110. 

Anmerkung  7.  Weitere  zu  diesem  Absclinitt  gehörige  Eonstimktionsaufgaben  findet  man 
in  Müller,  Konstruktionsaufgaben  I,  L,  „Dreiecksautgaben  über  die  Beruhrnngs- 
kreise^:  Aufgaben  882  bis  1341. 
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8)  Aufgaben  über  das  Sehnen-,  Tangenten-  und  Kreisviereck. 

(Za  Abschnitt  A,  5  a,  b,  c) 

a)   Gelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  120.  In  einen  gegebenen  Kreis 
soll  ein  Rechteck  eingezeichnet  werden,  wel- 
ches eine  gegebene  Seitenstrecke  AB  habe.         .    ^..  ^   ,  .    . 

Auflösung.   Da  bei  einem  Sehnenrechteck 
Figur  201.  die  Diagonalen  Durchmesser  sind,  so  tr9gt 

man  die  gegebene  Strecke  beliebig  als  Seite 
AB  in  den  Kreis  ein  (siehe  Figur  201),  zieht 
durch  die  Punkte  A  und  B  die  Darchmesser 
AC  und  BD  nnd  erhält  so  die  Eckpmikte  C 
und  2>. 


Aufgabe  121.  In  einen  gegebenen  Kreis 
soll  ein  Rechteck  mit  gegebenem  Eckpunkt  so 
eingezeichnet  werden,  dass  seine  Diagonalen 
sich  unter  einem  gegebenen  Winkel  e  sclmeiden. 

Erkl.  476«  Wenn  auf  einer  beliebigen  Sehne 
in  den  Endpunkten  Senkrechte  errichtet  werden, 
so  bilden  diese  zwei  parallele  Sehnen,  schneiden 
also  wieder  ein  Bogenstttck  aus,  welches  dem 
Bogen  ttber  der  gegebenen  Sehne  gleich  ist  und 
ein  Sehnenviereck  liefert  Dies  ist  ein  Rechteck 
wegen  der  Symmetrie  zu  dem  Durchmesser 
parallel  den  Senkrechten. 


AuflBsung.  Wenn  der  Winkel  AMD 
in  Figur  201  gleich  e  ist,  so  muss  als  Aussen- 
winkel  e  =  MAB-\-  MBA  sein,  also  wegen 
des  gleichschenkligen  Dreiecks  AMB  auch 


Man  ziehe  also  durch  i 


den  Durchmesser  AC,  trage  daran  CAB=^-^ 
an,  und  vervollständige  das  Rechteck. 


Angabe  122.  Man  soll  beweisen,  dass 
je  vier  Linien,  deren  zwei  antiparallel 
sind  zu  den  beiden  andern,  ein  Sehnen- 
viereck  bilden. 

Figur  202. 


Auflösung.  Die  Linien  a  und  c  sind  mit- 
einander antiparallel  zu  den  Linien  b  und  d, 
wenn  der  W^inkel  zwischen  b  und  c  gleich, 
aber  entgegengesetzt  ist  dem  Winkel  der 
Linien  d  und  a  (siehe  Erkl.  297  des  III.  Teiles). 
Demnach  ist  der  Winkel  BCD  als  Neben- 
winkel gleich  1 80  —  a,  also  <i  .4 + <^  C=  1 80 
und  folglich  auch <^B  +  <^D=lSO.  Daher 
hat  das  Viereck  ^^  CD  die  in  Satz  25  ent- 
haltene Eigenschaft  nnd  ist  ein  Sehnenviereck. 


ErkL  477.  Würde  Winkel  EDC  ^  EÄB, 
so  wäre  c  parallel  a,  ist  aber  Winkel  ECB  = 
EAB,  so  ist  c  antiparallel  a  zu  den  Linien  ( 
und  d. 
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Angabe  123.  Man  soll  in  einen  ge- 
gebenen Kreis  ein  Sehnenviereck  einzeichnen, 
von  welchem  zwei  Gegenseiten  nnd  eine 
Diagonale  gegeben  sind. 

Fignr  203. 


Anflösnng.  Ist  die  Seite  a  in  den  Kreis 
eingezeichnet,  so  kann  von  A  oder  B  aus 
die  gegebene  Diagonale  mittels  des  Zirkels  ein- 
getragen werden,  und  vom  Endpunkte  der- 
selben in  entgegengesetzter  Richtung  die 
zweite  Seite  c.  —  Man  erhält  zweierlei 
Lösungen,  da  man  zweierlei  Endpunkte  für 
die  Diagonale  erhält,  —  und  so  lange  alle 
drei  gegebenen  Strecken  kleiner  sind  als  der 
Kreisdurchmesser. 


Erkl.  478*  In  altgemeiner  Bezeichnung  wtbrde 
die  vorliegende  Aufgabe  lauten:  „Sehnenviereck 
aus  r,  a,  c,  «**  —  denn  ein  Sehnenviereck  hat 
vier  willkürliche  'Bestimmungsstücke. 


Aufjgabe  124.  Von  einem  Sehnenviereck 
kennt  man  zwei  Oegenecken  Ä  und  C  und 
ausserdem  die  Richtungen  der  vom  Eckpunkte 
A  ausgehenden  Linien  a,  d,  B,  Man  kon- 
struiere das  Viereck. 

Figur  204. 


Auflösung.  DslAC  eine  Sehne  des  Kreises 
wird,  so  kann  man  eine  zweite  Linie  durch 
den  Kreismittelpunkt  erhalten,  wenn  man 
die  Mittelsenkrecht«  von  AC  konstruiert. 
Diese  liefert  den  Punkt  Jf,  also  den  Radius 
AM  und  der  Kreis  schneidet  sodann  die 
Punkte  B  und  2>  auf  a  und  d  aus. 


Aufgabe  126.  Man  beweise,  dass  der  Winkel 
der  Radien  nach  den  Eckpunkten  ei&er  Seite 

eines  Tangentenvierecks   gleich   der  halben         ._..  _.      ^.,,t>jj-/.i. 

Summe  der  gegenüberHegenden  Winkel  ist  ^.  Ajiflosung.     Im   Dreieck   ABM  (siehe 

Figur  205)  ist: 
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<^MäB  =  ^,  <iMBA  =  ^, 


Erkl.  479.   Die  vorstehende  Anssage  ist  ein 
einzelner  Teil  des  zum  Satz  27  durchgeführten 
Beweisganges.     Denn    der  Winkel   je    zweier  ^^. 
Winkelhalbierenden   eines  beliebigen  Vierecks 
ist  eben  gleich  der  halben  Summe  der  Gegen-  ''^ÄMB  =.  1800- 

Nun  ist  aber: 


«  +  /» 


also: 


a  +  ß  =  SßO—(y  +  &), 


^ÄMB  =  1800 _  _±-  [360  -  (y  +  ä)] 


z=z  180  —  180  - 


2       ""       2     • 


Aufgabe  126.  Von  einem  Tangenten- 
viereck sei  gegeben  der  <^a,  die  Winkel- 
summe y  +  ö,  und  die  Strecken  a  und  e.  Man 
soll  dasselbe  konstruieren. 

Figur  206. 


Auflösung.     Da  nach  voriger  Aufgabe 
im  Dreieck  AMB  die  Seite  a,  <^a,  and 

<^  3f  =  -^-g —  enthalten  sind,  so  kann  man 

das  Dreieck  AMB  zeichnen,  sodann  den 
Kreis  mit  Radius  ME  und  an  denselben 
die  Tangenten  AD  und  BC  ziehen.  Durch 
Eintragen  der  Diagonale  AC  =  e  erhält  man 
Punkt  0,  und  zieht  von  da  ans  die  vierte 
Tangente  CD. 


Aufgabe  127.  Was  für  Beziehungen 
liefert  beim  Tangentenviereck  deijenige  Punkt 
E  auf  der  Seite  a,  dessen  Entfernung  von  B 
gleich  der  Seite  BC  ist? 

Figur  206. 


Auflösung.  Trägt  man  in  Figur  206  von 
B  aus  BC  =  5^ ab,  so  wird  für  die  bei- 
den Dreiecke  BMC  und  BME  ausserdem 


BM=BM,  <^MBC=MBE  =  ^, 
ABMC^B  ME.    Folglich  ist  auch : 


also 


1)  <^MEB  =  MCB  =  MCD  =^, 

2)  ME  =  MC; 
femer: 

3)  AE^AB'-EB^^AB—CB^a-h, 
und 

4)  hat  das  Dreieck  AEM  die  Höhe  von 
Af  auf  ^^  gleich  dem  Radius  q. 


Erkl«  480.  Wegen  der  nebenstehenden  Be- 
ziehungen des  Punktes  E  zum  Viereck  AB  CD 
dient  das  Dreieck  AEM  bei  vielen  Aufgaben 
zur  Analysis. 


Digitized  by 


Google 


Aufgaben  über  das  Sehnen-,  Tangenten-  und  Kreisviereck. 


233 


Aufgabe  128.  Man  wiederhole  die  vorige 
Aufgabe  auch  für  die  Seiten  e  und  d  und 
untersuche  das  Dreieck  AEF  m  Figur  207. 


Erkl.  4SI.  Die  im  Nebenstehenden  an  der 
folgenden  Figur  207  durchgeführten  Ueber- 
legnngen  gelten  für  das  dem  Kreise  um  den 
Mittelpunkt  Jf  umgeschriebene  Viereck  ABCD 
ganz  ohne  Bücksicht  darauf,  dass  dieses  Viereck 
gleichzeitig  dem  Kreise  um  M  eingeschrieben 
ist.  — 

Auch  hier  dienen  die  Beziehungen  des  Drei- 
ecks AEF  allein  oder  der  Dreiecke  EBC  und 
FDC  für  vielfache  Aufgaben  als  diejenigen 
Stücke,  auf  deren  Grösse  und  gegenseitiger 
Lage  die  Analysis  aufgebaut  wird. 


Auflösung.  Da  AE  =  a  —  b  i^t  und 
(in  Figur  207)  AF=^d  —  c,  so  muss  nach 
Satz  2  7  wegen  a-\-c =b  +  d  auch  a — ft = d—c 
sein,  also  AE  =  AF.  Daher  ist  Dreieck 
AEF  gleichschenklig,  und  die  Linie  AM, 
welche  den  Winkel  a  halbiert,  wird  Mittel- 
senkrechte von  EF,    Es  ist: 

^AEFz=  ÄFE  =  90--^. 
Da  femer  wegen  der  gleichschenkligen  Drei- 
ecke EB  C  und  FOD  auch  <^  CFD  =  90  —  -^ 


und  CFD  =  90  — Y  ist,  so  wird: 

<J:  EFC  =  180«  —  ÄFE—  CFD 

=  1800-(90-|-)~(90-4)  = 

und  ebenso  ^  FEC  =  -^^4^ 


2     ' 


also: 


<^^FC  =  90  +  |-,   <^^£C  =  90  +  |-. 


Aufgabe  129.  Es  soll  ein  Kreis  Viereck 
gezeichnet  werden,  von  welchem  die  Winkel  a 
und  ß  und  die  konstante  Differenz  a—b=d—c 
gegeben  ist. 

Figur  207. 


Auflösung.  Aus  den  Stücken  a  —  b  und 
a  lässt  sich  auf  Grund  der  vorigen  Aufgaben 
das  Dreieck  AEF  konstruieren.  An  diesem 
lassen  sich  dann  als  bekannte  Stücke  antragen 

die  ^Z)i^X7=  90  — -|-  und  5J5;C  =  90  —  y 

und  liefern  so  den  Punkt  C,  also  die  Sehne 
AC  =  e  des  Kreises  um  M\  Von  diesem 
Kreise  kennt  man  aber  ausser  dieser  Sehne 
auch  die  Peripheriewinkel  bei  B  bezw.  D. 
Man  kann  also  denselben  zeichnen  und  erhält 
durch  ihn  auf  a  und  d  die  Punkte  B  und  D 
ausgeschnitten. 


Erkl.  482.    Da  im  Kreisviereck: 
«  +  y  =  /J  +  ^  =  2R, 
so  ist  mit  a  und  ß  auch  y  und  S  bestimmt,  und 
die  Winkel: 


CFD=  90— -^==  90- 


180  — /5 


2' 
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entsprechend: 

Ebenso: 

^j.C=^  =  5+90-|  = 

und 

^JPC==90  +  — =  90  +  90  — 4 


90- 


1800  — 


Angabe  130.  Man  soll  beweisen,  dass 
stets  einKreisviereck  entsteht,  wenn  man 
in  den  Schnittpunkten  zweier  senkrechten 
Sehnen  eines  Kreises  die  Tangenten  zieht. 

Figur  208. 


Erkl.  488«  Der  gegebene  Inkreis  des  Vier- 
ecks EFOH  bildet  eines  der  drei  Bestim- 
mungsstücke desselben.  Ist  dann  eine  der 
Sehnen,  z.  B.  CD  festgelegt,  so  gibt  es  immer 
noch  unendlich  viele  Lagen  der  zweiten,  also 
unendlich  vielerlei  Kreisvierecke.  Sind  also 
ausser  q  noch  ein  Winkel,  z.  B.  <^  i^  gegeben, 
so  ist  damit  Bogen  AC  festgelegt,  also  wieder 
unendlich  vielerlei  Lagen  des  rechten  Winkels 
der  von  Ä  und  C  ausgehenden  Sehnen  möglich ; 
durch  Q  und  zwei  Winkel  aber  wäre  das  Kreis- 
viereck eindeutig  bestimmt.  


Auflösung.  Sind  AB  ±,  CD  vi  Figur  208 
die  beiden  Sehnen,  so  sind  nach  Aufgabe  U 
und  75  die  Bogen  AC  und  DB  supplementär 
und  ebenso  AD  und  BC.  Nach  Satz  13 
sind  aber  zu  eben  diesen  Bogen  supplementär 
die  Tangentenwinkel  E,  G,  F,  H,  nämlich: 
<^JS?=180  — ^IfC,  <^(?  =  1800— J?Jfi>u.8.w. 

Folglich  ist: 
<^^+<^(?  =  (1800  —  ^MO  4.  (1800-  BMd) 
=  3600—1800  =  1800, 
und  ebenso  <^i^^+<^fl'=  l^(fi. 

In  dem  Viereck  EFGB  sind  demnach  je 
zwei  Gegenwinkel  supplementär;  Tangenten- 
viereck des  Kreises  um  M  ist  dasselbe  auch, 
also  ist  es  ein  Kreisviereck. 


Angabe  131.  Man  beweise,  dass  stets 
ein  Kreisviereck  entsteht,  wenn  zu  den 
Seiten  eines  Sehnenvierecks  parallele  Tan- 
genten an  einen  Kreis  gezogen  werden. 

Figur  209. 


Auflösung.  Ist  ABCD  ein  Sehnenviereek, 
so  ist  ^A-\'C=^<^B  +  D  =  lS(fi.  Ist 
dann  EFGH  ein  Tangentenviereck  mit  zu 
den  vorigen  parallelen  Seiten,  so  sind  als 
Winkel  mit  parallelen  Schenkeln  <):J5?  =  ^A, 
-^F=B,  ^G  =  C,<^H=D.  FolgUch 
ist  auch  4:E+G  =  <^ F+  H=  180°:  We 
Gegenwinkel  des  Vierecks  EFGHsind  supple- 
mentär, demnach  ist  es  nicht  nur  Tangente- 
Viereck,  sondern  auch  Sehnenviereck,  also 
ein  Kreisviereck. 
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£rkl.  484.  Man  erhält  ein  nm-  oder  ange- 
schriebenes Tangentenyierseit  je  nach  der  Wahl 
der  Tangenten.  Anch  diese  Aufgabe  führt  zn  den 
EigebniBsen  der  Erkl.  483:  Ist  q  gegeben  und 
zwei  Winkel,  so  ist  das  Sehnen  Viereck  AB  CD 
und  damit  auch  das  Tangentenviereck  EFGH 
eindeutig  bestimmt.  —  Die  umgekehrte  Aufgabe, 
in  einen  gegebenen  Kreis  Kreisvierecke 
zn  beschreiben,  ist  mit  Hilfe  der  Aehnlichkeits- 
lehre  zn  lösen. 


b)   Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  182.   In  einen  gegebenen  Kreis 
ein  Antiparallelogramm   einzuzeichnen,  von 

dem  die  Winkel  der  Seiten  und  der  der  Dia-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gonalen  gegeben  sind.  gäbe  ist  analog  den  Auflösungen  der  Auf- 

gaben 120  und  121. 


Aufgabe  133.  Man  konstruiere  ein  Sehnen- 
viereck, von  welchem  drei  Seiten  und  ein 
Winkel  gegeben  sind. 


Andeutung.  Alan  erhält  den  Umkreis 
des  Vierecks  als  Umkreis  eines  der  Teil- 
dreiecke. 


Angabe  134,  135,  136.     Man  ergänze 
ein  gegebenes  Dreieck  ABC 

a)  zu  einem  Sehnenviereck  mit  gegebener       Andeutung.  Die  Auflösungen  dieser  Auf- 
^^    '  gaben  sind  analog  den  Auflösungen  der  Auf- 

b)  zu    einem  Tangentenviereck  mit  ge-  gaben  123,  128,  129. 
gebenem  Winkel, 

c)  zu  einem  Kreisviereck.  ^ 


Aufgabe  137.  Wie  verhalten  sich  die 
Anzahlen  der  einem  gegebenen  Kreise  ein- 
oder  umgeschriebenen  Sehnen-,  Tangenten-, 
Kreisvierecke  ? 


Andeutung.  Man  vergleiche  die  Angaben 
in  Erkl.  483. 


Andeutung.    Wie  zu  voriger  Aufgabe. 


Aufgabe  138.  Wie  verhalten  sich  die 
Anzahlen,  der  einem  gegebenen  Kreise  ein- 
oder  umgeschriebenen  Antiparalletogramme 
oder  Deltoide,  Rechtecke  oder  Rhomben, 
Quadrate? 

Anmerkung  8.  Weitere  zu  diesem  Abschnitt  gehörige  Konstruktionsaufgaben  findet  man 
in  Müller,  Konstrnktionsaufgaben  I,  0,  „Aufgaben  über  Sehnen  und  Tangenten- 
vierecke": Aufgaben  1497  bis  1607. 


9)   Aufgaben  über  allgemeine  Sehnen-  und  Tangenten- 
vielecke und  regelmässige  Polygone. 

(Zu  Abschnitt  A  6  a,  b.) 

a)  Gelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  139.  '  Welche  Eigenschaften  er- 
hält   ein    Sehnenvieleck,    wenn    seine        Auflösung.  Qeht  man  von  einer  einzelnen 
Winkel  gleich  werden?  Seite  aus,  so  liegen  an  derselben  beiderseits 
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ErkL  485.  Die  Gleichheit  je  zweier  an  die- 
selbe Seite  beiderseits  anstossenden  Seiten  kann 
verschieden  bewiesen  werden:  Entweder  berück- 
sichtigt man  die  Symmetrie  der  ganzen  Figur 
in  Bezug  auf  den  zur  mittleren  Seite  senk- 
rechten Durchmesser  des  Kreises,  oder  man  be- 
nutzt den  Satz  über  die  Gleichheit  der  zu  glei- 
chen Peripheriewinkeln  gehörigen  Bogen  und 
Sehnen. 

Figur  210. 


gleiche  Winkel,  also  als  deren  Schenkel  auch 
gleichlange  Sehnen.  An  jeder  dieser  beiden 
müssen  wieder  beiderseits  gleiche  Sehnen 
liegen.  Demnach  ist  unter  den  Seiten  dieses 
Sehnenvielecks  jede  erste  gleich  der  zweit- 
folgenden  und  zweitvorhergehenden.  Ist  da- 
her die  Gesamtzahl  der  Seiten  gerade,  so 
erhält  man  für  die  eine  Hälfte  der  Seiten 
die  eine,  für  die  andere  Hälfte  die  andere 
Grösse;  sind  aber  die  Seiten  in  ungerade 
Anzahl,  so  kommt  man  beim  Weiterzählen 
von  einer  Seite  aus  auch  emmal  auf  die  be- 
nachbarten derselben,  so  dass  dann  alle  Seiten 
gleich  sind. 

Man  kann  also  den  Satz  aussprechen: 

Satz.  Ein  Sehnenvieleck  mit  lau- 
ter gleichgrossen  Winkeln  hat  bei 
ungerader  Seitenzahl  anch  lauter  gleich- 
grosse  Seiten,  oder  ist  ein  regelmäs- 
siges Vieleck;  bei  gerader  Seitenzahl 
hat  dasselbe  nur  zweierlei  je  aufeinander- 
folgende Seitengrössen. 


Erkl.  486.  In  Figur  210  ist  ein  gleich- 
winkliges Sehnenvieleck  von  gerader  Seiten- 
zahl dargestellt:  Dabei  liegt  immer  zwischen  zwei 
langen  Seiten  (b)  eine  kurze  (a)  und  umgekehrt. 
Ebenso  beim  eingeschriebenen  Bechteck.  Wird 
dann  aber  die  Seitenzahl  ungerade,  z.  B.  7,  so 
mtisste  gleich  werden  die  erste  Seite  der  dritten, 
fünften,  siebten,  neunten.  Die  achte  ist  aber 
wieder  die  die  erste,  die  neunte  die  zweite;  also 
müsste  auch  die  erste  der  zweiten  gleich  werden. 


Aufgabe  140.  Man  untersuche  die  Eigen- 
schaften eines  gleichseitigen  Tangenten- 
vielecks? 

Figur  211. 


Auflösung.  Geht  man  von  einem  einzelnen 
Winkel  aus,  so  liegen  an  demselben  beider- 
seits gleiche  Seiten  an,  also  an  deren  End- 
punkten auch  gleiche  TangentenwinkeL  Aut 
jeden  dieser  beiden  Winkel  müssen  beider- 
seits wieder  gleiche  Winkel  folgen.  Dem- 
nach ist  unter  den  Winkeln  des  Tangenten- 
vielecks jeder  erste  gleich  dem  zweitfolgenden 
und  vorhergehenden.  Ist  daher  die  Gesamt- 
zahl der  Winkel  gerade,  so  erhält  man  für 
die  eine  Hälfte  der  Winkel  die  eine,  für 
die  andere  Hälfte  die  andere  Grösse;  sind 
aber  die  Winkel  in  ungerader  Anzahl  vor- 
handen, so  kommt  man  beim  Weiterzählen 
von  einem  Winkel  aus  auch  einmal  anf  den 
benachbarten  desselben,  so  dass  alle  Winkel 
gleich  werden.    Man  erhält  also  die  Aussage: 

Satz.    Ein  Tangentenvieleck  mit 
lauter  gleichgrossen  Seiten  hat  bei 
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£rkl.  487.  Die  Gleichheit  je  zweier  dem- 
selben Winkel  beiderseits  benachbarten  Winkel 
kann  erschlossen  werden  aus  der  Symmetrie  in 
Bezug  auf  die  Winkelhalbierende  des  ersteren ; 
oder  auch  ans  der  Gleichheit  der  Tangenten- 
winkel,  welche  zu  gleichgrossen  Tangenten- 
abschnitten gehören  (yergleiche  die  Antwort  der 
Frage  32). 

Erkl.  488.  In  Figur  211  ist  ein  gleich- 
seitiges Tangentenvieleck  Ton  gerader  Seiten- 
zahl dargestellt.  Dabei  liegt  zwischen  je  zwei 
grossen  Winkeln  a  ein  kleiner  Winkel  ß  und 
umgekehrt.  Ebenso  bei  jedem  umgeschriebenen 
Rhombus  je  ein  stumpfer  zwischen  zwei  spitzen. 
Wird  dann  aber  die  Seitenzahl  ungerade,  z.  B. 
5  oder  7,  so  müssen  gleich  werden  der  erste 
Winkel  dem  dritten,  fünften,  siebten  u.  s.  w. 
Ist  also  beim  Fünfeck  der  sechste  wieder  der 
erste,  so  ist  der  siebte  der  zweite;  also  müsste 
auch  der  erste  und  zweite  Winkel  gleich  wer- 
den, und  damit  sämtliche:  das  Vieleck  würde 
regelmässig. 


ungerader  Seitenzahl  auch  lauter  gleich- 
grosse  Winkel,  oder  ist  ein  regelmäs- 
siges Vieleck;  bei  gerader  Seitenzahl 
hat  dasselbe  nur  zweierlei  je  aufeinander- 
folgende WinkeJgrössen. 


Aufgabe  141.  Was  wird  ans  einem 
Sehnenvieleck  mit  gleichen  Seiten 
oder  einem  Tangentenvieleck  mit  glei- 
chen Winkeln? 


Erkl.  489«  Die  nebenstehenden  Beweise 
können  auch  in  mehrfach  verschiedener  Weise 
geführt  werden:   Beim   gleichseitigen  Sehnen- 

Vieleck  beträgt  jedes  Kreisbogenstück Grad, 

n 

imd   ein  jeder  Peripheriewinkel  hat  einen  aus 

ii  —  2   solchen  Stücken  gebildeten  Standbogen, 

also  Je  dieselbe  Grösse  von: 

Beim  gleichwinkligen  Tangentenvieleck  bil- 
den die  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Winkel- 
halbierenden lauter  kongruente  gleichschenklige 
Dreiecke  wegen  der  gleichen  Winkelhälften  an 
den  Tangenten  als  Grnndseiten,  und  da  je 
zwei  eine  gemeinsame  Seite  haben.  Folglich 
werden  wieder  sämtliche  Grundseiten  gleich- 
lang. —  Man  kann  auch  die  Berührungssehnen 
der  Tangentenwinkel  zu  Hilfe  nehmen  und  wegen 
deren  Gleichheit  die  Gleichheit  der  Tangenten- 
abschnitte erschliessen. 


Auflösung,  Wenn  ein  Selinenvieleck 
gleiche  Seiten  hat,  so  bilden  seine  Seiten 
mit  den  zugehörigen  Radien  lauter  kon- 
gruente gleichschenklige  Dreiecke,  also  wird 
der  Vollwinkel  am  Mittelpunkt  in  n  gleiche 
Teile  geteilt,  und  das  Vieleck  wird  nach 
Antwort  der  Frage  101  ein  regelmässiges. 

Wenn  ein  Tangentenvieleck  gleiche  Win- 
kel hat,  so  bilden  die  Radien  nach  den  Be- 
rührungspunkten lauter  kongruente  Deltoide, 
also  wird  der  Vollwinkel  am  Mittelpunkt  in 
n  gleiche  Teile  geteilt,  und  das  Vieleck 
naäi  Antwort  der  Frage  101  ein  regel- 
mässiges. 

Man  erhält  also  die  Aussage: 

Satz.  Ein  Sehnenvieleck  mit  glei- 
chen Seiten  —  oder  ein  Tangenten- 
vieleck mit  gleichen  Winkeln  —  ist 
ein  regelmässiges  Vieleck. 


Aufgabe  142.  Wie  gross  sind  die  Aussen- 
winkel  eines  regelmässigen  n-£cks  und  2n- 
£cks? 


Erkl.  490.    Die  Ausführungen  der  neben 

stehenden  Auflösung  dienen  häufig  zur  Eon-  fi.^Q}^  leder 
struktion   eines  Vielecks  mit  doppelter,    vier-  *^ 

fächern. s.w.,  Seitenzahl  eines  gegebenen.  Dazu  zu  einer  Seite  gehörige  Mittelpunktswinkel. 


Auflösung.  Da  sämtliche  Aussenwinkel 
zusammen  360^  betragen  und  einzeln  einander 
gleich  sind,  so  beträgt  beim  regelmässigen 

,  also  ebensoviel  als  der 
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} 


hat  man  die  beiden  Anmenwinkel  an  einer  Seite 
des  gegebenen  zu  halbieren,  vierteilen  u.  s.  w., 
auf  den  Schenkeln  die  Seitenstrecken  abzatragen, 
nm  so  die  nächsten  Eckpunkte  zu  erhalten. 

Erkl.  491.  Auch  das  Wachstum  der  Vielecks- 
Winkel  ist  aus  vorstehendem  zu  erkennen.  Ist 
a  der  Winkel  eines  n-£cks,  so  ist  180  —  a  sein 

Aussenwinkel, die  Zunahme  des  Innen- 

m 

winkeis  vom  n-Eck  aufs  m*n-Eck,^ämlich  von  a 
zu  ^_^1S0— «  -33  j_[i80-f  (m— l)a],  also 


Ebenso  sind  die  Aussenwinkel  eines  regcl- 

SRO 

massigen  2n-Ecks  je  gleich  -ö — ,  also  halb 

so  gross  als  diejenigen  des  regelmässigen 
n-Ecks. 

Analog  findet  man,  dass  die  Anssenwinkd 
eines  regelmässigen  Vielecks  von  fn-facber 
Seitenzahl  eines  gegebenen,  auch  den  mten 
Teil  der  Aossenwinkel  des  gegebenen  Viel- 
ecks betragen. 


für  m  =  2 


m  m 


Aufgabe  148.  Wie  vielerlei  Diagonalen 
haben  die  regelmässigen  Vielecke? 


Auflöiung.  Ein  Dreieck  hat  0  Diagonalen, 
Viereck  2  gleiche,  Fünfeck  5  gleiche,  Sechs- 
eck 9  von  zweierlei  Grösse,  nämlich  3  Dorch- 
messer  und  6  kleinere;  Siebeneck  14  von 
zweierlei  Grössen,  je  7  grössere  und  7  klei- 
nere u.  s.  w. 

Ein  regelmässiges  2n-Eck  hat  n  (2»— 3) 
Diagonalen  von  n — 1  Grössen,  n&nlich 
n  Durchmesser  und  je  2 n  —  4  andere:  jede 

umfassend  -^,  ö-,   öT ^^^  Teüe 


2n'    2n 


2n 


Erkl.  492.  Bei  jeder  Diagonale  können  dann 
wieder  die  Winkel  untersudit  werden,  welche 
sie  mit  den  Seiten  und  mit  anderen  Diagonalen 
bildet.  So  ist  in  Figur  212  erkennbar,  dass  jede 
Diagonale  des  regelmässigen  Fünfecks  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  mit  Winkeln  86o,  36o,  108« 
bildet.  Da  die  Schenkel  dieser  Dreiecke  sämt- 
lich gleich  sind,  so  sind  dieselben  kongruent 
und  man  erhält  als  Einzelfall  der  nebenstehen- 
den Antwort: 

Satz.  Die  sämtlichen  Diagonalen  eines 
regelmässigen  Fünfecks  sind  einander  gleich, 
nämlich  jede  gleich  der  zu  einem  Kreisbogen 

2 
von  -^  des  Ereisumfangs  gehörigen  Sehne. 


2n 
des  Umkreises. 

Ein  regelmässiges  (2n+ 1) Eck  hat(2n+ !)• 
(n  —  1)  Diagonalen  von  n  —  1  Grössen,  näm- 
lich je  2n  + 1  von  gleicher  Grösse:  jede  ran- 

fassend  ■^^,  -^j^,  ■  •  •  ^^  TeOe 

des  Umkreises. 

Der  Beweis  wird  erbracht,  indem  man 
von  jeder  Ecke  aus  abzählt,  wieviele  Teile 
des  in  m  gleiche  Teile  geteilten  Ereisnin- 
fanges  beim  m-Eck  zu  einer  Diagonale  als 
Sehne  gehören  können.    Man  gelangt  dabei 

jeweils  von  2  bis  zu  -ö"« 


Aufgabe  144.  Man  halbiere  beim  regel- 
mässigen Zehneck  einen  Winkel  zwischen 
Seite  und  Radius  und  untersuche  die  ent- 
stehenden Figurenteile. 


Anüdsung.  Da  der  Winkel  zwischen  Seite 
und  Eadius  72^  beträgt,  so  entsteht  zu  dem 
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Dreieck  ABM  mit  Winkeln  12^,  72«,  36<> 
noch  ein  kleines  mit  gleichen  Winkeln  72^, 
72^,  36^  xmi  ^J?  als  Schenkel,  und  ein 
grösseres  ebenfalls  gleichschenkliges  mit  Win- 
keln 36^,  36^  108^.  Man  erhält  also  die  in 
Aufgabe  127  des  lU.  Teiles  betrachtete  Figar 
des  gleichschenkligen  Dreiecks,  auf  dessen 
Schenkel  die  Strecke  Ä,  s^q,  B  —  s^q  ausge- 
schnitten werden. 


Aufgabe  145.  Wie  teilen  die  Seiten  eines 
regelmässigen  Dreiecks  die  Sehne,  welche 
zwei  Bogenmittelpunkte  des  umgeschriebenen 
Kreises  verbindet? 


Erkl.  498«  Dass  die  Sehne  DE  in  drei 
gleiche  Teile  geteilt  wird,  kann  auch  erkannt 
werden  durch  Drehung  um  Jf  um  den  Betrag 
des  Winkels  EGB  =  ÖO«».  Dann  fällt  DE  auf 
CBj  DF  und  EG  sind  wegen  Symmetrie  gleich, 
und  ausserdem  fällt  DF  Q,ni  CG.  —-  DE  und 
die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  sind  Diagonalen 
eines  regelmässigen  Sechsecks,  FG  selbst  bildet 
mit  FA  und  GC  ebenfalls  die  Seiten  eines 
Sechsecks  nach  Figur  99,  


AuflSsung.  Ist  D^  in  Figur  214  die 
zu  untersuchende  Sehne,  so  ziehe  man  CD 
und  betrachte  die  Dreiecke  CDFxmä  CFG. 
Im  ersteren  ist  <^  C  =  <^  Z),  da  jeder  ein  Peri- 
pheriewinkel über  einem  gleichgrossen  Bogen 
von  60®  ist.  Im  letzteren  ist  <J  C  =  F=  G, 
weil  C  an  sich  60®  ist,  und  sowohl  der 
Winkel  F  als  G  Sehnenwinkel  sind  mit 
den  gleichen  Bogen  DA  =  CE  =  60®  oder 
CD  =  EB  =  60®.    Folglich  ist: 

1)  FD  =  FC  und  CG  =  GE  und 

2)  CF^  FG  =  CG,  also: 

X>1?'=  FG  =  GE. 


Aufgabe  146.  Man  beweise  die  Sätze  29 
und  30  durch  den  Schluss  von  n  auf  n  -f- 1. 

Erkl«  494«  Der  „Schluss  von  n  auf 
n-\-l^  ist  eine  Ueberlegungsart ,  welche  in 
vielen  Zwdgen  der  Mathematik  vorkommt.  Er 
beruht  darin,  dass  man  für  einige  einzelne  An- 
fangsf&lle  einen  Satz  einzeln  durchführt  und 
dann  beweist,  dass  er  notwendig  auch  für  jeden 
folgenden  Fall  gelten  muss,  wenn  er  für  den 
vorhergehenden  gilt.    Ist  also  der  Nachweis  für 


Auflösung.  Beim  beliebigen  eingeschrie- 
benen «-Eck  (siehe  Figur  215)  sei  AB  CD 
eine  Sehnenfolge,  X  ein  Punkt  auf  dem  zu 
jBC  gehörigen  Bogen,  dann  gehört  zur  einen 
Winkelsamme  der  Winkel  ABCj  zur  andern 
DGB.  Durch  Zufügung  der  Ecke  X  kommt 
zur  ersten  Winkelsumme  hinzu  CBX  -\-  MXC, 
zur  andern  BCX-^-MXB.    Nun  ist: 
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das  »-Eck  erbracht,  und  bewiesen,  dass  der  Satz 
für  das  Vieleck  von  m-|-1  Ecken  gilt,  so  ist 
der  Satz  aligemein  bewiesen. 

Figur  215. 


iR 


CX 


<^  CBX  =  -^  und  MXC  = 


Erkl.  495.     Der  Winkel  MXC  ist  Peri- 


180 -XC 
2 
(siehe  Erkl.  495)  also: 

CBX-{-MXC  =  90^ 
und  ebenso: 

BCX+MXB  =  Wi; 
also  bleiben  die  Winkelsnmmen  beim  n-\-\ 
Eck  wieder  gleich. 

Beim  beliebigen  umgeschriebenen  n-Eck 
sei  ABC  ein  Tangenten winkel,  DE  ä^ 
darauffallende  neue  Seite.  Dann  tritt  in  der 
einen  Seitensunune  an  die  Stelle  des  Stockes 
AB  die  Summe  AD'\-FE,  in  der  andern 
an  die  Stelle  des  Stückes  CB  die  Somme 
DF+EC.  Nun  ist  aber  AD=DF,  FE=EC, 
also  auch  AD-^FE  =  DF-^CE,  also 
bleiben  die  Seitensummen  beim  n-f  1  Eck 


pheriewinkel;  sein  Standbogen  wäre  der  vom  wieder  gleich. 
Durchmesser  XM  ausgeschnittene  Halbkreis  nach 

Abzug  des  Stückes  XC,  also  180  —  XC\  Folg- 


lich ist  die  Grösse  von  MXC  = 
Ebenso  wäre  auch: 


180  -  XC 
2 


BXM: 


IBO  —  BX 


BCX=2 


BX 


also  BXM+BCX  =  90». 


b)  Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  147.     Man  beweise,   dass  ein 
Sehnenviereck    ein  Antiparallelogramm   ist, 

wenn  ein  Paar  Gegenseiten  entweder  parallel        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Ant- 
oder  gleich  ist.  gäbe  stützt  sich  auf  den  Satz  7. 


Aufgabe  148.  Man  beweise,  dass  ein 
Tangentenviereck  ein  Deltoid  ist,  wenn  ent- 
weder ein  Paar  Gegenwinkel  gleich  ist,  oder 

zwei  Gegenecken  auf  demselben  Durchmesser        Andeutung.      Man  suche  einen  Durch- 
liegen.  messer,  der  Symmetrieachse  ist 


Aufgabe  149.   Man  konstruiere  ein  regel- 
mässiges 2w-Eck  über  der  Seite  eines  ge-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gebenen  regelmässigen  w-Ecks.  ^^be   ist   analog    der  Auflösung  der  Auf- 

gabe 142  und  Erkl.  491. 


Aufgabe  150.  Man  untersuche  die  Winkel 
zwischen  den  Diagonalen  unter  sich  und  den        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aut- 
beiten  im  regelmässigen  n-Eck.  ^^be   ist   analog   der  Auflösung  der  Auf- 

gabe 143. 


Aufgabe  151.    Man   wiederhole  die  Auf 
gäbe  145  für  das  Quadrat 


Andeutung.  Man  vergleiche  die  Figur  102. 
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Preisgekrönt  in  Frankfnrt  a.  U.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein,  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  S—4 
Heften  an  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlnng  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mafhematlk ,  Physik, 
Hechanlky  math.  Geographie ,  Astronomie ,  des  Mascliinen- 9  Strassen- ,  Efoenbahn-, 
Brfleken-  nnd  Hoehbaues,  des  konstrnktlTen  Zeiolinens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstladig 
gelöster  Form»  mit  yielen  Figuren  9  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Emtwlekelnng  der 
benntiten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dasi  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  Icann,  beaw.  wird,  wenn  eine  grössere  AnaaU  der  Hefte  er 
schienen  ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathei»atik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  besflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  nnd  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Schulunterricht  lienntit 
werden  können.  Die  LOsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeicli" 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungei.  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  L  und  11.  toda«9  g^rieh- 
berechtigten  höheren  Bttrgerschnlen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnaalen,  Pre- 
gymnasien,  Sehullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschuleiy 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereltungssehulen  aller  Arten,  grewerbliehe 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land«  nnd  Forstwissensehaftascknlea, 
MllitBrschnlen,  Yorbereltungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eli^filirlg-Frei" 
willige-  und  Offtzlers-Examen  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
aaturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  fttr  Scliritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfelQbarem  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prilftingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  fiberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeftüirt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  forden  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disdplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
dbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Anfgabem  an  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  an  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Arcliltekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlang  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bera£B- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forseknngen  geben. 

Alle  Bachhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  nnd  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Nznen 
verbreitet.  — -  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser; 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  nnd  wird  deren  Erledignof 
thnnlichst  bertlcksichtigt. 
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Aufgabe  152.  Man  soll  ein  regelmässiges 
Vieleck  von  4,   6,  8  u   s.  w.  Seiten  kon-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
rtriueren,  wenn  eine  der  Diagonalen  gegeben  ^^be  ist  analog  den  Auflösungen  der  Auf- 
gaben 143  und  150. 


ist 


10)   Aufgaben  über  zwei  Kreise. 

(Zu  Abschnitt  7  a  und  b.) 

a)  Gelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  153.  Man  soll  an  zwei  aus- 
einander liegende  Kreise  die  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  ziehen. 

Figur  216. 


ErU«  496.  Der  Einfachheit  der  Figuren 
halber  ist  in  Figur  216  und  217  nur  je  die 
eine  Tangente  gezogen.  Die  zweite  liegt  mit 
dieser  erstep  genau  symmetrisch  in  Bezug  auf 
die  Zentrallinie  M^M^  als  Achse. 


Auflösung.  Nach  den  Ergebnissen  der 
Antwort  der  Frage  116  hat  man  um  den 
einen  oder  um  den  andern  der  beiden  Kreis- 
mittelpunkte,  z.B.  um  3f]  einen  Hilfskreis 
zu  zeichnen,  dessen  Radius  in  Figur  216 
für  die  äussere  Tangente  M^C  =  r^  —  r^ 
in  Figur  217  für  die  innere  Tangente 
M^C  =  ri-{- r^  ist.  Zieht  man  dann  an 
diesen  Hilfskreis  von  M^  aus  eine  Tangente, 
so  erhält  man  den  Punkt  C,  und  der  Radius 
M^C  trifft  den  Kreis  um  M^  in  dem  Be- 
rührungspunkte A  der  gesuchten  Tangente. 
Man  kann  dann  also  in  A  entweder  auf 
M^A  eine  Senkrechte  errichten,  oder  von  A 
aus  an  den  zweiten  Kreis  eine  Tangente 
zeichnen,  oder  ^^  ||  CM^  oder  M^B  \\  M^A 
ziehen  und  B  mit  A  verbinden,  oder  die 
Strecke  M^C  von  A  ans  als  AB  zwischen 
beiden  Kreisen  eintragen,  u.  s.  w. 


Figur  217. 


Aufgabe  154.  Man  ziehe  durch  den  Be- 
rührungspunkt zweier  Kreise  eine  Gerade 
und  untersuche  die  Strecke  derselben  zwi- 
schen den  Fusspunkten  der  Senkrechten  von 
den  Kreismittelpunkten. 


Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie.  IV. 


Auflösung.  Ist  Xr  in  Figur  218  die 
Gerade  durch  den  Berührungspunkt  A^  so 
ist  darch  die  Fusspunkte  B  und  C  je  die 
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Figur  218. 


Strecke    XÄ   nnd    YA    halbiert,   also  ist 
ÄB  =  ^ÄX,  ÄC  =  ^äY,  folglich: 


2 


2 


BC  =  AB  +  AC  =  ^  (AX+AY)  =  —  XY. 

Also  ist  die  Strecke  zwischen  denFass- 
pnnkten  gleich  der  Hälfte  der  Strecke 
zwischen  den  Schnittpunkten  der  bei- 
den Kreise.  (Man  vergleiche  Figur  16 
und  152,  sowie  Frage  152.) 


Aufgabe  155.  Können  zwei  Kreise  ein- 
ander so  schneiden,  dass  die  Peripherie  eines 
jeden  halbiert  wird? 

ErkL  497.  Kreise  dieser  Art  würden  ein- 
ander „unter  einem  Durchmesser''  schneiden 
oder  „unter  einer  Sehne''  gleich  dem  Durch- 
messer, und  dies  ist  nach  Nebenstehendem 
unmöglich,  wenn  nicht  beide  Kreise  identisch 
sind. 


Auflösung.  Wenn  jede  Peripherie  hal- 
biert werden  sollte,  so  mässte  die  gemein- 
schaftliche Sehne  in  jedem  Kreise  Durchmesser 
sein;  es  müssten  daher  die  Durchmesser  za- 
sammenfallen ,  also  auch  die  Kreise  selbst 
zusammenfallen. 


Aufgabe  156.  Was  für  Bogenstücke 
schneiden  zwei  Kreise  auseinander  ans,  die 
sich  rechtwinklig  schneiden? 

Erkl.  498.  Umgekehrt  kann  man  auch  aus- 
sagen, dass  zwei  Kreise  einander  rechtwinklig 
schneiden,  wenn  die  gegenseitig  im  Innern  der 
Peripherie  liegenden  Bogenstücke  beider  Kreise 
zu  einander  supplementär  sind.  Denn  da  die 
Schnittwinkel  gleichgross  sind,  so  bleibt  im 
Viereck  der  Tangenten  für  zwei  gleiche  Win- 
kel 1800,  also  für  jeden  einzelnen  900. 


Auflösung.  Da  die  Tangenten  in  den 
Schnittpunkten  den  Schnittwinkel  angeben, 
so  müssen  die  Tangenten  der  rechtwinklig 
schneidenden  Kreise  in  beiden  Pnnkten  senk- 
recht stehen  je  auf  der  Tangente  des  andern 
Kreises.  Dieselben  müssen  also  je  durch 
den  Mittelpunkt  des  andern  Kreises  geben, 
und  dessen  Radien  bilden.  Die  Bogenstäcke 
sind  also  die  zu  den  Mittelpunktswinkeh 
dieser  Radien  bezw.  Tangenten  gehörigen 
Kreisbogen  und  sind  daher  supplementäre 
Bogen. 


Aufgabe  157.  Man  soll  mit  gegebenem 
Radius  einen  Kreis  zeichnen,  welcher  einen 
andern  in  gegebenem  Punkte  rechtwinklig 
schneidet. 


Erkl.  499.  Der  Beweis  für  die  Richtigkeit 
der  nebenstehenden  Ausführung  liegt  in  der 
Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  und  Erkl.  498. 


Auflösung.  Man  ziehe  im  gegebenen 
Schnittpunkt  eine  Tangente  von  der  Länge  r 
und  mache  deren  Endpunkt  zum  Mittelpunkt. 
(Jeder  Kreis  durch  P,  der  einen  Mittelpunkt 
auf  der  Tangente  hat,  schneidet  den  ^^^ 
benen  Kreis  rechtwinklig.) 


Aufgabe  158.  Man  zeichne  zwei  einander 
schneidende  Kreise  um  die  Punkt«  K  und  K*y 
deren  einer  die  halbe  Zentralstrecke: 

zum  Radius  hat,  und  untersuche  die  Sekante 
Xr,  welche  senkrecht  steht  auf  D^  in 
Figur  219. 


Auflösung.     Analog  den  Ueberlegungen 
der  Aufgabe  154  findet  man  AB  =  -^  AX, 
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Figur  219. 


AC  =  -^AY.  NunißtiTBCir'einParaUel- 

trapez,  nnd  darin  D  Seitenmitte  von  KK\ 
DA  als  Senkrechte  zn  XY  auch  Parallele 
zn  den  Seiten  KB  nnd  K'C.  Folglich  mnss 
anch  D  Seitenmitte  von  BC  sein,  also 
AB^AC  nnd  foglich  AX  =  AY. 


Aufjgabo  159.  Man  soll  die  Kreise  kon- 
Btroieren,  welche  einen  gegebenen  Kreis  und 
die  Schenkel  eines  gegebenen  Mittelpunkts- 
winkels oder  Tangentenwinkels  desselben 
berühren. 

Erkl.  500.  Die  vorliegende  Aufgabe  ist  ein 
besonderer  Fall  der  allgemeinen  Aufgabe,  einen 
Kreis  zu  suchen,  der  einen  gegebenen  Kreis 
und  zwei  beliebige  Gerade  berührt.  Diese 
bildet  eine  der  zehn  Grundaufgaben  des  sog. 
Apollonischen  Problems.  Siehe  „Cranz,  das  Apol- 
lonische Problem**. 

Erkl«  501  •  Man  erhält  imnebenstehenden  Falle 
stets  zwei  Paar  Lösungen,  da  die  Zentrallinie 
den  gegebenen  Kreis  in  zwei  Punkten  schneidet. 


Auflösung.  Da  die  Halbierungslinie  des 
Mittelpnnktswinkels  oder  Tangentenwinkels 
Symmetrieachse  sein  muss,  so  berdhrt  der 
gesuchte  Kreis  den  gegebenen  in  einem 
Punkte  der  Achse,  also  im  einen  der  beiden 
Schnittpunkte,  er  hat  also  in  einem  solchen 
mit  dem  gegebenen  Kreise  eine  gemeinsame 
Tangente.  Dadurch  erhält  man  ein  Tangenten- 
dreiseit  aus  den  beiden  gegebenen  Winkel- 
schenkeln und  dieser  gefundenen  Tangente, 
und  der  gesucht«  Kreis  ist  der  Inkreis  oder 
Ankreis  dieses  Dreiecks. 


Aufgabe  160.  In  einen  gegebenen  Kreis- 
sektor sollen  zwei  Kreise  eingezeichnet  wer- 
den, die  den  gegebenen  Kreisbogen,  einander, 
und  je  einen  der  Badien  berühren. 

Erkl.  502«  Man  kann  auf  dieselbe  Weise 
auch  drei  und  mehr  Kreise  in  einen  Sektor 
einzeichnen,  sowie  dessen  Winkelgrösse  so  ge- 
wählt ist,  dass  seine  Teilung  in  die  drei  oder 
mehr  Teile  mOglich  ist  


Auflösung.  Da  die  Winkelhalbierende 
des  Sektors  für  die  ganze  Figur  Symmetrie- 
achse bleiben  muss,  so  ist  die  Aufgabe  auf 
eine  doppelte  Anwendung  der  vorigen  Auf- 
gabe 159  mit  dem  Zentriwinkel  zurück- 
geführt. 


Aufjgabe  161.  Man  ziehe  in  zwei  kon- 
zentrischen Kreisen  mit  Mittelpunkt  K  eine 
beliebige  Zentralstrecke  KA  =  2  •  KP,  mache 
(durch  den  Kreisbogen  um  ^)  AX^=AP 
und  untersuche  die  Strecken  der  Linie  XF 
(siehe  Figur  220). 


Erkl.  M8.  Rückt  eine  Linie  XZ  weiter  vom 
Mittelpunkte  K  weg,  so  wird  das  mittlere  Stück 
kleiner  als  die  anderen  und  zuletzt  Null,  rückt 
XZ  näher  an  K  hinan,  so  wird  dasselbe  grösser 
als  die  äusseren  Stücke  bis  zur  Grösse  des 
inneren  Durchmessers.  Ist  also  der  Badienunter- 
schied  grösser  als  dieser  Durchmesser,  so  gibt 
es  keine  Gerade  von  der  Art  XZ  mehr. 


Auflösung.    Verbindet  man  KY,  so  ist 
in  den  Dreiecken  APX  und  KPYi 

1)  <):^PX=<):J^Py als  Scheitelwinkel, 

2)  AP=^KP, 

3)  AX=AP=zKP=KY, 

also  \9X/\APX^  KPY,  und  auch  PY=  PX. 
Da  ferner  nach  Antwort  der  Frage  133  die 
Strecke  YZ=  PXsein  muss,  so  werden  nach 
vorigem  die  drei  Strecken  PX=^  PY  =  XY, 
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Figur  220. 


also  wird  die  Strecke  XZ  durch  den  inneren 
Kreis  in  drei  gleiche  Teile  geteilt 

Die  Aufgabe  wird  unmöglich,  wenn  der 
äussere  Kreis  so  gross  ist,  dass  er  vom 
Kreisbogen  um  A  mit  Radius  AP  nicht 
mehr  getroffen  wird. 

(Diese  Aufgabe  lehrt  umgekehit,  eine 
Linie  XZ  so  zu  legen,  dass  zwei  konzen- 
trische Kreise  auf  ihr  drei  gleiche  Strecken 
ausschneiden.) 


b)  Ungelöste  Aufgaben. 
Aufjgabe  162.    Man  wiederhole  die  Auf- 
gabe 154   für  innerlich  beiührende  Kreise.        Andeutung.  Man  erhält  XF  als  Differenz 

zweier  Sehnenstöcke. 


Anfigabe  163.    Man  konstruiere  die  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  tm  zwei  beruh-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

rende  oder  zwei  schneidende  Kreise,  oder  gäbe    ist    antJog    der   Auflösung  der  Auf- 

an  zwei  gleichgrosse  Ki'eise.  gäbe  153. 


Aufgabe  164.    Wie  können  zwei  gleich- 
grosse Kreise  einander  rechtwinklig  schnei-        Andeutung.    Man  vergleiche  das  Deltoid 
den?  in  Aufgabe  156. 


Aufgabe  166.    Man  zeichne  einen  Kreis 
durch  zwei  gegebene  Punkte  eines  andern,        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
so  dass  er  diesen  rechtwinklig  schneidet.        gäbe  ist  analog  den  Auflösungen  der  Auf- 
gaben 156  und  157. 


Aufgabe  166.    Man  zeichne  drei  gleiche 
Kreise   um   die  Ecken   eines  Dreiecks  und        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
zeichne  einen  vierten  Kreis,   der  alle  drei  gäbe  stützt  sich   auf  die  Eigenschaft  des 
beröhrt.  Zentrums  der  Ecken. 


Aufgabe  167.     Man  zeichne  um   einen 
gegebenen  Mittelpunkt  P  einen  Kreis,  welcher         .    ,     .  ,,  i  .  i.     j.     rr 

einen  andern  gegebenen  Kreis  rechtwinklig        Andeutung.     Man  vergleiche  die  Kon- 
schneidet, struktion  der  Tangenten  von  P  an  den  ge- 
gebenen Kreis. 

Anmerkung  9.    Weitere  zu   diesem  Abschnitte   gehörige  Konstrnktionsaufgaben   findet 
man  in: 

Möller,  Konstruktionsaufgaben  I,  Q,  „Aufgaben  über  den  Kreis" :  Aufgaben  1738 
bis  1944  und  in: 

Cranz,  Das  Apollonische  Berührungsproblem:  Aufgaben  3,  5  bis  76. 
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11)    Aufgaben  über  drei  Kreise. 

(Zu  Abschnitt  A,  8.) 

a)  Gelöste  Aufgaben. 
Aufgabe  168.   Man  soll  die  Lagen  dreier 
Kreise  gegeneinander  ordnen  nach  dem  Ge-        Auflösung.    Drei  Kreise  können  gemein- 
Bichtspnnkte  der  Anzahl  gememsamer  Punkte,  g^m  haben:  I)  gar  keine  Punkte,  II)  Beruh- 

mngspunkte,  III)  Schnittpunkte,  IV)  Berfih- 
I)  Gar  keine  gemeinsamen  Punkte:  rungspunkte  und  Schnittpunkte;  und  zwar: 

A)  alle  drei  Kreise  ineinander, 

B)  zwei  nebeneinander  in  dem  dritten, 

C)  zwei  ineinander  ausserhalb  des  dritten, 

D)  alle  drei  auseinander. 
II)  Berührungspunkte: 

A)  ein  einzelner  Berührungspunkt: 

a)  alle  drei  Kreise  berühren  einander,  und 

a)  alle  liegen  ineinander, 
ß)  zwei  ineinander, 

b)  nur  zwei  Kreise  berühren  einander,  und 

a)  die  berührenden  liegen  in  einander,  und  der  dritte 

1)  im  innem, 

2)  zwischen  beiden, 
8)  schliesst  beide  ein, 

4)  liegt  ausserhalb  beider, 
ß)  die  berührenden  liegen  nebeneinander,  und  der  dritte 

1)  lie^  in  einem  von  ihnen, 

2)  schlieft  beide  ein, 

8)  liegt  ausserhalb  beider; 

B)  zwei  Berührungspunkte: 

a)  zwei  Kreise  ineinander,  der  dritte 

a)  berührt  den  innem 

1)  von  innen, 

2)  von  aussen, 
ß)  berührt  den  äussern 

1)  von  innen, 

2)  von  aussen, 

b)  alle  drei  Kreise  liegen  nebeneinander; 

C)  drei  Berührungspunkte: 

a)  zwei  Kreise  liegen  nebeneinander  im  dritten, 

b)  alle  drei  Kreise  liegen  auseinander. 
III.  Schnittpunkte: 

A)  zwei  Schnittpunkte: 

a)  alle  drei  Kreise  gehen  durch  dieselben  zwei  Punkte, 

b)  zwei  Kreise  schneiden  einander,  der  dritte 

«)  liegt  im  gemeinschaftlichen  Flächenraum, 

ß)  liegt  in  einem  der  beiden  einzelnen  Flädienräume, 

y)  schliesst  beide  Kreise  ein, 

(T)  liegt  ausserhalb  beider; 

B)  vier  Schnittpunkte:  Zwei  Kreise  schneiden  einander,  der  dritte 

a)  geht  durch  einen  der  Schnittpunkte  und  schliesst 
a)  den  zweiten  Schnittpunkt  ein, 
ß)  den  zweiten  Schnittpunkt  nicht  ein,  sondern  Liegt 


1)  auf  dessen  gleicher  Seite, 
2) ' 


2)  auf  der  ungleichen  Seite, 
b)  geht  durch  keinen  von  beiden  Schnittpunkten  und 
a)  schliesst  einen  der  beiden  Kreise  ein, 
ß)  schliesst  keinen  der  beiden  Kreise  ein; 
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C)  sechs  Schnittpunkte:  Zwei  Kreise  schneiden  einander,  der  dritte 

a)  schliesst  beide  Schnittpunkte  ein, 

b)  schliesst  einen  Schnittpunkt  ein, 

c)  scUies9t  keinen  Schnittpunkt  ein. 

IV)  Schnittpunkte  und  Berührungspunkte! 

A)  ein  Berührungspunkt  und  zwei  Schnittpunkte: 

a)  die  berfihrenden  Kreise  ineinander,  der  dritte 

a)  schneidet  den  innem, 

ß)  schneidet  den  äussern  und 

1)  schliesst  den  innem  ein, 

2)  schliesst  den  innem  aus, 

b)  die  berührenden  Kreise  auseinander,  der  dritte 

u)  schliesst  einen  derselben  ein, 
ß)  schliesst  keinen  derselben  ein; 

B)  ein  Berühmngspunkt  und  drei  Schnittpunkte:  die  berührenden  Kreise  werden 
im  Berührungspunkt  vom  dritten  geschnitten  und  liegen 

a)  ineinander, 

b)  auseinander; 

C)  ein  Berühmngspunkt  und  vier  Schnittpunkte: 

a)  die  bertlhrenden  Kreise  ineinander,  der  dritte 

a)  schliesst  den  Berührungspunkt  ein, 
ß)  schliesst  den  Berühmngspunkt  aus, 

b)  die  berührenden  Krebe  auseinander,  der  dritte 

a)  schliesst  den  Berührungspunkt  ein, 
ß)  schliesst  den  Berühmngspunkt  aus; 

D)  zwei  Berührungspunkte    und  zwei  Schnittpunkte.     Der  gemeinschaftlich  b^ 
rührende  Kreis  • 

a)  liegt  im  gemeinsamen  Flächenraume  der  schneidenden  Kreise^ 

b)  liegt  in  einem  der  einzelnen  Flächenräume  der  schneidenden  Kreise, 

c)  umschliesst  beide  schneidenden  Kreise, 

d)  liegt  ausserhalb  der  schneidenden  Kreise. 


Aufgabe  169.  Man  untersuche  das  Drei- 
eck der  Mittelpunkte  dreier  ausschliessend 
berührenden  Kreise. 

Figur  221. 


Auflösung.  Sind  ^J^C  die  drei  Mittel- 
punkte, 80  müssen  die  Benihrungspimkte 
XYZ  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
liegen,  und  die  drei  gemeinsamen  Tangenten 
müssen  durch  einen  Punkt  0  gehen  und 
gleichlang  sein.  Demnach  ist  0  ein  Punkt, 
der  von  den  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
gleichen  senkrechten  Abstand  hat,  oder  0 
ist  der  Mittelpunkt  des  Inkreises,  nnd 
XYZ  sind  die  drei  Bertihmngsponkte  des 
Inkreises  im  Dreieck  ABC, ^daher  ist  0  auch 
Schnittpunkt  der  drei  Winkelhalbierenden  des 
Dreiecks  ABC, 

(Umgekehrt  sind  die  Strecken  von  den 
Eckpunkten  eines  Dreiecks  ABC  nach  den 
Berührungspunkten  XYZ  seines  Inkreises 
die  Radien  dreier  einander  berührenden  Krdse 
um  die  Dreieckspunkte  ABC), 
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Aufji^be  170.  Man  nntersnche  das  krumm- 
linige Bogendreieck  ABC  dreier  ausschlies- 
send  berfihrenden  Kreise. 

Fignr  222. 


Auflösung.  Ein  Bogendreieck  hat  drei 
Ecken  Winkel  und  drei  Seitenwinkel.  Die  Ecken- 
winkel als  Winkel  der  Tangenten  beider  Kreis- 
bogen sind  bei  berührenden  Kreisen  jeweils 
von  der  Grösse  NalL  Die  Anzahl  der  Bogen- 
grade  der  krammlinigen  Seiten  haben  zn 
Mittelpnnktswinkeln  die  Winkel  des  Dreiecks 
ABC^  sind  also  gleichgross  mit  diesen.  Daher 

ist  -ß  =  7,  BC=a,  CA  =  ß,  Da  aber 
a  +  jJ  +  y  =  180®  sind,  so  müssen  auch  die 
drei  Bogen  eines  Bogendreiecks  mit 
Eckenwinkeln  von  0®  zusammen  180 
Bogengrade  betragen. 


Erkl«  504«  Ist  insbesondere  einer  der  Winkel 
aßy  gleich  900,  ^e  a  in  Figur  222,  dann  hat 

auch  Bogen  BC  900,  also  sind  dann  auch  die 

Bogen  AB  und  AC  komplementär  —  entspre- 
chend der  Thatsache,  dass  eben  diese  Bogen 
die  zur  Messung  der  Winkel  A,  B,C  van  Winkel- 
messer überhaupt  benützten  Teile  darstellen. 


Aufgabe  171.  Wie  viele  Tangenten  sind 
zwischen  drei  gleichgrossen  Kreisen  vor- 
handen in  jeder  ihrer  Lagebeziehungen  ? 

Erkl.  505.  Zwei  gleichgrosse  Kreise  haben 
bei  innerer  Berührung  oder  beim  Ineinanderliegen 
alle  ihre  Punkte  gemeinsam,  daher  auch  alle 
ihre  Tangenten.  Demnach  könnte  man  für  zwei 
zusammenfallende  Kreise  eigentlich  unendlich 
Tiele  gemeinsame  Tangenten  in  Anrechnung 
bringen,  und  entsprechend  bei  drei  zusammen- 
fallenden Kreisen  oder  ähnlich  in  den  Fällen, 
wo  von  den  drei  Kreisen  zwei  zusammenfallen. 


Auflösung.  Drei  gleichgrosse  Kreise 
können  nicht  alle  die  in  Antwort  134  der 
Aufgabe  168  aufgezählten  Beziehungen  auf- 
weisen, denn  eine  innere  Berührung  oder 
Ineinanderliegen  wird  gleichbedeutend  mit 
zusammenfallen.  Man  hat  daher  nur  zu 
unterscheiden  beim  Auseinanderliegen  alle  12 
Tangenten,  bei  äusserlicher  Berührung  aber 
eine,  bei  jeglichem  Schnittpunkt  zwei  ab- 
zurechnen, bei  inneren  Berührungen  aber 
schon  vier  Tangenten  abzuziehen. 


b)   Ungelöste  Aufga^ben. 

Aufigabe  172.    Man  beweise,  dass  wenn 
drei  konzentrische  Kreise  auf  einer  Sekante 

gleiche  Stücke  ausschneiden,  dies  auf  jeder        Andeutung.    Man  benütze  die  zentrische 
Sekante  zutrifft.  und  achsige  Symmetrie. 


Aufjgabe  173.     Man  zeichne   um   einen 
gegebenen  Punkt  drei  konzentrische  Kreise, 

die  auf  einer  gegebenen  Linie  fünf  gleich-        Andeutung.     Man  wähle  den  innersten 
grosse  Stücke  ausschneiden.  Kreis  beliebig. 


Aufgabe  174.     Man    zeichne   über  den 
drei  Seiten  eines  Dreiecks  Kreise  mit  Pen-        Andeutung.    Die  Verbindungslinien  de» 

pheriewinkel  120«  und  beweise,  dass  alle  drei  Punktes  mit  den  Ecken  büden  drei  gleich- 

durch  einen  Punkt  gehen.  grosse  Winkel  von  je  120^ 
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Aufgabe  175.  um  zwei  gegebene  Mittel- 
punkte Ä  und  B  beschreibe  man  zwei  Kreise, 
welche  einander  berühren,  und  deren  einer 
ieinen  gegebenen  Kreis  (oder  Gerade  oder 
Punkt)  berührt. 


Andeutung.    Man  beachte,  welcher  Kreis 
zuerst  zu  zeichnen  ist. 


Aufgabe  176.    Man  zeichne  drei  berüh- 
rende Kreise  mit  gegebenen  Radien  t-j,  r^,  r^,        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe   ist    analog    der  Auflösung  der  Aul- 
gäbe  169. 

Anmerkung  10.    Weitere  zu  diesem  Absc^hnitt  gehörige  Aufgaben  sind  die  Aufgaben  1945 
bis  1952  in  Müller,  Konstruktionsaufgaben  I. 


12)   Aufgaben  über  die  geometrischen  Oerter. 

(Zu  Abschnitt  B,  a,  b,  c.) 


a)  Gelöste 

Aufgabe  177.  Was  für  Aufgabengrappen 
ergeben  sich  aus  den  Ortssätzen  über  den 
Abstand  eines  Punktes  von  gegebenen  Punk- 
ten, Geraden  oder  Kreisen? 

Erkl«  506.     Zusammenstellungen  der  Ele- 
mente Punkt,  Gerade,  Kreis,  zu  je  zweien 
gibt  es  folgende  sechs: 
1)  P^P^,  2)  PG,  3)  PK,  4)  Gfi^,  5)  GK,  6)  K^K^, 

Zusammenstellungen   der  Elemente  Punkt, 

Gerade,  Kreis  zu  dreien  gibt  es  folgende  zehn: 

1)  P,P,P3,   2)  P.P^G,    3)  P.P^K,  4)  PG^G^ 

6)  PGK,      6)  PK,K^,    7)  G.G^G^,  8)  Gfi^K 

9)  GK,K^,  10)  K.K^K^. 

Die  Zusammenfassung  der  letzteren  zehn  Auf- 
gaben heisst  allgemein  das  „Apollonische  Be- 
rührungsproblem".   


Aufgaben. 


Auflösung.  Man  kann  verlangen  die 
Konstruktion  eines  Punktes,  der  gegebene 
Abstände  haben  soll  von  irgend  zweien 
der  Elemente  Punkt,  Gerade,  Kreis;  oder 
die  Konstruktion  eines  Punktes  der  gleich- 
grossen  Abstand  hat  von  dreien  dieser 
Elemente,  also  die  Auffindung  eines  Kreises, 
welcher  drei  dieser  Elemente  berührt. 


Aufgabe  178.    Wie  werden  Aufgaben  der 
vorgenannten  Art  allgemein  aufgelöst? 


Erkl.  507.  Für  die  ersten  sechs  Aufgaben 
der  Erkl.  606  besteht  ein  geometrischer  Ort  für 
jedes  einzelne  der  gegebenen  Elemente;  für  die 
zweite  Gruppe  von  zehn  Aufgaben  besteht  für 
jedes  Paar  der  gegebenen  Elemente  ein  geo- 
metrischer Ort.  Solche  Paare  gibt  es  zwar 
jeweils  drei,  aber  wenn  für  zwei  derselben  die 
Oerter  konstruiert  sind,  so  erfüllen  die  gemein- 
samen Punkte  die  Bedingungen  für  das  dritte 
Paar  von  selbst. 


Auflösung.  Zur  Auflösung  eiuer  Auf- 
gabe der  vorgenannten  Art  werden  die  beiden 
geometrischen  Oerter  für  den  gesuchten  Punkt 
vollständig  gesondert  behandelt  und  einzeln 
konstruiert.  Haben  dann  die  so  gefundenen 
geometiischen  Oerter  keinen,  einen,  zwei 
oder  mehr  gemeinsame  Punkte,  so  hat  die 
gestellte  Aufgabe  auch  0,1,2  oder  mehr 
Lösungen. 


Aufgabe  179.  Wieviele  Lösungen  hat 
im  allgemeinen  eine  aus  den  in  Aufgabe  177 
aufgestellten  Gruppen  von  Aufgaben? 


Auflösung.  Da  zwei  Gerade  einen  Schnitt- 
punkt haben,  eine  Gerade  und  ein  Kreis 
oder  zwei  Kreise  aber  zwei  Schnittpunkte, 
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Erkl.  508.  Sind  die  geometrischen  Oerter 
gerade  Linien ,  so  bleibt  stets  die  eine  Lösnng 
erhalten,  da  zwei  Gerade  einander  stets  schnei- 
den. Mit  Kreisen  aber  können  bei  Bertthrung 
durch  eine  Gerade  oder  dnrch  einen  Kreis  die 
zwei  Lösungen  in  eine  einzige  zusammenfallen, 
und  wenn  Gerade  und  Kreis  vom  ersten  Kreis 
allzugrossen  Abstand  haben,  oder  wenn  die  zwei 
Kreise  ineinander  zu  liegen  kommen,  so  fällt 
die  Möglichkeit  der  Lösnng  ganz  weg,  und  man 
erhält  keine  (d.  h.  nur  imaginäre)  Lösungen. 


80  wird  im  allgemeinen  Falle  eine  einzige 
Lösung  entstehen,  wenn  zwei  gerade  Linien 
die  beiden  geometrischen  Oerter  bilden,  zwei 
Lösungen  aber,  wenn  eine  Gerade  und  ein 
Kreis  oder  zwei  Kreise  die  geometrischen 
Oerter  bilden. 

Bei  mehreren  der  genannten  Aufgaben 
werden  die  geometrischen  Oerter  durch  an- 
dere Linien,  als  Gerade  und  Kreis  dargestellt, 
und  liefern  daher  auch  mehr  (bis  zu  acht) 
Lösungen. 


Aufgabe  180.  Welche  geometrischen 
Ortssätze  ergeben  sich  über  das  Schneiden 
zweier  Kreise  unter  gegebenem  Winkel? 

Figur  223. 


Erkl.  509.    Die  Elemente  der  Figur  228, 
fiämlich : 

1)  Sehne  AB, 

2)  Winkel  CÄD=iEBD, 

3)  die  Radien  AF  und  AE, 

4)  Zentralstrecke  EF 

sind  so  miteinander  yerknfipft,  dass  wenn  drei 
derselben  gegeben  sind,  dann  alle  anderen  be- 
stimmt sind.  Denn  um  das  Dreieck  ABE  zxa 
konstruieren,  müssen  zwei  Elemente  desselben 
gegeben  sein,  z.  B.  Grundseite  AB  und  Schenkel 
AE,  Um  sodann  auch  das  Dreieck  ABF  z^ 
konstruieren,  braucht  man  nur  noch  das  einzige 


Auflösung.  Wenn  zwei  Kreise  um  die 
Mittelpunkte  E,  F  in  Figur  223  einander 
unter  bestimmtem  Winkel  schneiden,  so  ent- 
steht an  deren  Schnittpunkt  beiderseits  der 
gemeinschaftlichen  Sehne  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck  der  Tangenten  und  ein  eben- 
solches der  auf  den  Tangenten  senkrechten 
Radien.  Bleiben  also  von  den  Radien  oder 
den  Tangentenwinkeln  oder  den  Sehnen- 
strecken irgend  zwei  gleichgross,  so  bleiben 
alle  Elemente  der  Figur  gleich,  also  auch 
der  Abstand  der  Spitzen  der  gleichschenk- 
ligen Dreiecke  oder  die  Zentralstrecke  beider 
Kreise.    Man  erhält  also: 

Satz.  Der  geometrische  Ort  für  den 
Mittelpunkt  eines  Kreises  von  be- 
stimmtem Radius  r,  welcher  einen  ge- 
gebenen Kreis  unter  einem  gegebenen 
Winkel  schneidet,  ist  d^  Paar  der 
konzentrischen  Kreise  zum  gegebenen 
Kreise,  deren  Radien  gleich  sind  der 
dritten  Seite  eines  Dreiecks  mit  den  Radien 
als  Seiten  und  dem  gegebenen  Winkel 
oder  dessen  Supplementwinkel  als  ein- 
geschlossenem Winkel. 
Oder  in  Benutzung  der  gegebenen  Sehnen- 
strecke : 

Satz.  Der  geometrische  Ort  für  den 
Mittelpunkt  eines  Kreises  von  be- 
stimmtem Radius,  welcher  einen  ge- 
gebenen Kreis  unter  einer  Sehne  von 
gegebener  Länge  schneidet,  ist  das 
Paar  der  konzentrischen  Kreise  zum  ge- 
gebenen Kreise,  deren  Radien  gleich  sind 
der  dritten  Seite  eines  Dreiecks  mit  den 
Radien  als  Seiten  und  der  Hälfte  der 
gegebenen  Sehnenstrecke  als  zagehöriger 
Höhe. 
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Element  AF  oder  EF  oder  den  Winkel  an  der 
Grnndseite  zu  kennen.  Mit  einem  der  Drei- 
ecke ABB  oder  ABF  aber  kennt  man  anch 
die  anf  diesen  Schenkeln  senkrechten  Tangenten, 
also  Punkte  2>  oder  C,  also  kann  anch  der  ge- 
gebene Schnittwinkel  angetragen  werden  und 
dann  mittels  des  zweiten  dieser  Punkte  das 
zweite  Dreieck  konstruiert  werden. 

Erkl,  510.  Aus  zwei  Seiten  und  zugehöriger 
Höhe  lassen  sich  zweierlei  Dreiecke  konstruieren. 
Das  eine  von  beiden  liefert  den  Ereismittelpunkt 
ausserhalb  des  gegebenen,  das  andere  innerhalb : 
je  nachdem  an  eine  beliebige  Tangente  des  ge- 
gebenen Kreises  der  verlangte  Schnittwinkel 
nach  aussen  oder  nach  innen  angetragen  wird. 
Es  ist  also  in  Figur  228: 

<^  CBD  —  a,  CBF  =  DBB  =  900, 
also: 

FBBz=z  CBF+DBB—CBD  =  2B,-a==  1800-«; 
und 

<^  CBD^  =  «1,  CBF  =  D^BE^  =  900, 
also: 
FBE^  =  CBF+CBD,^  D,B B^  =z  Ii  +  a^  —  R  =  a,. 


Aufgabe  181.  Welche  besonderen  Fälle 
des  Schneidens  zweier  Kreise  sind  in  der 
vorigen  Aufgabe  enthalten? 

ErkL  511.  Die  beiden  Kreise  in  Figur  228 
schneiden  den  gegebenen  Kreis  um  jP  unter 
gleicher  Sehne,  aber  nicht  unter  gleichen  Win- 
keln, denn  a  =  CBD  ist  grösser  als  «,  ==  C^Dj. 
Wird  also  die  Zeichnung  für  diesen  beliebigen 
Schnittwinkel  ausgeführt,  so  erhält  man  immer 
zwei  Lösungen,  da  zwei  Schnittpunkte  B,  E^ 
entstehen.  Nur  wenn  der  Winkel: 
CBD,  =  CBD  =  900 
wird,  föllt  C^  mit  CE,  zusammen  und  auch  mit 
CD  und  CD,,  und  man  erhält  nur  einen  einzigen 
Kreis  mit  gegebenem  Badius,  der  den  gegebenen 
rechtwinklig  schneidet. 

Erkl.  512.  Da  bei  Halbierung  des  Kreises 
um  F  der  Winkel  BFC  zu  einem  rechten  wird, 
so  gibt  es  hier  ebenfalls  nur  eine  einzige  Lö- 
sung, und  man  erkennt  zugleich,  dass  ein  Kreis 
nur  durch  einen  solchen  Kreis  halbiert  werden 
kann,  dessen  Badius  grösser  ist,  als  der  des 
gegebenen  Kreises.  Denn  die  Hypotenuse  ist 
stets  grösser  als  jede  Kathete. 


Auflösung.  Unter  den  Schnittwinkeln 
zweier  Kreise  ist  besonders  bemerkensweit 
der  Hechte,  unter  den  Sehnen  eines  Kreises 
der  Durchmesser.  Man  erhält  also  die  fol- 
genden beiden  besonderen  Fälle  voriger  Auf- 
gabe: 

Satz.  Der  geometrische  Ort  für  den 
Mittelpunkt  eines  Kreises  mit  bestimmtem 
Badius,  welcher  einen  gegebenen  Kreis 
rechtwüiklig  schneidet,  ist  der  konzen- 
trische Kreis  zum  gegebenen  Kreise,  dessen 
Badius  gleich  ist  der  Hypotenuse  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  mit  den  beiden 
Badien  als  Katheten. 
Und  für  den  Kreis,  der  halbiert  werden 
soll,  entsteht: 

Satz.  Der  geometrische  Ort  för  den 
Mittelpunkt  eines  Kreises  mit  gegebenem 
Badius,  welcher  einen  gegebenen  Kreis 
halbiert  oder  unter  einer  Sehne  gleich 
seinem  Durchmesser  schneidet,  ist  der  kon- 
zentrische Kreis,  dessen  Badius  gleich  ist 
der  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
mit  dem  Badius  des  verlangten  Kreises 
als  Hypotenuse  und  dem  des  gegebenen 
Kreises  als  zweiter  Kathete. 


Aufgabe  182.  Man  suche  den  geometri- 
schen Ort  für  den  Endpunkt  einer  Strecke 
von  bestimmter  Länge  /,  welche  parallel 
einer  gegebenen  Bichtung  von  den  Peripherie- 
punkten eines  gegebenen  Kreises  ausgeht. 


Auflösuiig.    Zieht  man  den  Badius  des 
gegebenen  Kreises  und  dazu  die  parallele 
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Erkl.  518.  Die  nebenstehende  Aoflösang 
mvss  immer  da  in  Betracht  kommen,  wo  etwa 
an  einem  Rad  eine  Knrbelstanffe  in  bestimmter 
Richtung  angebracht  ist.  Dreht  sich  dann  das 
Bad,  nnd  behält  die  Stange  dieselbe  Richtung 
bei,  so  beschreibt  ihr  anderer  Endpunkt  eben* 
falls  einen  Kreis  von  gleicher  GrOsse,  wie  der 
gegebene.  Daher  kOnnen  umgekehrt  zwei  ent- 
sprechende Punkte  zweier  gleichgrosseu  Kreise 
dnrch  eine  Strecke  von  der  Länge  der  Zentral- 
8trecke  Terbunden  werden  und  während  der 
Drehungsbewegung  beider  Kreise  verbunden 
bleiben. 


und  gleiche  Strecke  durch  den  zweiten  End- 
punkt von  /,  80  zeigt  sich,  dass  die  vierte 
Seite  des  Parallelogramms  stets  gleiche  Länge 
hat  wie  /.    Also: 

Satz.  Der  geometrische  Ort  für  den 
Endpunkt  einer  Strecke  /,  wcdche  parallel 
einer  gegebenen  Richtung,  von  den  Punk- 
ten einer  Kreislinie  ausgeht,  ist  der  Kreis 
mit  gleichem  Radius  r,  dessen  Mittelpunkt 
vom  Mittelpunkte  des  gegebenen  Kreises 
um  die  Strecke  /  paraUel  der  gegebenen 
Richtung  entfernt  ist. 


Anfjgabe  183.  Man  suche  den  geometri- 
schen Ort  für  den  Punkt  P,  dessen  Abstände 
von  den  Schenkeln  eines  gegebenen  Winkels  a 
eine  gegebene  Summe  haben. 

Figur  224. 


Erkl.  514.  Der  nebenstehende  Beweis  zeigt, 
dass  die  Eigenschaft  der  Abstandssumme  s 
die  Lage  des  Punktes  P  auf  der  Linie  BC  be- 
dingt Der  umgekehrte  Beweis,  dass  Lage 
auf  BC  die  Eigenschaft  der  Abstandssumme  8 
bedingt,  wäre  folgender:  Ist  D  ein  Punkt  der 
Strecke  BC,  und  man  zieht  DE±  AB,  DF±  AC, 
DH\]AB,  80wMDE=:HG  undimA^^-ff 
imd  CDF  ist  CD  =  CD,  <^F=<^fi=:90o, 

<^HDC  =  ^ABC  =  ^BCA. 

Folglich  A  DCH^  CDF,  also  auch  DF=  HC, 

DF+  DE  =  HC+  HG=zCG=i  8. 

Erkl.  515.  Auch  die  Verlängerunfi^  der 
Strecke  BC  über  beide  Winkelschenkel  hinaus 
,  besitzt  die  Eigenschaften  der  Aufgabe,  wenn  man 
einen  vom  Winkelschenkel  nach  dem  Aussen- 
raume  der  Winkel  gerichteten  senkrechten  Ab- 
stand als  negative  Grösse  in  Rechnung  setzt 
So  ]&tXY'-XZ=XY—XU=i  ÜY=CG. 


Auflösung.  Zwei  Punkte,  deren  Abstands- 
summe die  gegebene  Länge  8  bat,  sind  sofort 
anzugeben,  nämlich  diejenigen  Punkte  der 
Schenkel  AB  und  AC,  die  vom  entgegen- 
gesetzten Schenkel  die  Strecke  8  selbst  als 
Abstand  haben.  Für  diese  ist  der  Abstand 
vom  eigenen  Schenkel  =  0,  vom  andern  =  s, 
also  0  +  s  =  Ä.  SoU  ein  weiterer  Punkt  D 
ebenfalls  die  Abstandssumme  s  haben,  so 
muss  DE'\-DF=8  =  CG  sein.  Zieht 
man  nun  i>-ff  ||  BA,  so  wird  DEz=zHG,  also 
muss  der  Rest  CU=^DF  sein,  also  die 
Dreiecke  CDH^DCF,  folglich: 

<^FCDz^HDC 
sein;  demnach  bildet  CD  gleiche  Winkel  mit 
CF  und  DH,  also  auch  mit  CF  und  BA, 
oder  CD  ist  Verbindungslinie  der  Punkte  C 
und  B,  Mit  Zufugung  des  umgekehrten  Be- 
weises erhält  man  also: 

Satz.  Der  geometrische  Ort  für  einen 
Punkt  P,  dessen  Abstände  von  den  Schen- 
keln eines  Winkels  a  die  bestimmte  Summe 
8  haben,  ist  die  Grundlinie  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks  mit  a  als  Scheitel- 
winkel und  8  als  Höhen  auf  die  ScheokeL 
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Aufgabe  184.  Man  suche  den  geometri- 
schen Ort  eines  Pnnktes  in  einem  gegebenen 
Winkel  er,  dessen  Abstände  von  den  Schen- 
keln eine  gegebene  Differenz  d  haben. 

ErkL  516.  Der  nebenstehende  Beweis  zeigt, 
dass  die  Eigenschaft  der  Abstandsdifferenz  d 
die  Lage  auf  der  Linie  PD  bedingt.  Der  nm- 
gekehrte  Beweis  hat  auszuführen,  dass  die  Lage 
auf  PD  auch  die  Eigenschaft  der  Abstands- 
differenz d  bedingt,  und  wäre  zu  führen  wie  folgt: 

Ist  PD  Winkelhalbierende  des  Winkels  CPE, 
wobei  PE\\QB  und  PQ  =  d  ist,  so  wird 
DC  =  DE,  also  DB  —  DC=DB  -  DE=zd, 

Erkl.  517.  Auch  die  Verlängerung  der 
Strecke  PD  nach  aussen  besitzt  die  Eigen- 
schaften der  Aufgabe,  wenn  man  wieder  die  nach 
aussen  gerichteten  senkrechten  Abstände  als 
negative  Grössen  in  Bechnung  bringt.  Dann 
wird: 

XY—(—XZ)  =  XY+XZ=  XY+XK 

=  KY=d. 
Hierbei  gehen  also  die  Aufgaben  über  Ab- 
standssumme und  Abstandsdifferenz  ineinander 
über. 


Auflösung  Ein  einzelner  Punkt,  dessen 
Abstände  die  Differenz  d  haben,  ist  leicht 
anzugeben,  nämlich  derjenige  auf  dem  eisen 
Schenkel  liegende  Punkt  P,  dessen  Abstand 
vom  andern  Schenkel  gleich  d  ist.  For 
diesen  ist  der  Abstand  vom  Schenkel  .^=:(/. 
vom  Schenkel  AC  =  0,  also: 

P^  —  PP=  <f  —  0  =  d. 
Soll  dann  für  einen  andern  Punkt  D  eben- 
falls  DB  —  DC  =  d   sein,   so   trage  man 
DC  =  DE  auf  DB  ab,  dann  mnss: 

DB'-DC=zDB—DE=:BE  =  d 
sein,  also  liegt  E  auf  der  Parallelen  zu  AB 
durch  P,  und  D  hat  von  PE  und  PC  glei- 
chen Abstand,  liegt  also  auf  der  Winkelbal- 
hier  enden  von  CPE^  und  diese  muss  parallel 
sein  zur  Halbierungslinie  des  Winkels  a. 

Durch  Zufügung  des  umgekehrten  Be- 
weises erhält  man  also: 

Satz.  Der  geometrische  Ort  für  einen 
Punkt  in  einem  Winkel,  dessen  Abstände 
von  den  Schenkeln  dieses  gegebenen  Win- 
kels a  eine  bestimmte  Differenz  d  haben. 
ist  die  Parallele  zur  W^inkelhalbierenden, 
deren  Schnittpunkt  mit  dem  einen  Schenkel 
den  Abstand  d  vom  andern  Schenkel  bat. 


Figur  225. 


Aufgabe  185.  Wie  können  die  Ergeb- 
nisse der  beiden  vorigen  Aufgaben  znsammen- 
gefasst  werden,  ohne  Eücksicht  auf  die  Rich- 
tung einer  Abstandsstrecke? 

Erkl.  518.  In  Figur  226  hat  jeder  Punkt 
der  Bechtecksseiten  von  den  beiden  Digonalen 
als  Abstände  zwei  Strecken,  deren  Fnsspunkte 
bald  im  einen,  bald  im  anderen  der  vier  Winkel 
der  Diagonalen  liegen.  Ihre  Summe  bezw. 
Differenz  als  ganze  aber  ist  stets  gleich  der 
Höhe  von  einer  Ecke  auf  die  andere  Diagonale. 


Auflösung.  Als  Zusammenfassung  vorig:er 
beiden  Sätze  kann  man  aussprechen: 

Satz.  Der  geometrische  Ort  eines 
Punktes,  dessen  senkrechte  Abstände  von 
zwei  beliebigen  Geraden  eine  be- 
stimmte Summe  oder  Differenz  haben, 
sind  die  Seiten  oder  die  Seitenverlänge- 
rungen des  Eechtecks,  welches  die  ge- 
gebenen Geraden  zu  Diagonalen  hat  und  die 
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Der  geometrische  Ort  besteht  also  je  ans  vier 
getrennten  Linienstücken,  anf  deren  einen,  mit  -^ 
bezeichneten  die  Snmme,  auf  deren  andern, 
mit  —  bezeichneten,  die  Differenz  stets  den 
gleichen  Wert  d  hat. 

Figur  226. 


als  Summe  oder  Differenz  bestimmte 
Strecke  zum  Abstand  jeder  Ecke  von  der 
anderen  Diagonale. 


Aufgabe  186.  Man  soll  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  der  Zeichenebene  eine  Linie 
zeichnen,  aus  welcher  ein  gegebener  Kreis 
eine  Sehne  von  vorgeschriebener  Länge  aus- 
schneidet. 

Erkl.  519.  Für  einen  Punkt  ausserhalb  des 
gegebenen  Kreises  gibt  es  stets  zwei  Lösungen, 
tör  einen  Innern  ebenso,  wenn  er  ausserhalb  des 
Ortskreises  liegt;  dagegen  nur  eine,  wenn  er 
auf  dem  Ortskreis,  keine,  wenn  er  innerhalb 
des  Ortskreises  liegt  


Auflösung.  Da  nach  Satz  47  die  Linie 
einen  bestimmten  Abstand  vom  Kreismittel- 
punkt haben  muss,  ist  sie  Tangente  an  den 
Ortskreis  der  Mittelpunkte  aller  gleichlangen 
Sehnen.  Man  konstruiere  ahso  diesen  Kreis, 
und  vom  gegebenen  Punkte  eine  Tangente 
an  denselben. 


Aufgabe  187.  Mit  zwei  gegebenen 
Strecken  A^B^  und  ^2^2  ^^  Grundseiten 
sollen  zv^el  Dreiecke  mit  gemeinsamer  Spitze 
C  konstmiert  werden,  von  welchen  die  Winkel 
yi  und  72  gegeben  sind. 

Erkl.  520.  Wenn  die  beiden  Kreisbogen 
über  A^ßi  jene  über  A^B^  gar  nicht  treffen, 
ist  die  Aufgabe  unmöglich;  berührt  ein  Bogen 
einen  der  andern,  so  erhält  man  eine  Lösung; 
bei  zwei  Schnittpunkten  oder  zwei  Berührungs- 
punkten entstehen  zwei  Lösungen;  zwei  Schnitt- 
punkte und  ein  Berührungspunkt  liefern  drei, 
B.  s.  w.  Wenn  der  eine  Kreisbogen  über  A^B. 
beide  Kreisbogen  über  A^B^  schneidet,  und 
auch  der  zweite  über^jB^  den  einen  iHhexA^B^, 
dann  entstehen  sechs  Lösungen.       


Auflösung.  Nach  Satz  49  b  liegen  die 
Spitzen  auf  je  einem  der  beiden  Kreisbogen, 
welche  die  Strecken  AB  als  Sehnen  und  die 
Winkel  /  als  Peripheriewinkel  haben.  Man 
konstruiere  also  diese  Kreise  und  benütze 
einen  ihrer  Schnittpunkte  als  Spitze  C. 

Man  kann  je  nach  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  erhalten:  keine,  eine,  bis  sechs  Lö- 
sungen. 


b)  Ungelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  188.  Man  suche  Punkte,  welche 
je  gleichgrosse  Entfernung  haben  von  zwei 
Punkten  A  und  B  und  von  zwei  Geraden  a 
und  b. 


Andeutung.  Man  stelle  nach  Aufgabe  178 
zusammen  die  Sätze  39  und  42. 
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Aufgabe  189.  Man  suche  Punkte,  welche 
je  gleichgrosse  Entfernung  haben  von  zwei 

Geraden  a  und  h  und  von  zwei  konzentrischen        Andeutung.  Man  stelle  nach  Aufgabe  178 
Kreisen.  zusammen  die  Sätze  42  und  46. 


Aufgabe  190.   Man  suche  Punkte»  welche 
denselben  gegebenen  Abstand  d  haben  sowohl 

von  einem  gegebenen  Kreise,  als  auch  von        Andeutung.  Man  stelle  nach  Aufgabe  178 
einer  gegebenen  Geraden.  zusammen  die  Sätze  40  und  45. 


Aufgabe  191.    Man  soll  Kreise  zeichnen 
mit  gegebenem  Badius  r,  welche  zwei  ge- 
gebene Kreise  mit  Eadius  r^  und  r^  berühren.        Andeutung.  Man  stelle  nach  Aufgabe  178 
(Ausführliche  Determmation!)  die  Sätze  45  zweimal  zusammen. 


Aufgabe  192.    Man  suche  aus  den  Krei- 
sen   eines    gegebenen   Büschels    diejenigen 

heraus,  welche  einen  gegebenen  Kreis  unter        Andeutung.  Man  st eUe  nach  Aufgabe  178 
gegebener  Sehne  schneiden.  zusammen  die  Sätze  39  und  jenen  in  Auf- 

gabe 180. 


Aufgabe  19S.    Man  suche  den  geometri- 
schen Ort  für  den  Mittelpunkt  eines  Kreises, 

der  zwei  gegebene  gleichgrosse  Kreise  gleich-        Andeutung.   Man  führe  die  Aufgabe  ant 
artig  berührt.  Satz  39  zurück. 


Aufgabe  194.    Man  bestimme  den  geo- 
metrischen  Ort   für   den  vierten  Eckpunkt 

eines  Vierecks,  von  dem  drei  Eckpunkte  und        Andeutung.    Man  führe  die  Aufgabe  aaf 
der  Winkel  am  vierten  gegeben  sind.  S^^tz  49  zurück. 


Aufgabe  196.     Aus  den  Kreisen  einer 
Kreisschar    sollen   diejenigen  herausgesucht        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
werden,  welche  einen  gegebenen  Kreis  dieser  ^^^^   ^^^   analog    der  Auflösung  der  Auf- 
Schar  berühren.  ^abe  159. 


Aufgabe  196.     Aus   den  Kreisen  einer 
Kreisschar   sollen  diejenigen  herausgesucht 

werden,  welche  eine  beliebig  gegebene  Ge-        Andeutung.    Man  beachte  die  entstehen- 
rade  berühren.  den  Tangentendreiseite. 


Aufgabe  197.    Man  wiederhole  die  Auf- 
gabe 187  für  den  Fall,  dass  die  Strecke  A^  B^        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

und  A^B^  in  einem  Eckpunkte  aneinander-  ^^^^   ig^   analog   der  Auflösung   der  Auf- 

stossen.  g^abe  58  und  187. 

Anmerkung  11.  Weitere  zu  diesem  Abschnitt  gehörige  Aufgaben  sind  die  Aufgaben  50 
bis  74  in  Müller,  Konstruktionsaufgaben  I,  sowie  die  Fragen  6  bis  18  und  die 
Aufgaben  1  bis  76  in  Cr  an  z,  das  Apollonische  Berührungsproblem. 
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Aufgaben  über  die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 


13)  Aufgaben  über  die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 

(Zu  Abschnitt  C,  a,  b,  c,  d.) 

a)  Gelöste  Aufgaben. 

Angabe  198.  Man  soll  ein  Dreieck  kon- 
struieren, von  welchem  gegeben  ist  das 
Zentrum  der  Ecken,  ein  Eckpunkt  und  die 
Winkel 

Erkl.  521«  Man  kann  entweder  im  Eck- 
pmikte  die  Komplemente  der  beiden  anderen 
Winkel  am  Radius  antragen,  oder  am  Kreis- 
mittelpunkte  die  doppelte  Orösse  der  beiden 
anderen  Dreieckswinkel,  und  erhält  so  entweder 
die  Seiten  oder  die  Badien  nach  den  anderen 
Eckpunkten.  


Auflösung.  Die  Verbindungsstrecke  des 
Zentrums  mit  dem  gegebenen  Eckpunkte  lie- 
fert den  Radius  des  Umkreises,  und  nach 
Antwort  der  Frage  155  sind  an  diesem  Radius 
die  an  jedem  der  beiden  Endpunkte  anzu- 
tragenden Winkel  leicht  zu  finden. 


Aufjgabe  199.  Man  soll  ein  Dreieck  kon- 
struieren, von  welchem  gegeben  ist  das  innere 
Zentrum  der  Seiten,  ein  Eckpunkt  und  die 
Winkel. 

Erkl.  522.  Statt  am  gegebenen  Eckpunkte 
die  Winkelhälften  anzutragen,  könnte  man  auch 
nach  Antwort  156  diejenigen  Winkel  konstruieren, 
welche  Yon  den  Zentralen  der  Eckpunkte  mit 
den  Radien  des  Kreises  gebildet  werden.  Wer- 
den sodann  auf  diese  Badien  vom  Eckpunkte 
ans  die  Senkrechten  gefällt,  so  erhält  man 
wieder  die  Seiten  des  Dreiecks. 


Auflösung.  An  der  Verbindungsstrecke 
des  Zentrums  mit  der  gegebenen  Ecke  ist 
beiderseits  die  Hälfte  des  zugehörigen  Drei- 
eckswinkels anzutragen.  Dadurch  erhält  man 
die  beiden  Tangenten  des  Inkreises,  kann 
also  dessen  Radius  und  ihn  selbst  konstruieren. 
Sodann  sind  nach  Antwort  der  Frage  156 
die  Winkel  zu  konstruieren,  welche  an  der 
ersten  Verbindungsstrecke  beiderseits  an- 
zutragen sind,  um  die  Linien  nach  den  an- 
deren Eckpunkten  zu  erhalten. 


Auiigabe  200.  Von  einem  gleichschenk- 
ligen Dreieck  kennt  man  den  Scheitel,  das 
zur  Grundseite  gehörige  äussere  Zentrum 
der  Seiten  und  den  Umfang.  Man  soll  das 
Dreieck  konstruieren. 

Erkl«  523»  Der  Berührungspunkt  des  Schen- 
kels mit  dem  Ankreise  liegt: 

1)  auf  einem  Kreise  um  den  Scheitel  mit 
Radius  gleich  dem  halben  Umfange, 

2)  auf  einem  Halbkreise  über  der  Verbin- 
dnngsstrecke  des  Scheitels  mit  dem  Kreismittel- 
ponkt. 

Auf  derselben  Linie  muss  auch  die  Grund- 
Seite  des  Dreiecks  senkrecht  stehen. 


Auflösung.  Da  die  Schenkel  des  Dreiecks 
Tangenten  sind  und  als  Länge  der  Tangenten- 
abschnitte die  Hälfte  des  Umfangs  haben,  so 
kann  man  das  rechtwinklige  Dreieck  kon- 
struieren, dessen  Hypotenuse  die  Verbindungs- 
strecke des  Scheitels  mit  dem  Kreismittel- 
punkt ist,  und  dessen  Schenkel  der  Berüh- 
rungspunkt ist.  Dadurch  erhält  man  den 
Kreis  und  die  Schenkel,  also  auch  die  Grund- 
seite des  Dreiecks. 


Aufgabe  201.   Man  soll  ein  Dreieck  kon- 
Btroieren ,  von  welchem  drei  von  den  vier        Auflösung.   Die  Eckpunkte  des  gesuchten 
Zentren  der  Seiten  gegeben  sind.  Dreiecks  sind  die  Höhenfusspunkte  des  ge- 

gebenen Dreiecks. 


Aufgabe  202.   Man  soll  ein  Dreieck  kon- 
striüeren,  von  welchem  die  drei  Höhenfuss-        Auflösung.    Man  konstruiere  die  Zentra 
punkte  gegeben  smd.  ^^r  Seiten  des  Dreiecks  der  Höhenfusspunkte. 
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Aufgabe  203.  Man  soll  ein  Dreieck  kon- 
struieren, von  welchem  gegeben  ist  der  Höhen- 
punkt, die  Lage  einer  Ecke  und  die  Winkel. 


Auflösung.  An  der  Verbindongsstrecke 
des  Höhenpnnktes  mit  der  gegebenen  Ecke 
sind  beiderseits  bekannte  Winkel  anzutra^ 
nach  Antwort  der  Frage  159. 


Figur  227. 


Aufgabe  204.  Man  soll  die  Konstruktion 
des  Kreises  der  neun  Ponkte  in  einem  stumpf- 
winkligen Dreieck  ausführen. 

Erkl.  524.  Das  Dreieck  ABC  ist  für  das 
Fusspnnktendreieck  DEF  das  Dreieck  aus  den 
innem  und  zwei  äusseren  Zentren  der  Seiten.  — 
Die  Schenkel  des  stumpfen  Dreieckswinkels  wer- 
den Halbierende  zweier  Innenwinkel  des  Fuss- 
punktendreiecks.  —  Ferner  ist  im  Fnsspunkten- 
dreieck  DEF: 

<i  DFE  =  2-(y  —  900)  =  2y  —  180, 

<>i:CFD  =  CFE=y  —  dO] 

<^  FED  =  2'ß,   <^  CEF  z=  CED  =  ß, 

'^EDF=2'a,   ^CDE  =  CDF=  a. 

£rkl.  525.    Es  sind  in  Figur  227: 
Höhen:  AD,  BE,  CF, 

Obere  Höhenabscbnitte:    HA,  halbiert  in  U, 
HB,  halbiert  in  V, 
HC,  halbiert  in  W. 
Untere  Höhenabschnitte :  HD,  HE,  HF. 


Auflösung.  Beim  stumpfwinkligen  Drei- 
eck fällt  der  Höhenpunkt  R  (s.  Figor  227) 
und  zwei  Höhenfusspunkte  D  und  E  ausser- 
halb des  Dreiecks,  so  dass  auch  die  Mittel- 
punkte der  oberen  Höhenabschnitte  rrW 
ausserhalb  zu  liegen  kommen.  Von  den  Hoben 
des  Dreiecks  ABC  ist  nur  die  zum  stumpfen 
Winkel  gehörige  auch  Halbierungslinie  des 
Innenwinkels  im  Fusspunktendreieck,  die 
beiden  anderen  halbieren  die  AussenwinkeL 

Die  Winkel  des  Fosspunktendreiecks  e^ 
fahren  gegenüber  der  Aussage  4  der  Ant- 
wort 159  ebenfalls  eine  Änderung,  indem 
das  Komplement  des  stumpfen  Dreieckswis- 
kels  y  nicht  90  —  y,  sondern  y  —  90  ist,  nnd 
an  den  ausserhalb  des  Dreiecks  liegenden 
Fusspunkten  die  doppelten  Dreieckswinkel 
selber  entstehen. 

Wieder  ist  Punkt  iV^  gemeinsamer  Hal- 
bierungspunkt der  Strecke  O^und  der  gleich- 
langen  Durchmesser  FU=  QV=im']  &^ 
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PrdsgekrSnt  in  FranUart  a,  Bl.  1881, 

Der  ansffUirliche  Prospekt  und  das  ansffUirliche  In- 

haltsyerzeiclmis  der  ^^yollstäiidig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer**  kami  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Yerlagshandlung  gratis  und  portofirei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gat  brochiert,  am  den  sofortigen  and  dftuom« 
den  Oebraadi  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthalt  sein  besonderes  Titelblatt,  InhaltsY^rzeichnis,  Berichtigangen 
ond  Erklftrungen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  Jedes  einzebie  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlidi  erscheinen  8—4  Hefte  zu  dem  Abonnemontspreiae  Yon25Pfg.  pro  Heft 

6).  Die  Ballienlblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis Ist,  wie  aua  dem  Froipekt  erai<ditUoh,  ohne  Jode  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  Oberhaupt  auf  mathematisdie  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formehi  und  Segeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  Yortrefllichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktiaohea  Lehrbudh  für  Sohfilor  aUer  Schulen,  das 
beate  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorifiglichate  Lehrbuch 
lum  Selbatitudium,  das  vortrofflichate  Kachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


|[^r  Dm  voilsUndige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  ersohienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjihrlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwitolien  neu  erschienenen  Hefte. 


Draek  tob  Oarl  Hammer  in  Statigftrt. 
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VoUständig  gelöste 

Aufgaben-  Sammlung 

-  nebst  Anhingen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 
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viele  Eolzschiütte  &  lithograph.  Tafeln, 

am  allen  Zweigen 

der  ReeheMkiiiuity  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  o.  iphiriBchen 

Trigonometrie,  tynthetiBclien  Geometrie  etc.)  u.  hSheren  Mafhematik  (höhere  Analysii, 
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ans  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  GraphestatiOk,  Chemie,  GeodXsie,  ITaatik, 
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Parallel-PerspdrtlTe,  Schattenkonstraktionen  etc.  etc. 

fOr 

Scimier,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studiom,  rar  Tortlifillb  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
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Das  vollttlndige  Inhaltsverzeiclinlt  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  l(ann 
(diireh  iada  Buchhandlung  bezogen  wrrdan.  ^ 


Preisgekrönt  in  Frankfnrt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliehes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlieh  in  S— 4 
Heften  za  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Anfgaben  aas  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  9  Phjslk} 
Mechanik  9  math.  Geographie  ^  Astronomie  ^  des  Maschinen- 9  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brtteken-  nnd  Hochbaues,  des  konstraktifen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstftndig 
geldster  Form,  mit  ylelen  Figaren,  Erklärungen  nebst  Angabe  nnd  Entwiekelangr  der 
benutzten  S&tze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösong 
jedermann  ?erständlich  sein  kann,  bezw.  wird^  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  aach  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  MatheiFatik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelSsten  Aafgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  LOsong  (in  analoger  Form  wie  die  beztlglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Ldsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltSYcrzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  ErklärungeL  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Bas  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  n.  Ordn«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  PriTatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien ^  Prt- 
gymnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baogewerksclialen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  teohn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewetbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  UniTersitäten,  Land-  und  Forstwissenflchaftsschnlen, 
Milttärschulen,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ährig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  tedmischen  und 
naturwissenBchaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aafgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  TorgefÜhrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er* 
übrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  yoU- 
Btändige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bemfii- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschongen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfasier, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagsliandliiiig. 
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OR  =  HW,  OP=Hl\  OQ=^HV  (davon 
in  Figur  227  der  Einfachheit  wegen  nur  die 
erste  Strecke  eingezeichnet). 


Aufgabe  205.  Man  errichte  im  Endpunkt 
einer  Dreiecksseite  eine  Senkrechte  bis  zum 
Schnittpunkt  mit  dem  Umkreis  und  unter- 
suche die  Länge  dieser  Strecke. 

Figur  228. 


Auflösung.  Ist  GB±BA  in  Figur  228, 
so  wird  BG  parallel  zur  Mittelsenkrechten 
RM,  also  wird  im  Dreieck  AB G  die  Strecke 
JRM  Verbindungslinie  zweier  Seitenmitten, 
folgüch  BG  =  2'EM.  Nun  ist  aber  auf 
der  Höhe  CF  der  obere  Abschnitt  CH  eben- 
falls gleich  2  MB,  also  erhält  man  die  Aus- 


Satz.  Der  Umkreis  eines  Dreiecks 
schneidet  von  einer  Senkrechten  im  End- 
punkte einer  Seite  eine  Strecke  ab,  welche 
gleich  ist  dem  oberen  Abschnitt  der  zu 
dieser  Seite  gehörigen  Höhe  und  gleich 
der  doppelten  Mittelsenkrechten  dieser 
Seite. 


Erkl«  526.  Der  von  Ä  ausgehende  Durch- 
messer AM  muBS  die  Senkrechte  BG  auf  dem 
Kreise  treffen,  da  die  zum  rechten  Winkel  ^^G^ 
gdiörige  Sehne  Durchmesser  sein  muss. 

Die  im  Punkte  Ä  auf  AB  errichtete  Senk- 
rechte behält  dieselbe  Länge  gleich: 

Ba=  CHz=2'MR, 
da  zwei  Senkrechte  in  den  Endpunkten  einer 
Sehne    stets  zur  Mittelsenkrechten  ME    sym- 
metrisch sein  müssen. 


Aufgabe  206.  Man  errichte  von  den 
Mittelpunkten  der  Zentralstrecken  der  Be- 
rührungskreise  Senkrechte  auf  die  Dreiecks- 
seiten und  untersuche  die  entstehenden  Ab- 
schnitte. 


ErkL  527.  Da  nach  den  Ausführungen  in 
Antwort  166  die  Strecke  EH^  =  H^H^  =  b 
und  ifiÄ,  =  EH^  =  c  ist,  so  erhält  man  für 
nebenstehende  Ergebnisse  femer: 

^„  „         1  „.,        1 
2 


UH,=  ÜH,:=^H,H,  =  -^EH,  =  -^'C 

und 


also: 


UHi  =  ÜH^  —  TH^  =  TE. 
Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie.    IV.  Teil. 


Auflösung.  Errichtet  man  in  Figur  229 
von  den  Mittelpunkten  P  und  N  die  Senk- 
rechten PU±AC  und  NT±AC,  so  wird 
im  überschlagenen  Trapez  MaH^MhH^,  die 
Strecke  PV  Mittelparallele,  und  ebenso  im 
Trapez  McH^M'E  die  Strecke  NT  Mittel- 
partdiele.   Folglich  wird  als  Mittelparallele: 

per  =  1  {MaH^  -  Ml>H,)  =  \{Qa-  Qh\ 

und 

j^r  =  l(jfcH,  +  3f  ^)  = -i- (^c  +  e) 

und  es  werden  als  Seitenhälften: 

VH^  =  VH^  und  TH^  =  TE. 
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Ferner  wird : 

a-\-c  —  h 


a-h 


2  2  ~"      Ü 


und 

AT  =  ÄH^— TH^:=^ 

also  CU=AT. 

AehnlidieB  erhält  man,  wenn  die  Senkrechten 
von  den  Mittelpunkten  MaMe  und  MbMcj  MMa 
und  WUh  gefällt  werden  auf  je  eine  der  Drei- 
ecksseiten. 


Figur  229. 
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Au^be  207.  Man  soll  ein  Dreieck  kon- 
struieren, von  welchem  gegeben  ist  der 
Schwerpmikt  S^  eine  Ecke  und  die  Bichtung 
der  dunsh  diese  gehenden  Seiten. 

Erkl.  528.  Der  Endpunkt  der  Schwerlinie 
ist  Mittelpunkt  der  dritten  Seite.  Und  Auf- 
gabe 212  des  m.  Teils  lehrt  durch  einen  Punkt  P 
eine  Linie  zu  adehen,  welche  durch  die  Schenkel 
eines  gegebenen  Winkels  halbiert  wird:  Man 
zieht  eme  Parallele  durch  P  zum  einen  Schenkel, 
verdoppelt  den  Abschnitt  des  geschnittenen 
Schenkels  und  yerbindet  P  mit  dem  Endpunkte. 


Auflosung.  Die  Verbindungslinie  des ' 
Schwerpunktes  mit  der  Ecke  ist  Schwerlinie; 
deren  unterer  Abschnitt  wird  erhalten  durch 
Verlängerung  um  die  Hälfte,  und  durch  den 
entstehenden  Punkt  ist  die  dritte  Seite  zu 
legen  nach  Aufgabe  212  des  IIL  Teiles  als 
diejenige  Strecke,  welche  im  Endpunkte  der 
Schwerlinie  halbiert  wird. 


Au^be  206.  Man  ziehe  nach  einer  be- 
liebigen Linie  g  der  Ebene  parallele  Strecken 
von  den  drei  Eckpunkten  und  dem  Schwer- 
punkte eines  Dreiecks  und  untersuche  deren 
Längen. 

Erkl«  529«  Das  Ergebnis  der  nebenstehen- 
den Aufgabe  lässt  sich  als  Satz  folgendennassen 
aussprechen:  Eine  beliebige  Strecke yom  Schwer- 
punkt eines  Dreiecks  nach  einer  Linie  g  ist 
gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  dazu  paral- 
lelen Strecken  von  den  drei  Eckpunkten  nach 
deiselben  geraden  Linie. 

Dieser  Satz  bildet  ein  Seitenstück  zum  Er- 
gebnis der  Aufgabe  8,  und  findet  Wiederholung 
bei  jeglicher  Figur ,  wo  yom  Mittelpunkt  einer 
zentrischen  Figur  als  Schwerpunkt  nach  einer 
geraden  Linie  parallele  Strecken  gezogen  werden. 


Auflösung.  Zum  Beweise  ziehe  man  auch 
noch  von  den  beiden  Punkten  D  und  E  einer 
Schwerlinie  die  Parallelen  nach  g,  so  ent- 
stehen die  Paralleltrapeze  ASA'S\  EDE'D', 
CBCB*  mit  den  MittelparaUelen  EE\  SS\ 
DD\  und  man  erhält: 

1)  AA'  +  SS'  =  2'EE*, 

2)  BB^-^-CC  =  2'Diy,  also  durch  Ad- 
dition: 

AA'  +  BB'  +  CC  +  SÄ'  =  2  (EE  +  DD'). 
Nun  ist  aber  auch: 

3)  EE  +  DD'  =  2' SS*,  also  die  rechte 
Seite  der  vorigen  Gleichung: 

^{EE  +  D'D')  =  2'2S8'  =  4-88', 
folgHch: 

AA'  +  BB'  +  CC  +  SS'  =  A-SS*. 

oder: 

AA*  +  BB'  +  CC'  =  3'8&, 
und 

8^  =  ^{AA'  +  BB'  +  CC). 
o 


Figur  230. 
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b)  Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  209.    Man  koDstraiere  ein  Drei- 
eck, von  welchem  gegeben  ist  das  Zentrum        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

der  Ecken,  die  Winkel  und  die  Lage  einer  gäbe    ist   an^og    der  Auflösung  der  Ant- 

Seitenlinie.  gäbe  198. 


Aufgabe  210.    Man  soll  ein  Dreieck  kon- 
struieren, von  welchem  gegeben  ist  ein  Zen-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

trum  der  Seiten,  die  Winkel  und  die  Lage  gäbe    ist    an^og    der  Auflösung  der  Auf- 

einer  Seite.  gäbe  199. 


Aufgabe  21L  Man  soll  ein  Dreieck  kon- 
struieren, von  welchem  die  Lage  einer  Seite 
und  zwei  Zentren  der  Seiten  gegeben  sind.        Andeutung. 

gäbe. 


Wie  in  der  vorigen  Auf- 


Aufgabe 212.    Von  einem  rechtwinkligen 
Dreieck  seien  gegeben  der  Scheitel  und  das 

zugehörige  innere  und  äussere  Seitenzentrum.        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Man  konstruiere  das 'Dreieck.  ^^be    ist    analog    der  Auflösung  der  Anf- 

gäbe  200. 

Aufgabe  213.     Von   einem  Dreieck  sei 
gegeben  der  Höhenpunkt,  die  \Vinkel  und 

die  Lage   einer  Seite.     Dasselbe    zu   kon-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
struieren.  ^^^^   ^3^   analog    der  Auflösung  der  Auf- 

gabe 203. 


Aufgabe  214.    Man  beweise  in  Figur  219, 
dass: 


CT  =  AU  =  ^(a  +  b), 


NS=-^(gc  +  Q)  = 


1 


^feR. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 206. 


Aufgabe  215.  Man  soll  ein  Dreieck 
konstruieren  aus  einer  Seite  und  den  beiden 
von  ihren  Endpunkten  ausgehenden  Schwer- 
linien. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 207. 


Aufgabe  216.  Man  wiederhole  die  Auf- 
gabe 208  für  die  besonderen  Fälle,  dass  die 
Linie  g: 

1)  durchs  Innere  des  Dreiecks  geht, 

2)  durch  einen  Eckpunkt, 

3)  durch  den  Schwerpunkt  selbst. 


Andeutung.  Man  berücksichtige,  dass 
entgegengesetzte  Richtungen  der  pandleleu 
Strecken  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
(+)  eintreten,  und  dass  ein  Punkt  auf  eifler 
Linie  den  Abstand  Null  von  derselben  hat. 


Anmerkung  12.  Weitere  zu  diesem  Abschnitte  gehörige  Aufgaben  findet  man  in  Malier. 
Konstruktionsaufgaben  I,  Aufgaben  653  bis  1362  in  den  Abschnitten  K,  L,  M: 
„Dreiecksaufgaben  über  Ecktransversalen,  über  die  Berührungskreise  und  über  ge- 
gebene Punkte". 


Digitized  by 


Google 


Anhang. 


Ergebnisse  der  ungelösten  Aufgaben. 


Aufgabe  5.  Die  Bogenstücke  zwischen 
den  Schenkeln  eines  Mittelpunktswinkels  von 
180®  oder  45^  bezw.  30®  haben  180®  und 
180®  oder  45®  und  360®  —  45®  =  3 1 5®  =  7  •  45®, 
bezw.  30®  und  360®  —  30®  =  330®  =  1 1  •  30 
Bogengrade. 

Aufjgabe  6.  Die  Bogenstäcke  zwischen 
den  Schenkeln  eines  Mittelpunktswinkels  von 
135®  bezw.  von  150®  haben  135®  =  8-45® 
und  360®  —  135®  =  225®  =  Ö-45®,  bezw. 
150®  =  6-30®  und  360®  —  150®  =  210®  = 
7  30®  Bogengrade. 

Aufgabe  7.  Die  Abstände  von  einer 
Tangente  sind  im  Berühnmgspunkt  NuU^ 
sonst  wie  in  Aufgabe  3  die  halbe  Summe 
stets  gleich  dem  Radius.  Von  einer  Sehne 
iiaben  die  Senkrechten  entgegengesetzte  Rieh- 
timgen,  auf  dem  zur  Sehne  senkrechten  Durch- 
messer sind  jeweils  die  im  Vergleich  zu  be- 
nachbarten Abständen  längsten  Strecken; 
auf  dem  zur  Sehne  parallelen  wieder  die 
Mittel;  die  auf  den  senkrechten  Tangenten 
gelegenen  Strecken  sind  gleich  der  halben 
Differenz  je  zweier,  —  in  den  Schnitt- 
punkten der  Sehne  Abstände  Null. 

Aufgabe  8.  Von  den  berührenden  Strecken 
ist  die  eine  gleich  der  längeren,  die  andere 
gleich  der  kürzeren  der  beiden  durch  den 
Mittelpunkt  gehenden  Strecken,  ihr  Unter- 
schied gleich  dem  Durchmesser.  Der  senk- 
rechte Abstand  eines  Kreispunktes  von  g  ist 
stets  gleich  dem  Abstand  des  Fusspunktes 
vom  Schnittpunkt  der  Schiefen  auf  g. 


Angabe  20.  Man  setze  in  zwei  belie- 
bigen Peripheriepunkten  mit  der  festgehal- 
tenen Zirkelöffnung  ein  und  beschreibe  mit 
derselben  Ereisbögchen:  so  schneiden  sich 
diese  ijn  Ereismittelpunkte. 


Aufjgabe  21.  Durch  Benützung  der  Mittel* 
senkrechten  der  Sehne  als  Mittelparallelen 
findet  man,  dass  die  Strecken  zwischen 
den  Kreispunkten  des  Durchmessers 
und  den  Schnittpunkten  der  Senkrech- 
ten gleich  lang  sind. 

Anfigabe  22.  Die  Ergebnisse  der  Auf- 
gaben 10,  12,  13,  21  bleiben  unverändert  be- 
stehen. 

Aufgabe  23.  Wegen  gleicher  Mittel- 
punktswinkel ist  je  das  eine  Paar  gleich- 
lang, und  infolge  dessen  nach  Satz  70  das 
andere  Paar  parallel,  also  beide  Paare 
parallel  und  gleich. 

Aufgabe  24.  Es  wiederholt  sich  m  an- 
derer Ausdrucksweise  die  Auflösung  der  Auf- 
gabe 13. 

Aufgabe  25.  Man  ziehe  den  Durchmesser 
durch  den  gegebenen  Punkt. 

Aufgabe  26.  Man  trage  den  gegebenen 
Abstand  von  M  aus  als  Seltne  ein  in  den 
Halbkreis  über  Jlf  P  in  Figur  16. 

Aufgabe  27.  Ereisbogen  um  A  und  B 
mit  Radius  r  schneiden  einander  im  Mittel- 
punkt. Zwei  Lösungen,  wenn  AB<C.2r, 
eine  Lösung,  wenn  AB  =  2r,  keine  Lö- 
sung, wenn  ^5>2r. 


Aufgabe  42.  Der  Endpunkt  einer  jeden 
der  beiden  Senkrechten  auf  g  in  B  von  der 
Länge  r  ist  Ereismittelpunkt. 

Aufgabe  42  a.  Der  Fusspunkt  einer  Senk- 
rechten von  Jlf  auf  g  ist  Berührungspunkt. 

Aufgabe  43.    Man  wähle  auf  g  je  einen 
beliebigen  Punkt  als  Punkt  P  der  Figur  173 
und  174  und  konstruiere  jeweils: 
<^B'PM=<^BPM. 
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Aufgabe  44  und  45.  Der  vom  Fass  ge- 
bildete Kreis  muss  die  Schenkel  der  Winkel 
berühren. 

Aufgabe  46.  Man  drehe  die  Figur  um 
180^  um  den  Mittelpunkt. 

Aufgabe  47.  Man  klappe  die  Figur  nm  den 
ZQ  den  Tangenten  parallelen  Durchmesser  um. 

Aufgabe  48.  Man  ziehe  durch  den  Schnitt- 
punkt zweier  der  Tangenten  eme  parallele 
Gerade  zur  dritten,  und  wähle  hierauf  zwei 
Punkte  mit  beiderseits  gleichem  Abstände. 

Aui^abe  49.  Man  verbinde  A  und  B 
mit  E  und  führe  den  Beweis  indirekt. 

Aufgabe  50.  Die  dritte  Ecke  durchläuft 
ebenfalls  eine  gerade  Linie,  und  zwar  eine 
Tangente  an  denselben  Kreis,  welcher  von 
allen  Grnndseiten  des  Dreiecks  berührt  wird. 

Aufgabe  51.  Mit  den  Höhen  ha  oder  hh 
sind  Kreise  zu  zeichnen  um  A  und  B,  und 
Tangenten  an  dieselben  von  B  und  A  zu 
konstruieren;  mit  der  Höhe  he  als  Abstand 
wäre  eine  Parallele  zu  c  zu  zeichnen:  auf 
dieser  liegt  der  Punkt  C, 


:  120^ 


2 
Aufgabe  62.    ylSO: 

-|- 180«  =  135^  -|- 180«  =  72« 

|..80-=.08»,^.360  =  =:f^. 

900 
Aufgabe   63.     -v-  =18   Bogengrade, 

360      720      4     ^^  ^^  „ 

-y-,  -jp,  -g-  •  90  =  120  Bogengrade  •  •  • 

Aufgabe  64.  Man  zeichne  zwei  senkrechte 
Eadien  und  einen  Peripheriewinkel  über  deren 
Standbogen. 

Aufgabe  65.  Man  zeichne  den  zugehörigen 
Mittelpunktswinkel  bezw.  Peripheriewinkel. 

Aufgabe  66.  Man  suche  die  Schnitt- 
punkte des  gegebenen  Kreises  mit  dem  Halb- 
kreise über  der  gegebenen  Strecke  als  Durch- 
messer. 

Aufgabe  67.  Man  wähle  als  Scheitel 
diejenigen  Punkte  des  Kreises  mit  Sehne  a 
und  Peripheriewinkel  a,  durch  welche  der  auf 
der  gegebenen  Geraden  g  senkrechte  Durch- 
messer geht. 

Aufgabe  68.  Der  Mittelpunkt  ist  Schnitt- 
punkt der  Mittelsenkrechten  von  AB  und 
der  Senkrechten  auf  g  in  B. 


Aufgabe  69.  Zu  gleichen  ^üikeMftcn 
gehören  gleiche  Bogen  und  umgekehrt 

Auiigabe  70.  Auf  dem  Kreise,  welchem 
der  halbierte  Bogen  angehört 

Aufgabe  71  bis  73.  Der  gesuchte  Pnnkt 
ist  der  Schnittpunkt  der  Kreise,  welche  die 
gegebene  Strecke  als  Sehne  und  den  ge- 
gebenen Wmkel  als  Peripheriewinkel  haben. 

Aufgabe  74.  Man  trägt  m  demjenigen 
Kreis,  welcher  die  Seite  als  Sehne  nnd  den 
Winkel  als  Peripheriewinkel  hat,  das  dritte 
gegebene  Stück  an  seinem  Orte  ein. 


Aufgabe  82.  Man  ziehe  die  Sehne  AB 
und  CD1_AB. 

Aufigabe  83.  Man  zeichnet  in  Figur  181 
erst  das  gleichschenklige  Dreieck  MBCy 
dann  die  übrigen  Stücke,  um  <^AME  zu 
erhalten. 

Aufgabe  84.  Man  zeichnet  die  Tangen- 
ten in  den  Endpunkten  zweier  senkrechten 
Radien. 

Aufgabe  85.  Man  erhalt  den  Ausgangs- 
punkt auf  der  gegebenen  Tangente  als  Schnitt- 
punkt emes  Kreises  um  den  Mittelpunkt  mit 
Radius  2r. 

Aufgabe  86  und  87.  Man  wählt  als 
Scheitelpunkte  die  Punkte  innerhalb  bezw. 
ausserhalb  eines  Kreises  mit  Sehne  AB 
und  Peripheriewinkel  qp. 


Aufgabe  101.  Man  trage  an  einer  Seite 
deren  Gegenwinkel  beiderseits  als  Sehnen- 
tangentenwinkel  an. 

Aufgabe  102  und  103.  Auf  dei*  Seite 
der  grösseren  anliegenden  Seite. 

Aufgabe  104.  Man  wähle  den  Gegen- 
punkt zur  Sehne  AC  in  Figur  187  einmal 
zwischen  E  und  B,  dann  zwischen  E  und  A» 

Aufgabe  106.  Man  wende  den  Satz  der 
Aufgabe  91   auf  die  einzelnen  Dreiecke  an. 

Aufgabe  106.  Man  wiederhole  die  Schlnss- 
reihe  der  Aufgabe  94  in  umgekehrter  Reihen- 
folge. 

Aufgabe  107.  1)  3  Eckpunkte  innen, 
2)  2  innen,   1  auf  dem  Kreis,   3)  2  innen, 

1  ausserhalb,  4)  1  innen,  2  auf  dem  Kreis, 
5)  1  innen,  1   auf,   1  aussen,  6)  1  innen, 

2  aussen,  7)  3  auf  dem  Kreis,  8)  2  anf, 
1  aussen,  9)  1  auf,  2  aussen,  10)  3  aussen.  — 
Innerer  Punkt  liefert  Sehnenwinkel,  äusserer 
Sekantenwinkel,  Kreispunkt  Peripheriewinkel. 
(Ausnahme  10.)   ^_^^^ 
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Anfigabe  115.  Man  konstrniere  nach 
Satz  23  die  Berührungspunkte  der  Kreise 
und  errichte  die  Radien. 

Angabe  116.  Gegen  die  grössere  an- 
liegende Seite  hin. 

h 


=  Qzf 


Aufgabe  117.     r  =  od  ,    ^^  = 

Angabe  118.  Man  verfahre  nach  einer 
der  drei  in  Erkl.  472  gegebenen  Vorschriften. 

Aufgabe  119.  Dnrch  den  Winkel  ist  der 
supplementäre  zugehörige  Kreisbogen  be- 
stimmt, durch  die  Seitenlänge  der  zweite 
Eckpunkt  auf  dem  Schenkel. 


Aufgabe  182.  Durch  die  Winkel  als 
Peripheriewinkel  ist  die  Grösse  der  zuge- 
hörigen Sehne,  nämlich  der  Diagonale  be- 
stimmt. Es  ist  also  eine  beliebig,  und  die 
andere  unter  gegebenem  Winkel  einzutragen. 

Aufgabe  133.  Man  erhält  ein  Teildreieck 
ans  zwei  Seiten  und  einem  Winkel,  dazu  den 
Umkreis  und  die  vierte  Ecke. 

Aufgabe  134.  Der  Umkreis  des  Dreiecks 
ABC  ist  Umkreis  des  Vierecks. 

Aui^abe  135.  Der  Inkreis  des  Dreiecks 
ans  ^  J,  BC  und  der  dritten  Seite  ist  In- 
kreis des  Vierecks. 

Aufgabe  136.  Man  konstruiert  in  Fig.  207 
den  Umkreis  und  mittels  Aufgabe  128  das 
Dreieck  AEF. 

Aufgabe  137.  Dreifach  unendlich  viele 
Sehnen-  und  Tangentenvielecke,  zweifach 
miendlich  viele  Kreisvierecke. 

Aufgabe  188.  Zweifach  unendlich  viele 
Antiparallelogramme  oder  Deltoide,  einfach 
miendlich  viele  Rechtecke  oder  Rhomben,  je 
ein  einziges  Quadrat. 


Aufjgabe  147.  Ist  ein  Gegenseitenpaar 
parallel  oder  gleich,  so  muss  das  andere 
gleich  oder  parallel  sein. 

Angabe  148.  Der  Durchmesser  durch 
die  Scheitel  der  ungleichen  Winkel  ist  Sym- 
metrieachse. 

Aufgabe  149.  Man  halbiere  den  Aussen- 
winkel  und  trage  die  Seitenstrecke  auf  der 
Halbierungslinie  ab. 

Aufgabe  160.  Die  Winkel  der  Diagonalen 

180 
mid  Seiten  sind  Peripheriewinkel  von  , 


2-180     8-180 


bis  — ;  die  Winkel  der 

Diagonalen  unter  sich  sind  Sehnenwinkel  und 
ergeben  sich  als  die  halben  Summen  der  zu- 
gehörigen Standbogen. 

Aufgabe  151.  Die  den  Stücken  DG  =  FE 
in  Figur  214  entsprechenden  Abschnitte  sind 
gleich  dem  Radius. 

Aufgabe  152.  Man  trage  an  der  Dia- 
gonale die  nach  Aufgabe  150  gefundenen 
Winkel  an. 


Aufgabe  162.  XY=  (AX—ÄY)  giht 
BC  =  \XY. 

Aufgabe  163.  Man  erhält  nur  eine  oder 
keine  äussere  Tangente;  für  die  äusseren 
benützt  man  wieder  den  Hilfskreis  mit  Diffe- 
renz der  Radien. 

Aufgabe  164.  Jeder  Kreis  schneidet  den 
andern  unter  einem  Kreisbogen  von  90*^ 
oder  Quadrant. 

Aufgabe  165.  Man  errichte  die  rechten 
Winkel  der  Tangenten  in  den  gegebenen 
Punkten. 

Aufgabe  166.  Der  gesuchte  Kreis  ist 
konzentrisch  mit  dem  Umkreis. 

Angabe  167.  Die  Länge  der  Tangenten- 
abschnitte wird  Radius. 


Aufgabe  172.  Man  drehe  eme  beliebige 
Sekante  erst  in  parallele  Lage  zur  vorhan- 
denen. 

Aufgabe  173.  Man  trage  die  Sehnen- 
strecke des  innersten  Kreises  beiderseits  je 
zweimal  ab  und  ziehe  die  Kreise  durch  die 
entstehenden  Punkte. 

Aufgabe  174.  Der  Schnittpunkt  zweier 
Kreise  hat  die  Eigenschaft,  dass  seine  Ver- 
bindungslinie Winkel  von  120®  und  120® 
bilden,  also  muss  der  dritte  Winkel  auch 
120®  sein. 

Aufgabe  175.  Der  Berührungskreis  des 
gegebenen  ist  zuerst  zu  zeichnen,  dann  der 
zweite  mit  Radius  gleich  dem  Reststück  der 
Zentralstrecke. 

Aufgabe  176.  Man  zeichne  erst  das  Drei- 
eck ABC  in  Figur  221  mit  Seiten  ri  +  rj, 
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Aufgabe  188.  Schnittpunkte  der  Mittel- 
senkrechten von  AB  mit  den  Winkelhalbie- 
renden von  üy  h, 

Aufgabe  189.  Schnittpunkt  der  zwei 
Winkelhalbierenden  von  ah  nnd  des  mittel- 
parallen  Kreises. 

Aufgabe  190.  Schnittpunkte  der  zwei 
Paralle^eraden  zu  g  und  der  zwei  konzen- 
trischen Parallelkreise  mit  Abständen  d. 

Aufgabe  191.  Schnittpunkte  der  kon- 
zentrischen Kreise  mit  Radien  r^  +  r,r^  +  r: 

0  bis  8  Lösungen:  letztere  oder  erstere, 
wenn  die  Zentralstrecke  kleiner  ist  als 
2  r — r^  —  Tg  oder  grösser  ist  als  2  r  +  r ^ + r^. 
Die  6  Zwischenglieder  2r  +  r^  +  r^  Üefem 

1  bis  7  Lösungen. 

Angabe  192.  Schnittpunkte  der  Mittel- 
senkrechten von  AB  mit  den  beiden  konzen- 
trischen Kreisen  der  Aufgabe  180. 

Aufgabe  193.  Mittelsenkrechte  der  Zen- 
tralstrecke für  beide  Berfihrungsarten. 

Aufgabe  194.  Kreisbogen  mit  Peripherie- 
winkel d  über  der  Diagonale  AC, 

Aufgabe  195.  Man  zeichnet  die  dritte 
Tangente  senkrecht  zur  Winkelhalbierenden. 

Aufgabe  196.  In-  und  Ankreise  der  ent- 
stehenden Dreiecke  aus  den  drei  gegebenen 
Geraden  (4  Lösungen). 


Aufgabe  197.  Die  beiden  Kreisbogenpaaie 
stossen  im  gleichen  Eckpunkt  zusammen. 


Aufgabe  209.  Man  errichte  die  Mittel- 
senkrechte und  trage  an  derselben  die  Win- 
kel an. 

Aufgabe  210.  Man  errichte  den  Radius 
und  seinen  Kreis  und  trage  daran  die  Win- 
kel an. 

Aufgabe  211.  Man  konstruiere  die  Tier 
gemeinsamen  Tangenten. 

Aufgabe  212.  Man  zeichne  erst  die  bdden 
Winkelhälften  von  45^  beiderseits  der  Winkel- 
halbierenden. 

Aufjgabe  213.  Man  zeichne  den  einen 
FusspunlEt  und  trage  an  der  Höhe  die  Win- 
kel an. 

Aui^abe  214.  Man  benutze  die  Mittel- 
parallele des  Dreiecks  M'RMe  bezw.  Am- 
gäbe  206. 

Aufgabe  216.  Man  konstruiert  das  Drei- 
eck ABM  aus  c  und  je  zwei  Drittehi  der 
Schwerlinien. 

Aufgabe  216.  Der  Satz  in  Erkl  529 
bleibt  unverändert  bestehen. 


Druckfehler-Berichtigung. 
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Der  ansffUirliche  Prospekt  und  das  ansffUirliche  In- 

iialtsyerzeichnis  der  ,,yollBtandig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer^  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Yerlagshandlung  gratis  und   portofirei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gat  brochiert,  am  den  sofortigen  and  dftuom- 
den  Qebraach  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthalt  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsyerzeichnis,  Berichtigangen 
und  Eridflrangen  am  Schiasse  desselben. 

3).  Aof  jedes  einzefaie  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8—4  Hefte  za  dem  AbonnementsprelM  yon  26Pfg.  proHeft 

6).  Die  Bellienfblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedenteten  Inhaltsverzeich-' 
nis  ist,  wie  ans  dem  Proapekt  eral<ditlich,  ohne  Jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthftlt  AUee,  was  sich  überhaupt  aaf  mathematische  Wissenschaften 
beäeht,  alle  Lehrs&tze,  Formehi  and  Segeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Anfigaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anh&ngen  angelöster  analoger  Auf- 
gaben and  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktlaohee  Lehrbuch  für  Sohfiler  aUer  Schulen,  das 
beete  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vonfiglichate  Lehrbuch 
nun  Belbetrtudium,  das  Tortrefaichate  Kachaöhlagebuch  fttr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


MT  D&s  voilstSndige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  ersohienenen  Hefte 

'icann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 
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Fünfter  Teil: 

Die  Flächen  der  geradlinigen  Figuren. 

Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben,  mit  den 
Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben. 

lit  346  Erklärnngen  nnd  96  in  den  Teit  gedrnckten  Figaren. 


Für  das  Selbststudium  und  zum  Gebrauche  an  Lehranstalten 

bearbeitet 
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von 
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Vorwort. 


JUie  Behandlung  der  Flächen  der  Figuren  und  die  damit  im  Zusammen- 
hang stehende  Bestimmung  von  Strecken  durch  Rechnung  bildet  ein  Gebiet^ 
auf  welchem  Geometrie  und  Algebra  in  innige  Berührung  treten.  Die  Geo- 
metrie bedarf  der  algebraischen  Operationen  zum  Ausdruck  der  Wertbeziehungen 
unter  ihren  Grössen.  Die  Algebra  erhält  durch  die  geometrische  Deutung 
ihrer  stummen  Formeln  eine  beredte  Veranschaulichung  derselben,  die  z.  B. 
bei  den  häufigen  Fällen  des  doppelten  Wurzelzeichens  von  besonderm  Werte 
ist  (vergl.  Erkl.  262). 

Eine  Folge  dieser  Berfihrung  mit  der  Algebra  ist  die  Anwendung  einiger 
algebraischen  Disciplinen  im  Bereiche  des  vorliegenden  V.  Teiles,  nämlich  der 
Rechnung  mit  Quadratwurzeln,  in  beschränkterem  Masse  auch  der  Proportionen 
und  quadratischen  Gleichungen.  Und  zwar  dürfte  es  wohl  als  ein  Vorzug  dieses 
Teiles  gelten,  dass  mit  diesen  Mitteln  für  eine  Reihe  von  Dreiecken  die  grösste 
Zahl  ihrer  Streckenelemente  in  Formeln  und  Zahlenwerten  vorgeführt  ist  (vergL 
z.  B.  die  Zusammenstellung  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  202). 

Ueber  Proportionen  und  quadratische  Gleichungen  ist  jeweils  in  den  Er- 
klärungen der  nötige  Aufschluss  gegeben;  doch  ist  auch  ohne  Kenntnis  dieser 
Fächer  ein  in  sich  abgeschlossenes  Studium  des  vorliegenden  Teiles  vollständig 
ermöglicht. 

Eine  zweite  Folge  der  algebraischen  Behandlung  war  eine  nicht  uner- 
hebliche Erschwerung  der  äusseren  Ausstattung  des  Buches.  Dass  diese  doch 
eine  so  wohlgelungene  geworden,  bildet  ein  besonderes  Verdienst  der  Verlags- 
buchhandlung. 

Baden-Baden,  im  November  1892. 

Prof.  Dr.  J.  Sachs. 
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-        Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  su  dem  billigren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Phy«lk, 
Mechanik y  math*  Geographie ,  Astronomie ,  des  Maschinen-,  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbaues,  des  konstruktifcn  Zeichnens  etc.  etc.  and  zwar  in  TollBtiBdig 
gelteter  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  and  Entwickelang  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  and  alsdann  anch  tue 
Teile  der  reinen  and  angewandten  MathenMitik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapitebi 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungel5sten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  StudierendeD 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benotxt 
werden  können.  Die  L5snngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverseidi- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  ErklärungeL  Aber  das  betreffende  Kapitel  aar  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwisseD- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schalen:  Realschulen  I.  und  II.  Ordn«,  gleicli- 
berechtigrten  höheren  Bfirgerschnlen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Bealgjmnasien,  Pr«- 
gjmnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkseholei, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerbllehe 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  ForstwissenschaftsschnleBi 
Militärschnlen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fOr  das  Einjährig -Frei- 
wilUge-  und  Offiiiers-Examen  etc. 

Die  SchlUer,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  mi 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
anch  die  fiberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeftüirt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfltse  für  den  Schal- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  matheraatiBcheD 
Disciplinen  —  lum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
flbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgruben  m  lösen,  die  ir^- 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  ananwenden  und  praktisch  in  verwerten.  Lost,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militari 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AnfCrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bemft- 
iwelgen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  and 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namec 
verbreitet  —  WOnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfasier. 
Dr.  Kleyer,  Franlcfurt  a.M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entg^en,  und  wird  deren  &ledigiuif 
thunlichst  berflcksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlimg. 
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5.  Teil. 

Die  Flächen  der  geradlinigen  Figuren. 


1)  üeber  das  Messen  von  Flächen. 

Frage  1.    Was  versteht  man  unter 
der  Fläche  einer  Figur?  Antwort-  Unter  der  Fläche  einer 

Figur  versteht  man  denjenigen  Teil 
der  Zeichnungsebene,  welcher  von  der 
Figur  umschlossen,  oder  aus  der  ganzen 
übrigen  Ebene  ausgeschnitten  und  durch 
die  Figur  abgegrenzt  wird. 


Frage  2.    Was  versteht  man  unter 
geradlinigen  Figuren?  Antwort.     Unter    geradlinigen 

Figuren  versteht  man  solche  Figuren, 

Erkl.l.  Mit  anderer  Ausdrucksweiae  könnte  deren  Umfang  nur  aus  Stücken  ge- 
man  als  geradlinige  Figuren  diejenigen  ^ader  Linien  gebildet  wird,  Z.  B, 
bezeichnen,  deren  Umfang  durch  gebrochene  rw  -^  i^  tt-^  ^«u5  „  ^  .«  ;^  n^^r.^ 
Linien,  nicht  aber  durch  gemischte  Linien  Dreiecke,  Vierecke  u.  s.  w.,  im  Gegen- 
gebildet  wird  (vergl.  Antwort  der  Frage  53  des  Satz  ZU  solchen  Figuren,  deren  Umfang 
I.  Teiles).  Die  Flächen  der  Figuren  letzterer  ganz  oder  teilweise  von  Kreisen  oder 
Art  gelangen  erst  im  VIII.  Teüe  dieses  Lehr-  Kreisbogen  oder  sonstigen  krummen 
bnches  zur  Besprechung.  Linien  gebildet  wird. 

Frage  3.    Welcher  wichtige  Unter- 
schied besteht  zwischen  dem  Begriffe 

der  Fläche  einer  Figur  und  dem  der       Antwort.  Während  Strecken  und 

Grosse   einer  Strecke    oder   eines  ^yinkel    hinsichtlich   der  Aneinander- 

VNinkelsr'  lagerung  ihrer  kleinsten  Teilchen  oder 

Elemente  eindimensionale  Grössen 

Erkl.2.  DasFortschreiten  auf  einer  oder    Teile    einer    einfach    unend- 

Linie  nach  vorwärts  oder  rückwärts  und  ebenso  üchen   Mannigfaltigkeit    sind,    so   ist 

aas  Drehen  eines  Winkelschenkels  ent-  ,.     t7>i»^i  ^  ^;V>..^  tt;  «.»^  c.\J^  rrxrr^^ 

gegen  oder  mit  TJhrzeigerdrehung  sind  der  po-  ^le  Fläche  einer  Figur  eine  zwei- 

sitive  und  negative  Vorgang  derselben  Abän-  dimensionale  Grösse  Oder  ein  Teil 

Sacha,  Ebene  Elementar-Geometrie.  V.  ^4,.  j 

Digitized  by  VjOOQIC 


2  Ebene  Elementar-Geometrie.  —  V.  Teil. 

dernngsweise  der  Strecken-  oder  Winkelgrösse.  einer  zweifach  unendlichen  Mannig- 
Anderes  Fortschreiten  als  vor-  und  rückwärts  faltiffkeit.  Denn  wenn  eine  Fortschrei- 
auf  der  Strecke  gibt  es  nicht,  ebensowenig  wie  tnrimiriPhtnTifr  Aiif  MTiPr  T.iniP  ndpr  mtip 
andere  Winkeldrehnng  als  entgegen  und  mit  tungsncütung  aui  einer  IjinieOQer  eine 
ührzeigerdrehung;  daher  können  diese  beiden  Drehungsnchtung  um  einen  Punkt  fest- 
Grössengattungen  nur  in  je  einer  einzigen  Rieh-  gesetzt  ist,  SO  gibt  es  nur  eine  ein- 
tung  ausgedehnt  sein,  sie  besitzen  nur  eine  ein-  gige  Richtung:,  in  welcher  eine  ffC- 
zige  Dimension  oder  sind  eindimensional;  ^^?^^^  cs+^^^i,*.  r^^«^  ^i«  «ii»«.öK/.«n,. 
eiäe  Fläche  dagegen  kann  nach  allen  in  der  gebene  Strecke  oder  em  gegebener 
Ebene  liegenden  Richtungen  ausgedehnt  werden.  Winkel  durch  Anlagerung  wei- 
terer   Streckenelemente    oder 

ErkU  8.  Die  einfach  unendliche  Winkelelemente  vergrössert  werden 
Hanniirfaltierkeit,    deren    Teil    eine  ,  .         .  ■»    °       tth»    v 

Streckf  ist.  isf  die  uiendlich  lange  gerade  kann  An  ein  gegebenes  Flächen- 
Linie,  auf  welcher  die  Strecke  liegt,  in  ihrer  Stück  dagegen  können  Sich  an  De- 
gesamten eindimensionalen  Ausdehnun^f.  Die-  liebigen  Stellen  und  in  beliebi- 
selbe  enthält  unendüch  viele  Längeneinheiten,  ^ß^  Richtungen  weitere  Flächen- 
deren  Anzahl  im  einzelnen  ebenso  anwächst,  wie  ^i^„^_x^  ©«lon-örn 
die  Zahlen  der  gemeinen  Zahlenreihe  ins  unend-  eiemenie  anlagern, 
liehe  wächst.  Während  also  alle  Strecken  und 

Die  einfach  unendliche  Mannig-  alle  Winkel  in  Beziehung  der  Arten 
faltigkeit,  deren  Teil  ein  Winkel  ist,  ^^^  Weisen  der  Aneinauderkgerung 
ist  die  ebenso  wie  zuvor  emfach  unendliche  .,  „^„  t>;i^.,«««^i^«.^«*^  «i«^  il  u^ 
Anzahl  von  Vollwinkeln,  welche  durch  fort-  ihrer  Büdungselemente,  also  m  Be- 
gesetzte Drehung  um  einen  Winkelscheitel  be-  Ziehung  ihrer  sogen.  Fonnen  (vergl 
schrieben  werden  können.  Antwort  24  und  25  im  I.  Teile)  unter 

Die  zweifach  unendliche  Mannig-  g^^jj  vollkommen  Übereinstimmen,  d.  L 
faltigkeit  dagegen,  deren  Teil  eine  Fläche  ..  v_i,.  v  «:^^  «^  4.^m.  AzJic  v^; 
ist,  ist  die  nach  allen  Seiten  ausgedehnte  Ge-  ähnlich     Sind,      SO     trifft     dies    bei 

samt  ebene,  in  welcher  die  betrachtete  Figur  Flächen    nicht   mehr   zu,    d.h.  zwei 
gezeichnet  enthalten  ist.  beliebige  Flächen  sind  im  allgemeinen 

nicht  ähnlich. 


Frage  4.    Welche  Folgerungen  er- 
geben sich  aus  der  vorigen  Antwort  in       Antwort.    Für  das  Vergleichen 
Bezug   auf  das  Vergleichen   meh-  von   Flächen    erhält   man   aus  den 
rerer  Flächen?  vorigen  üeberlegungen  folgende  Schlüsse: 

1)  Zwei  Flächen  stimmen  im  allge- 

w.^'¥'^.*'nLi^Tu^^  """^t  Strecken  oder  meinen  nicht  überein  in  Beziehung 

Winkel  die  Gleichheit  nachcrewiesen  ist,  so  m         -i-i  j     •  i_x  •     t»    •  i. 

sind  sie  ohne  weiteres  auch  kongruent  -  ^^rer  Formen  und  nicht  in  Beziehung 

weil  sie  ihrer  Natur  nach  ausserdem  ähnlich  der  Mengen  ihrer  absoluten  Einheiten, 
sind.    Strecken  und  Winkel  können  nur  ihrer        g)  Zur  Kongruenz  zweier  Flächen. 

Grösse  nach,  nicht  ihren  Formen  nach  ver-  ,  ,  ^„ titx«i,'^?%^,-4.    „«r^;  iria^i,^«  ^>ii 

schieden  sein.  -  Flächen  aber  können  gleich  d.  h.  zur  Mogüchkeit,  zwei  Flächen  ToU- 

sein,  ohne  ähnlich  zu  sein,  —  wenn  nämlich  ständig  zur  Deckung  ZU  bringen, 

dieselbe  Anzahl  von  Flächenelementen  in  bedarf  es  des   doppelten  Nachweises 

verschiedenen  Formen  aneinandeigelagert  der  üebereinstimmung  ihrer  Formen  und 

smd.    Flächen  können  also  sowohl  ihrer  Form  .,    ^     «u«^i„4.^^  Tir^J^r.     nAr.^  i^  ««^n,.« 

als  auch  ihrer  Grösse  nach  verschieden  ^^^  absoluten  Werte.    Oder  m  andern 

sein.     Kongruente    Flächen    aber    sind  Worten:  zwei  Flächen  Sind  nur  dann 

jedenfalls  gleichgross.  kongruent,  wenn  sie  sowohl  ähn- 
lich als  auch  gleich  sind. 

J^^;  \  f^'  ^^ft^""  und  Winkeln  kann       3)  gur  Vergleichung   zweier 

mittels  des  Aufemanderlegens  die  Untersuchung  ^7^^  J  x,         •     -n  i»'u       /><-««« 

ihrer  Grösse  geführt  werden,  weil  infolge  ihrer  Flächen  m  Bezug  auf  ihre  Grosse 

Aehnlichkeit  zwei  Strecken  mit  ihren  Anfangs-  ist  das  Verfahren  des  Aufeinanderlegens 

punkten,  bezw.  zwei  Winkel  mit  ihren  Anfangs-  im   allgemeinen   nicht   anwendbar,  da 

schenkein  und  bezw.  mit  gleicher  Richtung  auf-  ^j^   ^^wa  vorhandene  Gleichheit  ihrer 

emandergelegt  werden  können.    Flachen  aber,  n««««^«  «;«!.*  «««i»  *«u  r«i«;«i»i,/.;f  il^r 

welche  nicht  ähnlich  sind,  haben  keine  solchen  Grossen  nicht  auch  mit  Gleichheit  der 

einander  entsprechenden  „Anfangselemente".  Formen  verbunden  ist. 
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lieber  das  Messen,  von  Flächen. 


Frage  5.    Was  versteht  man  unter 

dem  Messen  einer  Fläche?  Antwort.  Unter  dem  Messen  einer 

ErU.  e.    Anf  Grund  der  Ergebnisse  der  Fläche  versteht  man  die  Bestimmung 

vorhergehenden  Ueberlegungen  wird  es  sowohl  derjenigen  Zahl  z,  „Masszahl"  genannt, 

für  die  Wahl  der  Flächeneinheit  selbst,  als  welche  angibt,  wie  vielmal   ein  im 

anch  -  da  das  Verfahren  des  Anfeinanderlegens  allgemeinen  beliebig  gewähltes  Flächen- 

im  allgemeinen  nicht  anwendbar  ist  —  für  die  .P,       j.      „  _^«     T&«««^i«u^:4. 

Art   lind  Weise    der   Bestimmnng   der  ?t^ck,    die    sogen.    Masseinheit,    in 

M<>^z^hl  besonderer  Untersnchnngen  bedürfen,  jener  Fläche  enthalten  ist 


Frage  6.    Was  versteht  man  unter 
der  Grösse  einer  Fläche? 


ErkL  7.  Die  Grösse  der  Fläche  einer 
Figur  wird  anch  der  „Flächeninhalt''  oder 
kurz  der  „Inhalt  der  Figur**  genannt. 

Die  Masseinheit,  in  welcher  die  Grösse  oder 
der  Inhalt  einer  Fläche  ausgedrückt  ist,  wird 
dementsprechend  auch  Flächenmasseinheit 
oder  Flächeneinheit,  Dimensionseinheit 
genannt.  Die  Flächengrösse  als  Bezeich- 
nung jener  Dimension  wird  auch  zum  unter- 
schied von  andern  Dimensionen  „Flächen- 
dimeniion*'  genannt.  


Antwort.  Unter  der  Grösse  einer 
Fläche  versteht  man  die  Angabe  der- 
jenigen Anzahl  von  Massein- 
heiten, welche  sich  beim  Messen  der 
Fläche  ergeben. 

Die  Angabe  der  Flächengrösse 
einer  Figur  wird  auch  die  Quadratur 
dieser  Figur  genannt,  weil  nämlich 
als  Masseinheit  gewöhnlich  irgend  ein 
Quadrat  gewählt  wird. 


Frage  7.  Welche  Fläche  wird  zum 
Messen  von  Flächen  als  Masseinheit 
(Flächenmasseinheit  oder  Flächeneinheit) 
angenommen,  und  welchen  besondem 
Namen  führt  diese  Fläche? 


ErU«  8.  Zum  Messen  einer  Fläche  kann 
man  jede  beliebige  Fläche  als  Flächen- 
masseinheit oder  als  Mass  wählen  (siehe 
Antwort  der  Frage  6).  Stets  aber  wird  als 
Flächeneinheit  die  Fläche  desjenigen 
Quadrates  gewählt,  dessen  Seiten  die 
Länge  von  je  einer  Längenmassein- 
heit besitzen.  Bei  der  frtther  vorhandenen 
Verschiedenheit  der  Längenmasseinheiten  an  ver- 
schiedenen Orten  gab  es  daher  audi  ebensoviele 
verschiedene  Flächenmasseinheiten.  Mit  der  Ein- 
führung des  Meters  als  allgemeiner  Längen- 
masseiidieit  aber  gelangte  auch  das  Quadrat- 
meter       

als  Flächenmasseinheit  zu  allgemeiner  Geltung. 

Erkl.  9.  Wie  zur  Messung  kleinerer  Längen 
4ÜS  ein  Meter  aliquote  Teile  des  Meters  als 
Längenmass  dienen,  so  bedient  man  sich 
auch  zur  Messung  solcher  Flächen,  welche 
kleiner  als  ein  Quadratmeter  sind,  bestimmter 
Teile  eines  Quadratmeters,  nämlich  der  Qua- 
drate über  den  Längen  von  einem  Dezimeter, 
Zentimeter,  Millimeter  n.  s.  w.,  und  benennt 
dieselben  als  Quadratdezimeter   .... 

Quadratcentimeter      .    .    . 

Quadratmillimeter  .  .  . 
u.  s.  w. 


Antwort.  Beim  Messen  von  Flächen 
wird  als  Masseinheit  (Flächenmass- 
einheit oder  Flächeneinheit)  die  Fläche 
eines  Quadrates  angenommen,  dessen 
Seiten  die  Länge  von  je  einem 
Meter  besitzen;  diese  Fläche  führt  als 
Flächenmasseinheit  den  besondem  Namen 
„Quadratmeter".  (Man  sagt  sowohl 
„der  Quadratmeter"  als  auch  „das  Qua- 
dratmeter, wie  auch  bald  „der  Meter", 
bald  „das  Meter"  gesprochen  wird.) 


bezeichnet  als  qm 


bezeichnet  als  qdm 
n  n    qcm 

n  n    mm 
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Erkl.  10.  Wie  znr  Messung  grösserer  Längen 
als  ein  Meter  Vielfache  des  Meters  als  Längen- 
mass  dienen,  so  bedient  man  sich  ancb  znr 
Messung  solcher  Flächen,  welche  bedeu- 
tend grosser  als  ein  Quadratmeter  sind,  der 
Vielfachen  eines  Quadratmeters,  nämlich  der 
Quadrate  über  den  Längen  von  einem  Deka- 
meter u.  s.  w.,  und  bezeichnet  dieselben  ähn- 
lich, also  z.B.  Quadratkilometer  .  .  . 
Unter  diesen  dient  insbesondere  alsFeldmass 
dafl  Quadrat  über  einem  Dekameter  .  .  . 
und  wird  bezeichnet  durch  den  Namen  Ar  .  . 
Und  die  Fläche  von  100  Ar  nennt  man  Hektar 

Bei  geographischen  Flächenangaben  bedient 
man  sich  ausserdem  auch  oft  des  Quadrates 
über  der  Länge  einer  „geographischen 
Meile"  als  Flächenmass  und  nennt  diese  Ein- 
heit eine  „Quadratmeile".  


qKm. 

qDm 

a 

ha. 


Frage  8.  Wie  verföhrt  man,  um 
zu  ermitteln,  wie  oft  die  Flächenmass- 
einheit im  Flächeninhalt  einer  gegebenen 
Figur  enthalten  ist? 

ErU.  11«  Solche  Fälle,  in  welchen  zwei 
Flächen  durch  unmittelbares  Aufeinander- 
legen veiglichen,  bezw.  gleichgemacht 
werden,  sind  z.  B.  das  Durchpausen  einer  Figur 
oder  Zeichnung,  das  sogen.  „Abschneiden  von 
Schnittmustern"  zu  Kleidern  oder  Wäsche. 

ErU.  12.  Streng  genommen  müsste  man 
sagen,  dass  eine  unmittelbare  Messung 
von  Flächen  so  gut  wie  gar  nie  stattfindet, 
sondern  dass  Flächeninhalte  stets  nur  berech- 
net werden  aus  gewissen  Längengrössen 
einer  Figur,  wie  Seiten,  Diagonalen,  Höhen, 
oder  Win  k  elgrössen.  Berechnung  von  Flächen 
unter  Benützung  gegebener  Winkel  derselben 
findet  besonders  oft  in  der  Trigonometrie  statt 
(siehe  Eleyers  Lehrbuch  der  Trigonometrie). 


Antwort.  Znr  Messung  des  Flächen- 
inhaltes einer  gegebenen  Figur  kann 
nur  in  seltenen  Ausnahmefallen  so  ver- 
fahren werden,  dass  man  das  gewählte 
Mass  wiederholt  auf  die  zu  untersuchende 
Fläche  auflegt  und  so  unmittelbar 
erkennt,  wie  oft  dieses  Auflegen 
nötig  ist,  um  die  Figur  voll- 
ständig zu  bedecken. 

In  den  meisten  Fällen  wird  viehnehr 
die  Messung  der  Flächen  darant 
zurückgeführt,  dass  man  bestimmte 
Längen  einer  Figur  misst  und  daraus 
durch  Kechnungsoperationen  die 
Fläche  derselben  findet,  d.  h.  durch 
Rechnung  oder  auch  durch  Zeich- 
nung ermittelt,  wie  oft  die  Flächen- 
masseinheit auf  die  gegebene  Figur 
würde  aufgelegt  werden  können. 


Frage  9.  Wie  kann  durch  Zeich- 
nung der  Flächeninhalt  einer  Figur 
bestimmt  werden? 

Erkl.  IB.  Die  Bestimmung  der  Fläche  eines 
Rechtecks  geschieht  durch  die  Zerteilung 
in  lauter  Flächenstücke,  die  mit  der  Flächen- 
masseinheit kongruent  sind.  Die  Bestimmung 
der  Fläche  eines  Dreiecks  durch  denselben 
Vorgang  oder  durch  Zufttgung  einer  Figur, 
welche  mit  dem  Dreieck  zusammen  eine  Figur 
von  bekanntem  Inhalt  ergibt. 

Erkl.  14.  Mehrmalige  Addition  derselben 
Grösse  ist  Multiplikation,  fortgesetzte 
Subtraktion    derselben    Grösse    ist    Divi- 


Antwort.  Man  kann  den  Flächen- 
inhalt  einer  Figur  durch  Zeichnung, 
bezw.  durch  Konstruktion  ermitteln, 
indem  man  durch  wiederholtes  Abteilen 
oder  Abschneiden  oder  Zufiigen  von 
Figuren  die  zu  untersuchende  Fläche 
als  Summe  oder  Differenz  solcher 
Flächen  darstellt,  welche  mit  der  ge- 
wählten Flächenmasseinheit  oder 
mit  bekannten  Vielfachen  oder  Teilen 
derselben  kongruent  sind.  Denn  da 
kongi^uente  Figuren  gleichen  Flächen- 
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sion.    So  wird  die  Zahl  5  dreimal  addiert,  Inhalt    besitzen,    SO   ist   darnach    der 

!!!p^*'''?„«"i'^!n^TR^«Ä  der   zu    untersuchenden 

oft  man  5  von  lö  abziehen  könne,  führt  zur  tt,.  i.    x«       j.    j      i.      •         j  i. 

DiTisionsaufgabe  16:6.  ^i&«r  bestimmt  durch  em-  oder  mehr- 

malige Addition  oder  Subtraktion  der 
Masszahlen  der  einzelnen  Figurenteile. 


Fignr  1. 


I 

10 
9 
S 

) 

^ 

c 

7 
6 
S 
4 

Z 

E/'i 

A    , 

J 

10 


Frage  10.  Wie  ermittelt  man  auf 
Grund  der  Antwort  der  vorigen  Frage 
die  Beziehungen  zwischen  den 
Unter-  und  Oberabteilungen  der 
Flächenmasseinheit? 

Erkl«  16«  Die  im  Nebenstehenden  für  das 
Qnadratdezimeter  durchgeführte  üntersnchnng 
gilt  genan  gleichlautend  für  das  Quadratmeter. 
Dann  müsste  Figur  1  als  verkleinerte  Zeich- 
nung eines  Quadratmeters  angesehen  werden. 
Dabei  bedeutet  also  AB  einen  Meter,  AQ  einen 
Dezimeter,  und  ein  Zehntel  von  AQ  oder  AE 
ein  Centimeter.  Man  findet,  dass 
ein  Quadratmeter  gleich  100  Quadrat- 
dezimeter. 


Antwort.  Um  die  Beziehungen  zwi- 
schen den  Unter-  und  Oberabteilungen 
der  Flächenmasseinheit  festzustel- 
len, untersuche  man  z.  B.  das  in  Figur  1 
in  natürlicher  Grösse  dargestellte  Qua- 
dratdezimeter. Es  ist  also: 
AB  z=zBCz=:  CD  =  DA  =  1  Dezimeter. 

Wird  nun  jede  der  vier  Seiten  in  10 
gleiche  Teile  geteilt,  so  ist  jeder  dieser 
Teile  ein  Centimeter.  Zieht  man  dann 
die  Verbindungslinien  je  zweier  gegen- 
überliegenden Teilpunkte,  so  entsteht  an 
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Erkl.  16.   Würde  ein  Flächenmass  ge-  der  Ecke  A  das  Quadrat  AGJE^  von 

braucht,  dessen  Seite  in  eine  andere  An-  ^em   jede    Seite   AG  =  GJ  =  JE  = 

zahl  als  10  Längenteile  geteilt  würde,  so  jp  .        i  «^  ,V4.     -n:^«^«  n««^^*  Ar  rr 

entsteht  anch  eine  tndere  Zahl  als  100.    So  hat  ^^  ==  1  cm  ist.    Dieses  Quadrat  AG  JE 

ein  Fn 8 8  (bezeichnet  durch  0  12  Zoll.    Daher  ist   also   ein   Quadratcen timeter. 

wttrde  ein  Quadrat fuss  durch  die  analoge  Solcher  Quadrate  ist  aber   zwischen  A 

Operation  zerlegt  in  12  Streifen  von  je  12  Qua-  ^^^  B  Über  jedem  Centimeter  der  Strecke 

dratzoll,  also  ein  Quadratfuss  gleich  12-12  .  r»    ^;^^«    „«i.««^^«       «i«^     i.«*    a^.^ 

oder  144  QuadfatzolJ.  ^^   ?ines   vorhanden ,    also    hat   der 

Streifen  AEBF  zehn   Quadrat- 
centimeter.   Mit  dem  Streifen  ABFh 

Krkl.  17.  Verallgememert  kann  man  s^en,  gind  aber  kongruent  alle  die  Streifen, 
dass  durch  jedes  Fortschreiten  in  einer  dezi-  ^^i^u«  «u^,,  i«^:«^«,  t  k,.^^«^ «*,♦;« ^^i 
malen  LÄngenmasseinheit  nach  oben  oder  Y^lche  über  je  einem  Längencentuneter 
unten  die  entsprechende  Flächeneinheit  der  Seite  AD  jenem  ersten  parallel 
100 mal  so  gross  oder  so  klein  wird.  Wird  die  laufen;  also  ist  der  ganze  Quadrat- 
Längeneinheit  amal  so  gross  oder  so  klein  de  z  im  et  er  zerlegt  in: 
genommen,  so  wird  die  Flächeneinheit  ,  ^. 
aamal  so  gross  oder  aamal  so  klein.  10  Streifen  YOn  je  10  Quadrat- 

centimeter 

oder  in: 
Erkl.  18«    Hat  man  eine  Fläche  gemessen  inAr^       a      +         f        f 

nach  Quadratmeilen,  so  mnss  nach  vorigem  1^^  yuaüratcentimeier. 

zum  Uebergang  auf  Quadratkilometer  fol-  Demnach  ist  ein  Quadratdezi- 
Ifa^jM^cTe  M:^te^tTaSvÄ  HL  ^^l^'  ^1«*«^  100  Quadratcenti- 
Erkl.  106  des  I.  Teiles),  also  ist  eine  Quadrat-   meter. 

meile  gleich  7,5-7,5  oder  gleich  56,25  Quadrat-  Werden  bei  dem  Quadratcentimeter 
kilometer.  Und  da  dann  wieder  ein  Kilometer  AG  JE  wieder  alle  vier  Seiten  in  je  10 
1000  Meter  hat,  also  ein  QuadratkUometer  j^j  j^e  Teile  von  je  1mm  geteüt  und 
gleich  1000-1000  Quadratmeter,  so  wird  eine  5.  Xt  „  ,  \  iT  j-  m  -i  i  *«  ^^ 
ieographische  Meüe  gleich  56,25.1000.1000  =  die  ParaUelen  durch  die  Teüpunkte  ge- 
e^  1  ^,.„-        r.    j   *    *  zogen,  so  entsteht  wieder  längs  AG  ein 

56 -Millionen  Quadratmeter.  ParaUelstreifen  von  der  Länge  10  mm 

und  Höhe  1  mm,  welcher  10  qmm  ent- 
hält.   Solcher  Streifen  liegen  wieder  10 
übereinander,  also  wird  auch  das  Qna- 
dratcentimeter  zerlegt  in: 
10  Streifen  von  je  10  Quadrat- 
millimeter 
oder  in: 

100  Quadratmillimeter. 
Demnach  ist  ein  Quadratcenti- 
meter gleich   100  Quadratmilli- 
meter. 

Und  ebenso  lautet  die  Beziehung  zwi- 
schen je  zwei  aufeinanderfolgenden  ünter- 
bezw.  Oberabteilungen  der  Flächenmasse. 


Erkl.  19.  Man  wird  im  allgemeinen  stets 
solche  Flächeneinheiten  wählen,  dass  die  Mass- 
zahl der  zu  untersuchenden  Fläche  in  leicht 
fihersehharen  Ziffern  erscheint.  So  wird  man 
einen  Bauplatz  nach  Quadratmetern  und  nicht 
nach  Quadratkilometern  oder  Quadratdezimetem 
ausdrücken,  und  umgekehrt  kommt  man  in  der 
Geographie  allmählich  wieder  darauf  zurück, 
Länderflächen  in  Quadratmeilen  anzugehen  statt 
in  Quadratkilometern,  welche  so  viel  grössere 
Ziffern  veranlassen. 


Erkl.  20.  Nachstehende  Uehersicht  enthält 
eine  Zusammenstellung  des  metrischen 
Flächenmasssystems: 


1  qKm  = 

0,01  qKm  = 

0,0001  qKm  = 

0,000001  qKm  = 

0,00000001  qKm  = 

0,0000000001  qKm  = 


100  qHm  (ha)  = 

1  qHm  (ha)  = 

0,01  qHm  (ha)  = 

0,0001  qHm  (ha)  = 

0,000001  qHm  fha)  = 

0,00000001  qHm  (ha)  = 


10000  qDm  (Ar)  =  1000000  gm  =  100000000  qdm  = 

=  10000000000  qcm  =  lOOOOÖJOOOOOOqmm 


)  =       10000  qm  =      1000000  qdm  = 
=      100000000  qcm  =      lOOOüOOOOOO  q 


100  qDm  (Ar)  =  ^  .       ^ 

x^  ^^^  _      lOOOüOOOOOO  qmm 

100  qm  =  10000  qdm  = 

1 000000  qcm  =  1 00000000  qma 

1  qm  =  100  qdm  = 

10  OÖO  qcm  =  1 000000  qmm 

0,01  qm  =  1  qdm  = 

100  qcm  =  10000  qmm 

0,0001  qm  =  0,01  qdm  = 

=       '  lqcm=  lOOqram 

0,000000000001  qKm  =  0,0000000001  qHm  (ha)  =  0,00000001  qDm  (Ar)  =  0,000001  qm  =         0,0001  qdm  = 

=  0,01  qcm  =  1  qmm 


1  qDm  (Ar)  = 

0,01  qDm  (Ar)  = 

0,0001  qDm  (Ar)  = 

0,000001  qDm  (Ar)  = 
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Erkl«  21.  Der  dnrch  Messen  gefondene  In- 
halt einer  Fläche  wird  wie  folgt  bezeichnet: 

a)  Hat  man  gefunden,  dass  eine  Fläche  F 
genau  36  Quadratmeter  gross  ist,  so  sagt  man, 
die  Fläche  misst,  oder  die  Fläche  hat,  oder  die 
Fläche  enthält,  oder  es  ist  eine  Fläche  yon 
36  Quadratmetern,  und  bezeichnet  dies  durch 


b)  Hat  man  gefunden,  dass  in  der  Fläche 
das  Quadratmeter  17  mal  und  ausserdem  das 
Quadratdezimeter  genau  29  mal  enthalten  ist, 
so  sagt  man,  die  Fläche  ist  17  Quadratmeter 
(und)  29  Quadratdezimeter  gross,  und  bezeich- 
net dies  durch 


c)  Hat  man  gefunden,  dass  in  der  Fläche 
das  Quadratmeter  815  mal  und  ausserdem  das 
Quadratcentimeter  7 mal  enthalten  ist,  so  sagt 
man,  die  Fläche  hat  815  Quadratmeter  (und) 
7  Quadratcentimeter,  und  bezeichnet  dies  durch 


Erkl.  22.  Ebenso  wie  andere  einer  Messung 
zu  unterwerfende  C^hrössen,  z.  B.  Strecken  oder 
Winkel,  heissen  auch  Flächen  kommensu- 
rabel oder  inkommensurabel  (s.ErkL  100 
im  I.  Teil  und  Erkl.  28  im  IL  Teil),  wenn  sich 
beim  Messen  derselben  durch  eine  und  die- 
selbe Flächenmasseinheit  ergibt,  dass 
sich  die  Masszahlen  beider  Flächen  bei  be- 
liebiger Verkleinerung  der  Massein- 
heit einmal  in  ganzen  Zahlen  ausdrücken  lassen 
oder  nicht. 


F  =  36  Quadratmeter 
oder:  F=36qm 


F  =  17  Quadratmeter  29  Quadratdezimeter 
oder :  i^'  =  17  qm  29  qdm 
oder:  F=  17,29  qm 
oder:  F=  1729 qdm 


F=  316  Quadratmeter  7  Quadratcentimeter 
oder:  jP=316  qm  7  qcm 
oder:  ^=3  qDm  15  qm  7  qcm 
oder:  F=z^kt  15  qm  7  qcm 
oder:  F=: 815,0007 qm 
oder:  F=: 31500,07  qdm 
oder:  F=  3150007  qcm 
u.  s.  w. 


2)  Ueber  die  Flächen  der  einfachen  Figuren, 
a)  Ueber  das  Rechteck  und  Paralielogramm. 


Frage  11.  Welchen  Flächeninhalt 
hat  ein  Rechteck  von  gegebenen 
Seiten  a  und  &? 


Erkl«  28.  Ebeuso,  wie  iu  nebenstehender 
BeweisfQliruDg  das  Rechteck  in  a  Längsstreifen 
Ton  der  Länge  h  zerlegt  wird,  könnte  man  das- 
selbe (siehe  Figur  2,  11)  auch  durch  parallele 
Linien  zur  Seite  a  zerlegen  in  h  Längsstreifen 
Ton  der  Länge  a.  Statt  a  Längsstreifen  von 
je  h  Flächeneinheiten  erhält  man  dann  h  Längs- 
streifen Yon  je  a  Flächeneinheiten,  zusammen 
wieder  a*h  z=.h-a  Flächeneinheiten. 


Antwort.  Um  zu  ermitteln,  wie  oft 
man  auf  die  Fläche  eines  gegebenen 
Rechtecks  die  als  Masseinheit  benutzte 
Fläche  auflegen  kann,  messe  man  zu- 
nächst zwei  anstossende  Seiten  desselben 
und  ziehe  durch  die  beim  Auflegen  des 
Längenmasses  entstehenden  Teilpunkte 
der  einen  von  beiden,  etwa  der  Seite  a, 
jeweils  eine  Parallele  zur  andern  Seite. 
Dadurch  wird  das  ganze  Rechteck  in 
soviele  kongruente  Längsstreifen  geteilt,, 
als  die  Seite  a  Längeneinheiten  hat. 
Jeder  ist  ein  Rechteck,  dessen  Länge  =  b 
und  dessen  Höhe  gleich  der  Längenmass- 
einheit ist.   Zerteilt  man  jetzt  von  diesen 
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Figur  2. 
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Erkl«  24.  Setzt  man,  wie  in  Fignr  2  ge- 
schehen, a  =  3,  &  =  7,  so  erhält  man  nach 
der  ersten  Art  (I)  3  Längsstreifen  von  je 
7  Einheitsquadraten,  nach  der  zweiten  Art  (II) 
7  Qn  er  streifen  von  je  3  Einheitsqnadraten, 
also  jedesmal: 

8-7  =  7-3  =  21  Flächeneinheiten. 

Erkl«  25.  Bei  den  die  Flächen  behandelnden 
Untersnchnngen  kommt  es  hänfig  vor,  dass  der- 
selbe Buchstabe  (a  oder  h  im  nebenstehenden) 
bald  als  Benennung  der  ganzen  Linie,  bald  nur 
als  Benennung  der  auf  dieser  Linie  liegenden 
Seitenstrecke,  bald  als  Masszahl  dieser  Strecke 
gebraucht  wird.  Man  hat  alsdann  aus  dem 
Zusammenhange  des  Satzes  zu  entnehmen, 
welche  dieser  drei  Anwendungen  für  den  ge- 
rade vorliegenden  Fall  die  einzig  richtige  sein 
kann.  In  der  letztgenannten  Auffassung  ist 
auch  Satz  la  zu  verstehen. 

Erkl«  26.  Die  Masszahlen  zweier  Seiten 
sind  unbenannte  Zahlen;  diese  können 
multipliziert  werden,  und  ihrem  Produkte  dann 
als  Benennung  die  Flächenmasseinheit  zu- 
geschrieben werden.  Die  Länge  einer  Seiten- 
strecke selbst  wäre  eine  benannte  Zahl, 
nnd  als  benannte  Zahlen  können  Seiten  selbst 
nicht  multipliziert  werden.  Hierin  liegt  die 
Ungenauigkeit  in  der  Fassung  des  Satzes  la. 
Also  nicht  die  Seiten  selbst,  sondern  nur  ihre 
Masszahlen  sind  zn  multiplizieren,  um  dann 
—  in  Flächeneinheiten  —  den  Inhalt  des  Recht- 
ecks zu  erhalten. 

Erkl.  27.  Da  beim  Rechteck  jede  Seite  als 
Grundseite  und  die  anstossende  als  Höbe 
gewählt  werden  kann,  so  sagt  man  wohl  auch 
in  etwas  veränderter  Ansdrncksweise : 

Satz.    Der  Inhalt  des  Rechtecks 
ist  Grundseite  mal  Höhe. 


Parallelstreifen  den  der  Seite  h  anlie- 
genden wieder  durch  Parallele  zur  Seite  a 
durch  die  Teilpunkte  der  Seite  6,  so 
erkennt  man,  dass  dieser  erste  Längs- 
streifen ebensovielmal  die  Flächen- 
masseinheit enthält,  als  die  Seite  i 
Längenmasseinheiten,  denn  jede 
Teilfläche  des  Längsstreifens  wird  ein 
Quadrat,  dessen  Seite  gleich  der  Längen- 
einheit ist. 

Das  ganze  Rechteck  enthält  also  im 
ganzen  a  Längsstreifen  von  je  b  Flächen- 
einheiten, oder  Q'b  Flächeneinheiten. 

Es  entsteht  also  der 

Satz  1.  Man  erhält  die  Anzahl 
der  Flächeneinheiten  eines 
Rechtecks,  indem  man  die  An- 
zahlen der  Längeneinheiten 
der  beiden  Seiten  miteinander  mnlti- 
pliziert. 

Oder  etwas  ungenauer,  aber  kürzer: 

Satz  la.  Der  Inhalt  des  Recht- 
ecks ist  gleich  dem  Produkt 
zweier  anstossenden  Seiten. 

Ebenso  ist  auch  der  Inhalt  des 
Quadrats  gleich  dem  Produkt  zweier 
anstossenden  Seiten  oder  gleich  Seite 
mal  Seite  oder  gleich  der  zweiten 
Potenz  einer  Seite. 
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Frage  12.  Wie  verfahrt  man  zur 
Inhaltsbestünmung  eines  Rechtecks, 
dessen  Seiten  a  und  h  bei  der  Längen- 
mmung  keine  ganzen  Zahlen  er-       ^^^^      ^^  ^^^^  ^^  ^^^^ 

^       '  der  Seiten  a  und  h  durch  die  Längen- 
einheit  keine   ganzen  Zahlen    er- 

Erkl.  28.    Man  hat  darauf  zu  achten,  dass  gibt,   SO  wird  der  Best  zunächst  mit 

beide  Bechtecksseiten  in  Längeneinheiten  der-  dem  Längendezimeter,  Läugeucentimeter 

selben  Benennung  in  die  Rechnung  ge-  ^  g  ^  ^u  messen  sein.    Dann  entstehen 

Dommen  werden.    Ist  also  etwa  die  eine  Seite  a  „^„i.„i.x    j^^    i«4.„*ä«    t  s««««*«^,-^^«    ^/n« 

zu  6  dm,  die  andere  6  zu  24  cm  angesetzt,  so  anstatt   der  letzten  Langsstreifen  von 

ist  für  die  Flächenberechnung  der  Höhe  gleich  der  Längeneinheit  nur 

entweder:   a  =  5  dm,    6  =  9,4  dm  solche  von  der  Höhe  gleich  einem  oder 

oder:         o  =  60  cm,  6  =  24  cm  mehreren  Zehnteln,  Hunderteln  u.  s.  w. 

anzusetzen.    Die  Fläche  wird  dann  gleich  a*&,  der  Längeneinheit.    Misst  man  also  dar- 

'^*™^«*»  •  nach  die  Fl ä ch e  statt  in  Quadratmetern 

entweder  =  5-2,4  qdm  =  12  qdm  =  1200  qcm  je^t  in  Quadratdezimetern,  Quadratcenti- 

oder        =50.24qcm  =  l200qcm  =  l2qdm.  j^etern  u.  s.  w.,   SO  wird  die  Längen- 

Erid.  29.   Man  hüte  sich  yor  dem  Irrtum,  messung  ganze  Zahlen  in  den  kleineren 

als  ob  dieBichtigkeit  des  Satzes  1  für  Längeneinheiten,  also  die  FlächeuDestim- 

die   in   nebenstehender   Antwort    betrachteten  mung  auch  wieder   ganze  Zahlen  in 

FäUe  nur  mit  Annäherung  genau  sei,  oder  den   kleineren  Flächeneinheiten 

?'i^f'?v?'®^'®'  ^^^^  bleibe.  Nicht  der  ergeben,  oder  Dezimalbrüche  der  grossen 
Satz  bleibt  ungenau,  sondern  nur  die  prak-  t^ «  il  '  .  \;  .^  i.  j  m  u  n  ^  tj 
tisch  angebbare  Ziffer  der  Inhalts-  ^l^cl^ßiiemheit  nach  der  Tabelle  der  Be- 
gras se.  und  zwar  letztere  nicht  etwa  infolge  Ziehungen  dieser  Einheiten  (s.  Erkl.  20). 
Ungenauigkeit  des  Satzes,  sondern  nur  infolge  g)  Sind  aber  vou  den  Längen  der 
derUnmöglichkeitvoUkommengenauerLängen-  ^  A  i  •?  *  'v"^^"  •"  *6 
messung  der  mit  dem  Metermass  inkommen-  Rechtecksseiten  die  eine  oder  beide  mit 
snrabeln  Seitenstrecken.  Für  den  theoreti-  der  Längeneinheit  inkommensurabel 
sehen  Gedankengang  des  Beweises  wird  der  (siehe  Erkl.  100  des  L  Teiles),  SO  wird 

räl'L  ^oian'v«i[  Tal  Lt^ L  *,^«^?^*'.®  auch  bei  der  Messung  mit  dem  kleineren 

irrosse.  also  NuU:  der  Satz  ist  also  allgemein  -r»      i.x  -i  j      t  ..  •  i.  «x  •  i. 

gflltig.  Bruchteil  der  Langenemheit  immer  noch 

ein  Best  übrig  bleiben,  also  auch  ein 

Erkl.  80.    Die  Fehlergrösse  bei  der  Aus-  Fehler    in    der    Flächenbestim- 

messnng  von  Bechtecken  mit  inkommensurabeln  m  u  n  g.    Dieser  K  e  s  t  und  mit  ihm  der 

Seiten  läset  sich    folgendermassen  bestimmen.  Fehler   wird   aber   um   SO  kleiner,   ie 

Liegen  die  wirklichen  Werte  a  und  h  der  Seiten  ^^^^^  ^^  ^^v^mU^  Längenmass;    und 

zwischen  a  und  («  +  -jq^)  ^ezw.  zwischen  ß  derselbe  wird  kleiner  gemacht  werden 

/         1  \  .  können,  als  jede  angebbare  Grösse, 

^^  i''  +  löiTJ  (^^^^^  "  ^°^  ^  Dezimalbrüche  j^dem  man  den  gewählten  Bruchteü  der 

des  Meters  sind,  welche  auf  n  Stellen  genau  Längeneinheit  entsprechend  verkleinert. 

sind),  so  üegt  der  Inhalt  a6  des  Rechtecks  gomit  hat  auch  in  diesen  beiden  Fällen 

zwischen  «./J  und  ( « + TÄ^r Y { '^  + 1^ )  =  ^^^  ^^^  vollkommene  Gültigkeit,  dass 

^Aß        1^       1""/  V       lo»/  ^gj.  Rechtecksinhalt  das  Produkt  zweier 

"''■^"iS^ — '""lÖÄ^T-    I>er  Unterschied  beider  austosseuden  Seiten  ist. 

Angaben  ist  also  -JöiT  ("  + '^  +  "10^^") '  ^^^ 
der  Fehler  ist  kleiner  als  dieser  Unter- 
schied. Je  grösser  also  n  gewählt  wird,  desto 
Meiner  muss  der  Fehler  werden,  und  für  unend- 
liches n  wird  der  theoretische  Fehler  vollständig 
yerschwinden.  Praktisch  wird  dies  allerdings 
schon  dann  eintreten,  wenn  n  nur  wenige  Ein- 
heiten beträgt,  d.  h.  wenn  die  Längen  auf 
mehrere  Dezimalstellen  genau  gewählt  werden. 
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Frage  13.  Wie  lässt  sich  mit  Hilfe 
des  Satzes  1  die  Fläche  eines  beliebigen 
Parallelogramms  bestimmen? 

Figur  3. 


Erkl.  81.  DasB  das  A  ÄDE^BCF  ist, 
kann  gefolgert  werden  ans  deren  Decknng  bei 
Verscfiebnng  nm  die  Strecke  AB  =  EF z=  DC, 
oder  anf  Grund  irgend  eines  der  vier  Kongruenz- 
sätze, denn  es  ist  ÄD=.BC,  AE  =  BF, 
ED  —  EC—  DC  =z  EC  —  EF  =  FC  und 
wegen  der  parallelen  Seiten  auch  jeder  Winkel 
im  einen  Dreieck  gleich  dem  entsprechenden 
Winkel  im  andern. 

Erkl.  82.  Wird  das  Parallelogramm  AB  CD 
zum  Bhombus,  so  wird  in  Satz  3  die  Bei- 
fügung unnötig,  dass  die  zugehörige  Höhe 
mit  der  gewählten  Seite  multipliziert  werden 
muss.  Denn  wie  aus  Erkl.  665  des  III.  Teiles 
hervorgeht,  hat  das  Rhombus  zwei  gl  eich - 
lange  Höhen.  Umgekehrt  könnte  die  Gleich- 
heit der  Höhen  des  Bhombus  gerade  am  neben- 
stehenden Satz  bewiesen  werden.  Denn  ist  die 
Seite  a,  die  Höhen  hi  oder  A„  so  ist  die  Fläche 
a*hi  z=  a'h.^,  folglich  A,  =•  h^, 

Erkl.  88.  Den  in  letzter  Erkl.  32  zugrunde- 
liegenden Schluss  könnte  man  rückwärts  als 
Umkehrung  von  Satz  3  folgendermassen  aus- 
sprechen: 

Satz.  Parallelogramm  yon  gleichem 
Flächeninhalt,  welche  gleiche  Grund- 
seite (oder  Höhe)  haben,  haben  auch 
gleiche  zugehörige  Höhe  (oder  Gmnd- 
seite). 

Erkl.  84.  Für  das  Quadrat  und  Rechteck 
wird  Satz  8  mit  Satz  1  identisch,  da  Seite  und 
Höhe  zusammenfallen.  Beim  Quadrat  ist  also 
der  Inhalt  angegeben  durch  die  zweite  Po- 
tenz einer  Seite.  Und  eben  daher  rührt  auch 
die  Ausdrucksweise,  dass  in  der  Algebra 
eine  Grösse  von  der  Form  a^a  oder  a^  auch 
gesprochen  wird  „a  im  Quadrat"  oder  „a  Qua- 
drat*' sUtt  „a  hoch  2^". 


Antwort.  Um  die  Fläche  eines  be- 
liebigen Parallelogramms  ABCD 
(siehe  Figur  3)  zu  ermitteln,  ziehe  man 
in  zwei  Eckpunkten  einer  Seite  die 
Höhen  desselben:  AE#BF,  Diese 
beiden  Strecken  bilden  dann  das  Becht- 
eck  ABFEj  dessen  Fläche  nach  den 
bisherigen  bekannt  ist.  Die  so  entste- 
hende Gesamtfigur  ÄBCE  enthält  nnn 
die  zwei  Dreiecke  ADE  und  BCF, 
welche  unmittelbar  als  kongruent  er- 
kannt werden.  Daher  muss  auch  gleich- 
viel erhalten  werden,  ob  man  von 
dieser  Gesamtfigur  ABCE  das  eine 
oder  das  andere  dieser  Dreiecke  weg- 
nimmt. Daher  ist  ABCE—AED  = 
Parallelogramm  ABCD  =  ABCE  - 
5Ci?'=  Rechteck  ABFE.  Man  kann 
daher  die  Aussage  machen: 

Satz  2.  Jedes  Parallelogramm 
ist  inhaltsgleich  mit  einem  Recht- 
eck von  gleicher  Grundseite 
und  Höhe. 

Oder  noch  allgemeiner: 

Satz  2a.  Alle  Parallelogramme, 
welche  in  einer  Seite  und  der  zu- 
gehörigen Höhe  übereinstimmen, 
sind  inhaltsgleich. 

Und  die  Zusammenfassung  der  Sätze  I 
und  2  liefert  allgemein: 

Satz  8.  Der  Inhalt  eines  Pa- 
rallelogramms ist  gleich  dem  Pro- 
dukt aus  einer  Seite  und  ihrer 
zugehörigen  Höhe. 


Frage  14.  Welche  besonderen  Eigen- 
tümlichkeiten   des    Parallelogramms 

ergeben  sich  aus  den  vorigen  Sätzen?         Antwort.     1)  Aus  Satz  2a  ergibt 

sich,  dass  ein  Parallelogramm  inhalt^- 
gleich  bleibt,  wenn  man  zwei  Gegen- 
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ErkL  85.  Die  Eigenschaften  der  yerschie- 
denen  Parallelogramme  in  Figur  4  nach  ihrer 
Gestalt  sind  einzeln  besprochen  in  Aufgabe  286 
des  III.  Teiles.  Man  könnte  den  nebenstehen- 
den Satz  4  auch  in  der  Ansdrncksweise  auf- 
fassen, dass  man  aussagt:  Wenn  auf  zw^ei  ge- 
gebenen parallelen  Geraden  an  beliebigen  Stellen 
dieselbe  Strecke  ausgeschnitten  wird,  so  be- 
grenzen die  Verbindungslinien  ihrer  Endpunkte 
stets  ein  Parallelogramm  von  gleicher  Grösse. 
Also  wo  inmier  in  Figur  4  die  Strecke  CD 
liegt,  wenn  sie  nur  stets  gleich  bleibt,  so  bleibt 
auch  das  #gr  ABCD  inhaltsgleich. 

Erkl.  86«  Die  Verschiebbarkeit  des 
Parallelogramms  bei  gleichbleibendem  In- 
halte findet  besonders  zahlreiche  Anwendungen 
bei  der  sog.  Verwandlung  der  Figuren 
(siehe  Frage  68). 


ErkL  37«  Die  Höhe  des  #  grs  als  Abstand 
zweier  Parallelen  kann  an  jeder  Stelle  der  Seite 
gezogen  werden.  In  Figur  5  ist  dies  von  der 
Ecke  Ä  aus  geschehen.    Wenn  also  dort  a  = 

36  mm,  6  =  20  —  mm,  ha  =  16 mm,  hb  =  28mm, 

so  wird  ABCD  entweder  =  a-Ä«  =  86-16  qmm 

=  576  qmm  ,   oder  =  6  •  äj  =  20  y  .  28  qmm 

=  574  qmm.  Solche  Unterschiede  von  wenigen 
Einheiten  werden  sich  fast  immer  ergeben,  wenn 
nicht  ganz  sdiarfe  Längenmessungen  vorge- 
nommen werden.  Die  Abschätzung  der  Fehler 
geschieht  am  besten  in  Prozenten  der  Ge- 
samtziffer, also  hier  2  auf  576  oder  etwa 

-s-<*/o.     Zur  praktischen  Verwendung  benutzt 

o 

man  dann  am  besten  das  Mittel  aus  mehr- 
fachen gleichwertigen  Besultaten,  also 
hier  575  qmm.  ^^^^^^ 


selten  desselben  so  um  die  Eckpunkte 
einer  dritten  Seite  dreht,  dass  die  vierte 
Seite  auf  derselben  geraden  Linie  ver- 
bleibt Es  sind  also  in  Figur  4  alle 
Parallelogramme  über  der  Seite  AB 
gleichgross: 
ABCD  =  ABC, />!  =  ABC^D^  =  ABC^D^  •  • 

Denn  alle  haben  dieselbe  Grundseite 
AB  und  dieselbe  Höhe,  nämlich  den 
Abstand  der  Parallelen  AB  \\  CD.  Man 
erhält  also  die  Aussage: 

Satz  4.  Der  geometrische  Ort 
für  die  Gegenseite  eines  Pa- 
rallelogramms von  gegebener 
Grundseite  und  bestimmtem  Inhalt 
ist  die  Parallele  zur  Grundseite 
im  Abstände  gleich  der  Höhe  des 
Parallelogramms. 

2)  Da  bei  der  allgemeinen  Gültigkeit 
des  Satzes  3  keine  Rücksicht  zu  nehmen 
ist,  welche  der  vier  bezw.  der  zwei  ver- 
schiedenen Seitenstrecken  des  Parallelo- 
gramms gerade  als  Grundseite  gewählt 
ist,  so  erkennt  man,  dass  die  beiden 
Seitenstrecken  und  ihre  zugehörigen 
Höhen  in  fester  Beziehung  zueinander 
stehen.  Denn  der  Inhalt  des  Parallelo- 
gramms in  Fig.  5  ist  sowohl  a  •  ha  als 
auch  fe«Aj,  also  muss  a'h^  =  b'hi,  sein, 
d.  h.  das  Produkt  aus  je  einer  Seite 
und  der  zugehörigen  Höhe  hat  beim 
Parallelogramm  beidemale  dieselbe 
Grösse. 

Man  hat  demnach  hierin  ein  Mittel, 
um  je  eines  dieser  vier  Stücke  rech- 
nungsmässig  zu  bestimmen,  wenn 
die  drei  anderen  gegeben  sind.  Es  ist 
nämlich: 


-      ha' 

h    , 
=  — hb, 
a 


a*ha 

"AT' 


hb  —  -^'Äa- 
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b)  lieber  das  Dreieck  und  die  Übrigen  Vielecke. 


Frage  15.    Wie  gross  ist  der  In- 
halt eines  Dreiecks? 


Erkl.  88.    In  Fignr  6  ist  jedesmal: 
/\ABC  =  ISÄCD  =  :^i^^  =^  ABD 

=  BDC', 
denn  sowohl  Diagonale  ÄC,  als  BD  teilen  das 
gr  in  je  zwei  kongruente  Dreiecke.  Da  aber 
le  Diagonalen  selbst  nicht  gleichlang  sind 
(ausser  beim  Bechteck),  so  sind  die  Dreiecke 
ABC  und  ABD  nicht  kongruent,  wohl  aber 
inhaltsgleich. 


die 


Erkl.  89.  Wenn  die  Dreiecksfläche  gleich 
dem  halben  Produkte  aus  Grundseite  und 
Höhe  gesetzt  wird,  so  ist  wieder  darauf  zu 
achten,  dass  das  Produkt  zweier  Strecken 
ein  algebraischer  Ausdruck  ist  und  soviel  heisst, 
als  die  Fläche  des  Bechtecks  mit  den  ge- 
gebenen Strecken  als  Seiten. 


Antwort.  Der  Inhalt  eines  Dreiecks 
kann  durch  Zurückführung  auf  Satz  3  ge- 
funden werden.  Denn  wenn  man  in  einem 
Parallelogramm  eine  Diagonale  zieht, 
so  entstehen  zwei  Dreiecke  von  genau 
gleichgrossem  Flächeninhalt  Durch  eine 
Drehung  um  den  Mittelpunkt  des  Pa- 
rallelogramms kommen  nämlich  die  beiden 
Dreiecke  zur  vollkommenen  Deckang. 
Daher  ist  jedes  Dreieck  gleich  der 
Hälfte  des  Parallelogramms,  mit 
welchem  dasselbe  eine  Qrundseite  und 
zugehörige  Höhe  gleich  hat  Es 
entsteht  also  die  Aussage: 

Satz  5.  Man  erhält  die  Anzahl 
der  Flächeneinheiten  eines 
Dreiecks,  indem  man  die  Anzahl 
der  Längeneinheiten  einer 
Seite  und  der  zugehörigen  Höhe 
miteinander  multipliziert  und  das 
Produkt  halbiert 
Oder  etwas  ungenauer  aber  kürzer: 

Satz  5a.    Der  Inhalt  des  Drei- 
ecks ist  Grundseite  mal  Höhe 

durch  zwei:  F=^^' 


Figur  6. 


Frage  16.  Welche  besonderen  Eigen- 
tümlichkeiten des  Dreiecks  ergeben 
sich  aus  vorigen  Sätzen? 

Erkl.  40.  unter  den  sämtlich  inhalts- 
gleichen Dreiecken  der  Figur  7  sind  einige 
besonders  bemerkenswerte  Gruppen:  ABC^  und 
benachbarte  stumpfwinklig  bei  «,  ABC^  recht- 
winklig (a),  ABC^  und  benachbarte  spitz- 
winklig, ABC^  gleichschenklig  mit  Spitze  C^, 
ABCj^  rechtwinklig  bei  /9,  ABC^  und  benach- 
barte stumpfwinklig  bei  ß. 


Antwort.  1)  Da  jedes  Dreieck  gleich 
der  Hälfte  eines  Parallelogramms  ist, 
so  muss  bei  Anwendung  des  Satzes  4 
zugleich  mit  dem  Parallelogramm  auch 
das  Dreieck  „verschoben"  werden  kön- 
nen, ohne  dass  sein  Inhalt  sich  ändert. 
Der  Dreiecksinhalt  bleibt  also 
gleich  gross,  wenn  die  Spitze 
des  Dreiecks  auf  der  durch  sie 
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Erkl.  41.  Es  ist  beim  Dreieck  je  nach  den 
Winkeln  zu  unterscheiden,  welche  Lage  die 
Höhe  einnimmt.  So  fallen  nnr  beim  spitz- 
winkligen Dreieck  alle  drei  Höhen  innerhalb  des 
Dreiecks,  beim  stumpfwinkligen  aber  deren  zwei 
ausserhalb  des  Dreiecks.  Beim  rechtwinkligen 
Dreieck  föllt  je  eine  Höhe  mit  einer  Seite  zu- 
sammen. Dasselbe  ist  auch  in  der  That  die 
Hälfte  eines  Rechtecks,  also  das  halbe  Produkt 

der  beiden  Seiten :  F  =  — ^  • 


Figur  81. 


gehenden  Parallelen  zur  Grund- 
seite verschoben  wird.  Man  er- 
hält daher  die  Aussage: 

Satz  6,  Der  geometrische  Ort 
für  die  Spitze  eines  Dreiecks 
von  gegebener  Qrundseite  und  be- 
stimmtem Inhalt  ist  die  Pa- 
rallele zur  Qrundseite  durch 
die  Spitze  des  Dreiecks. 

2)  Da  bei  der  allgemeinen  Gültigkeit 
des  Satzes  5  keine  Kücksicht  zu  neh- 
men ist,  welche  der  drei  Seitenstrecken 
des  Dreiecks  als  Grundseite  gewählt 
ist,  so  erkennt  man,  dass  die  drei 
Seiten  und  Höhen  des  Dreiecks  in 
fester  Beziehung  zueinander  stehen 
müssen.  Der  Inhalt  des  Dreiecks  ist 
nämlich: 

O'ha  b'hb  C-he 

also  muss: 

a-ha  =  b'hb  =  C'hc 

sein,  d.  h.  das  Produkt  einer  Seite 
und  der  zugehörigen  Höhe  hat  bei 
einem  Dreieck  stets  dieselbe  Grösse» 

Man  hat  demnach  auch  hier  ein  Mittel, 
um  aus  je  dreien  dieser  Stücke  ein 
viertes  rechnungsmässig  zu  be- 
stimmen. 


^^G" 


Ä6=-^  = 


bhb         C'hc 

ha              ha 

che         aha 

^^  hb  ^  hb' 

aha         bhb 

he      "     he    ' 

bhb         che 
a            a 

che            aha 
b      "      b     ' 

__  aha  _  bhb 
^ "    c     '"     c  ' 

3)  In  Berücksichtigung  dieser  Gleich- 
Erkl.  42.  Ebenso  wie  in' Erkl.  37  für  Fig.  6,  heiten  kann  man  ferner  die  Proportionen 
so  müssen  auch  in  Figur  8  dieselben  Produkte  ansetzen: 
auftreten,  wenn  man  die  Strecken  ziffermässig 
in  die  Eechnung  einsetzt  So  ist  in  Figur  8, 1 
(alles  in  mm): 

a  =  32,  6  =  39  c  =  41  j 


a:b  :=  hbiha  ^=' 
b:c  .=  he  :hb 


1 

ha 


ha  =  36  y ,      hb  =  30, 
Also  die  Fläche  in  qmm: 


he  =  28 


1 

hb 
1 
hb 


2 


aha 


=  584, 


bhb 


=  685, 


che 


=  584-, 


1 

he 

he       ha 

Also  in  fortlaufender  Proportion: 
1      1      1 


ha  •  he     — 


also  im  Mittel  mit  -rr  Prozent  Fehler: 
o 

684 -ö"  qram. 


a  :  6  :  c  =  ■ 

na 

und  umgekehrt: 

ha'  hb  '»he  =^  — 
a 


hb  '  hc 


d.  b. 
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Ebenso  erhält  man  in  Figur  8,  II: 
a  =  40,  ^  =  51y» 

ha  =  20,  Ä6  =  16  ^ 


c  =  21; 


aha 
~2 


=  400, 


hhh 
2 


2' 
8991, 


Äc  =  38 ; 


che 


die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  ver- 
halten sich  umgekehrt  wie  die  za- 
gehörigen Höhen  —  und  umgekehrt 

Figor  8  n. 


also  im  Mittel  mit  -r-  Prozent  Fehler: 

4 
399  —  qmm. 

o 


Erkl.  48.  Beim  rechtwinkligen  Drei- 
eck entstdit  eine  besonders  bemerkenswerte 
Beziehnnc:  zwischen  der  aUein  in  Betracht  kom- 
menden Hypotenusenhöhe  und  den  beiden 
Katheten.  Der  Inhalt  ist  nämlich  nach 
Erkl.  41: 

a«&  C'hc 

~2~""~2~^ 
also  a*&  =  C'hc  oder: 


^ 


Frage  17.  Wie  bestinunt  man  den 
Flächeninhalt  einer  beliebigen  gerad- 
linigen Figur? 

Erkl.  44.  Die  Teilungslinien  einer  Figur 
können  die  Diagonalen  eines  Vielecks  sein,  oder 
VerbindungsUnien  seiner  Ecken  mit  einem  be- 
stimmten Punkte  in  derselben  Ebene,  welcher 
auf  dem  Vieleck,  ausserhalb  oder  innerhalb  des- 
selben gelegen  sein  kann.  Beispiele  derselben 
bilden  die  Antworten  der  folgenden  Fragen. 


Antwort.  Um  den  Flächeninhalt 
einer  beliebigen  geradlinigen  Figur  zu 
ermitteln,  teilt  man  dieselbe  durch 
passend  gewählte  Linien  in  einzelne 
Dreiecke,  bestimmt  den  Flächeninhalt 
dieser  Dreiecke  nach  den  vorigen  Sätzen, 
und  erhält  dann  den  Inhalt  der  Ge- 
samtfigur durch  Addition  ihrer  einzelnen 
Teilstticke. 


Frage  18.    Wie  gross  ist  die  Fläche 
eines  Paralleltrapezes? 

Figur  9. 


ErU.  45.  Die  Ergebnisse  der  beiden  neben- 
stehenden üeberlegungen  decken  sich  toU- 
ständig;  denn  nach  Satz  75  des  III.  Teiles  ist 
die  Mittelparallele  des  Trapezes  gleich  der  hal- 
ben Summe  der  Grundseiten.  Umgekehrt  können 
die  nebenstehenden  Ausführungen  als  Beweis 
dieser  Beziehung  angesehen  werden. 


Antwort.  Zur  Inhaltsberech- 
nung des  Trapezes  kann  man  anf 
verschiedene  Weise  verfahren. 

1)  Man  ziehe  eine  Diagonale  BD 
des  Trapezes  und  betrachte  die  so  ent- 
standenen Dreiecke  ÄBD  und  BCD 
in  Figur  9.  Davon  kann  angesehen 
werden  für  AABD:  als  Grundseite 
AB  =  a,  Spitze  D,  als  Höhe  der  Ab- 
stand h  der  Parallelen;  fiir  ABCD: 
als  Grundseite  CD  =  6,  Spitze  B,  als 
Höhe  wieder  der  Abstand  der  beiden 
Parallelen  =A;  also  ist: 
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Figur  10. 
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Erkl.  46.  Es  ist  unschwer  zu  erkennen, 
dass  Satz  7  seine  Geltung  nebst  beiden  Be- 
weisen behält  für  das  überschlagene  Trapez  in 
Figur  10,  II.  Dabei  wäre  nach  Erkl.  290  und 
291  im  in.  Teile  die  obere  Grundseite  negativ 

anzusetzen,  die  Mittelstrecke  also  m  =  — - — . 

Dann  wird  als  Fläche  des  Trapezes  dargestellt 
die  Differenz  des  grösseren  und  des  kleineren 
der  beiden  Scheiteldreiecke.  Wären  beide  Drei- 
ecke gleichgross,  so  wäre  ihre  Differenz  Null, 
aber  auch  die  Mittellinie  und  der  Inhalt  gleich 
Null. 


2)  Man  ziehe  die  Mittelparallele  des 
Trapezes  und  durch  deren  Endpunkt  Jf 
die  Parallele  zu  AD,  Dann  ist  in 
Figur  10: 

A  MBB  —  MCF, 

also  Trapez: 

ABCD  =  ABMN+NMCD  =  AEMN 

+  MBE+  NMFD  —  MCF 
z=  AEMN+NMFD 
=  4t=gr  AEFD=im'h. 

Man  erhält  also  die  Aussage: 

Satz  7.  Der  Inhalt  eines  Pa- 
ralleltrapes  ist  gleich  einem  Pa- 
rallelogramm mit  gleicher  Höhe  und 
mit  der  Mittelparallelen  als  Grund- 
seite,  nämlich  gleich  dem  Produkt 
aus  der  Höhe  und  der  halben 
Summe  der  Grundseiten. 


Frage  19,     Wie  gross 
halt  eines  Deltoids? 

Figur  11. 


ist  der  In- 


Antwort. Das  Deltoid  wird 
durch  die  Diagonale  BD  der  ungleichen 
Winkel  ß  und  ä  in  zwei  Dreiecke  zer- 
teilt, welche  diese  Diagonale  BD  als 
Grundseite  gemeinsam  haben,  und  als 
Höhe  die  Hälften  der  anderen  Diago- 
nalen AC.  Daher  ist  der  Inhalt  des 
Deltoids: 

ABCD  z=z  BDA  +  BDC  =  ~BD'^ 


+  ^BD 


AC 


2 


'AC'BD. 


Erkl.  47.     Figur  11  stellt  ein  Deltoid  mit 
einspringendem  Winkel  dar,  bei  welchem  der 

Beweis  wörtlich  ebenso  gilt,  wie  für  das  ge-    ,,       ^,        ,  ^  ^       ,      ^  v     i    .    t_ 

wohnliche.    Als  Deltoide  besonderer  Art  faUen  (des  Rhombus  und  Quadrats)  gleich 
auch  Rhombus  und  Quadrat  unter  die  Gültig-  dem  halben  Produkte  der  beiden 


Also  ist  der  Inhalt  des  Deltoids 


keit  des  nebenstehenden  Satzes.  Also  ist  auch 
beim  Rhombus  der  Flächeninhalt  gleich 
dem  halben  Produkt  der  Diagonalen, 
der  Flächeninhalt  des  Quadrats  gleich 
dem  halben  Quadrat  der  Diagonale. 

Erkl.  48.  Aus  letzterem  Ergebnis  erhält 
man  sofort  das  andere,  dass  im  Quadrat  mit 
Diagonale  e  und  Seite  a: 

a2  =  —  e2,  also  «2  =  2a  oder  e  =  a\/2 


Diagonalen. 


und  a  = 


ya 


=  -lei/ä: 
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Ebene  Elementar-Geometrie.  —  Y.  Teil. 
Figur  12. 


Frage  20.  Wie  lässt  sich  der  In- 
halt eines  Tangentenvielseits  be- 
stimmen? 

Erkl.  49.  In  Figur  12  ist  als  Beispiel  ein 
Viereck  in  seinen  verschiedenen  Gestalten  als 
Tangentenvierseit  gewählt.  Es  könnte  natür- 
lich ebensowohl  ein  Fünfeck,  Sechseck  u.  s.  w. 
zur  Darstellung  gewählt  werden.  Die  Fig.  12, 1 
und  lY  bleiben  dabei  wesentlich  gleichartig.  Bei 
Figuren  II  und  III  dagegen  könnten  neue  Seiten 
nur  an  Stelle  des  Geradenzuges  BCD  ein- 
geschoben werden,  so  dass  also  anstatt  der 
zwei  Seiten  BC  und  CD  drei,  vier  oder 
mehr  eintreten  würden.  Der  Winkel  BAD  aber 
als  kleinster  Taugentenwinkel  bliebe  erhalten. 

Erkl.  50.    Die  Zerlegungsdreiecke  des  Viel- 
ecks AB  CD  wären  in  Figur  12: 
l)-{-ABM,    -^BCM,    +CDM,    +DAM, 
11)  -i- AB M  (Höhe  ME  ausserhalb), 
+  ADM  (Höhe  MH  ausserhalb), 

—  BCM  (Höhe  MF  ausserhalb), 

—  CDM  (Höhe  MG  ausserhalb). 


Antwort.  Um  den  Inhalt  eines 
Tangentenvielseits  zu  bestimmen,  ver- 
binde man  jeden  Eckpunkt  desselben 
mit  dem  Kreismittelpunkte. 

1)  Sind  dann  die  Seiten  des  Vielecks 
a,  6,  c, . . .,  der  Kreis  ein  eingeschrie- 
bener, und  sein  Eadius  ^,  so  wird  das 
Vieleck  genau  ausgefüllt  durch  die  sämt- 
licken  Dreiecke,  deren  Grundseiten 
die  Vieleckseiten  a,  6,  •  •  •  sind  und  deren 
Spitzen  sämtlich  im  Mittelpunkte  M 
des  Kreises  liegen.  Jedes  dieser  Drei- 
ecke hat  als  Höhe  die  von  der  Spitze 
auf  die  Grundseite  gefällte  Senkrechte, 
und  diese  ist  jedesmal  der  Eadius  des 
Kreises.  Daher  sind  die  Inhalte  jener 
Dreiecke: 

a-Q       h'Q 
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Preisgekrönt  in  Fränkfart  a>  M.  1881, 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsrerzeichnis  der  ,, vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gnt  brochiert,  am  den  tofortigen  und  dauern' 
den  Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enth&lt  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  zu  dem  Abonnementapreise  von  26Pfg.  pro  Heft. 

6).  Die  Beihenfölge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  atis  dem  Prospekt  endohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung  fttr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enth&lt  AUes,  was  sich  Oberhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Auj^ben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren, 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lekrbuoh  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  yorsüglicliste  Lehrbuch 
lum  Selbststudium,  das  yortreflllchste  Nachschlagebuch  fBr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Hj^  Das  vollstlndige 

InhaltsverzeichniB 

der  bis  jetzt  ersohienenen  Hefte 

binn  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Draok  Ton  Oarl  Hammer  in  Stnttgart. 
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1154  Heft. 


PreiB     B  Ebene  Eiementar-Geometrie 
des  Heftes    B        (rianiinctrie).   5.  Teil. 

^    ']  --     '     J      Die  Flächen  der  geradlinigen  Figuren. 
ÄÄ   rr»^|^rte.  V.  Heft  1153. —  Seite  17—32. 

ZI-'Z WC      \  Mit  21  PlggreD. 


Aufgaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Ingabfl  und  EDtiteUoBg  der  bointzten  Sfttze,  Formeln,  Regeln,  in  Frauen  nnd  inti orten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aui  allen  Zweigen 
der  ReehMiknngt)  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  Kph&riBclien 
Trigonometrie,  Bynthetisclien  Geometrie  etc.)  u.  hmieren  Mathematik  (höhere  Analyiii, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 


Parallel-PerspektiTe,  Sehattenkongtroktionen  etc.  etc. 

far 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Kilitars  etc. 

zum  einzig  rielitigen  und  erfolgreielien 

Stadium,  snr  Fortlifilfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellem  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

MBt.  Adolph  Kleyer^ 

Haiheiiiatikar,  T«r«idet«v  kOnlgl.  prensi.  F6ldm«u«r,  rereideter  groidu  hessiicber  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M« 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


Ebene  Eiementar-Geometrie  (Planimetrie). 

Fünfter  Teil. 

Die  Flächen  der  geradlinigen  Figuren. 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J.  ^aehs. 

Forts.  V.  Heft  1153.—  Seite  17—32.  Mit  21  Figuren. 
Inhalt: 

Heber  das  Dreieck  and  die  übrigen  Yielecke.  —  üeber  besondere  F&Ue  Ton  Fläcbenbezlehnngen.  —  Ucbcr 
den  pythagoreischen  Lehrsatz  und  seine  Folgerungen. 


I  Stuttgart  1892. 

I  Verlag  von  Julius  Maier. 

H^  Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 
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Preisgekrönt  in  Frankfnrt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zn  dem  hUlisren  Preise  von  25  ^^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  ^  Phjgik, 
Mechanik)  math.  Geographie ^  Astronomie ,  des  Maschinen- ,  Strassen- ^  EiBenbahn-, 
Brttoken-  nnd  Hochbanes^  des  konstrnktiren  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  zwar  in  Tollstindi? 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figaren,  Erklärungen  nebst  Angabe  nndiEntwiekelnng  der 
benntiten  Sätze,  Formeln,  Begeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösong 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  nnd  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  MatheoMitik  —  nach  besonderen  selbständigen  Eapiteh 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Stadierendec 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Schulunterricht  bennut 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  EApitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  ErklärungeL  aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwiaseii- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  nnd  n.  Ordn»,  gleich- 
berechtigten höheren  Bttrgerschnlen,  Frivatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pr*- 
gymnasien,  Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksehnlei, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerblich<> 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissenschaftsacholen, 
Militärsehnlen,  Terbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fOr  das  Ei^fährig- Frei- 
willige- nnd  Offlziers-Examen  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  techniachen  nc^ 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schnle  erworbenen  oder  nnr  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  nnd  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrüAingen  zu  lösen  haben,  zngleidi  aber 
auch  die  fiberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Statze  fOr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  TeUs  der  mathematischeji 
Disdplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
abrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  m  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  aninwenden  und  praktisch  in  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  fOr  den  Schalunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militär^i 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenec 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfs- 
iweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  as^ 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Names 
verbreitet  —  WOnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser. 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  ErlediguB? 
thnnlichst  berücksichtigt.  ( 

Stuttgart  Die  Yerlagsliaiidlimg. 
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in)  +ABMy  +ADM  (Höben  ME  nnd  MH  und  ihre  Summe  gleich: 
ansserbalb),  ^ 

—  BCM,  —CDM  (Höhen  MF  wnä  MO  "^  +  ~2'  +  "^'"  = 

innerbalb), 


f(a  +  h  +  c> 


^Q_ 


•)  = 


IV)  +ABM,  +  BCM;  +  CDM  (Höhen  MF, 
Jf  6?  ausserhalb), +2) .4  3f. 
Für  ü)  nnd  UI)  ist   das  ganze  Viereck  indem  man  für  a  4-  i  -[-  c  •  •  •  =  w  oder 
darstellbar:  „Umfang"  des  Vielecks  setzt 


ABCD  =  Viereck  ABMDA  minns  Viereck 
MB  CDM.  Davon  ersteres  Viereck  =  A  ^  J^B 
+  ^JfA  letztere»  =  /SMCB+MCD, 


Erkl,  51.  Man  kann  die  Geltung  des  Satzes  8 
auch  anf  den  zweiten  Fall  nebenstehender  Ant- 
wort ansdehneni  wenn  man  die  besondere  Fest- 


Man  erhält  also  die  Aussage: 

Satz  8.  Der  Inhalt  eines  einem 
Kreise  umgeschriebenen  Viel- 
ecks ist  gleich  dem  halben  Pro- 
dukte aus  dem  Radius  des  In- 
kreises und  dem  Umfange  des 
Vielecks. 

2)  Ist  der  Kreis  ein  angeschrie- 
setzimg  aufstellt,  dass  der  Radius  mit  dem  Vor-  bener,  sein  ßadius  q\  SO  liegt  der 
zeichen  seiner  Richtung  bei  jeder  einzelnen  Seite  Kreis  im  Innenwinkel  derjenigen  zwei 
m  die  Rechnung  einzutreten  hat  Dabei  gut  Seiten  a  und  n,  welche  den  kleinsten  Tan - 
derselbe  als  positiv,  wenn  seine  Richtung  •-'^*'^^"  "^  ""^ "j  "^4^*^^/ «^ii«.*^*«owx^*A  «i* 
nach  derjenigen  Seite  der  Linie  geht,  auf  gentenwinkel  bilden,  lur  alle  andern 
welcher  die  Innenfläche  des  Vielecks  Seitenpaare  aber  im  Nebenwinkel  oder 
liegt;  —  negativ,  wenn  nach  der  andern  Scheitelwinkel.  Jene  beiden  (als  erste 
SSigS'^^^aiÄÄa;  «nd  letzte  Serte  des  «-Ecks)  sind  ^ 
gelbst  auftrifft,  tritt  darin  keine  Aenderung ein,  auch  die  beiden  einzigen,  lur  welche 
demi  jene  beiden  Seiten  („Ufer'')  der  Linie  sind  die  Richtung  des  Berührungsradius, 
dTirch  diejenige  Strecke   auf  ders^ben  be-  also  die  Höhe  des  mit  dem  Kreismittel- 

punkt   gebildeten  Dreiecks,   auf  der- 
selben Seite  mit  dem  Innern  des 
Vielecks  liegt;  für  alle  andern  ist  diese 
Richtung  nach  dem  Aeussem  des  Viel- 
ecks gekehrt.     Der  Flächeninhalt  des 
Vielecks  wird  schon  vollständig  über- 
Da  nun  die  FlÄche  nur  einen  positiven  Wert  deckt   (und  noch  weitere  Fläche  dazu) 
haben  kann,  so  lässt  sich  daraus  sdiliessen,  dass  durch  die  beiden  Dreiecke  der  ersten 
die  Summe  der  beiden  längsten  Tangenten   ^^d  letzten  Seite   mit   dem  Kreismittel- 

ÄCitJiStke^%'S<*'e"rUÜ''lhn«^  pun^t    Die  wieder  abzuziehende 


stimmt,  welche  wirklich  an  die  Innenfläche  des 
Vielecks  angrenzt. 

ErkL  51a.  Fflr  den  letzten  Ausdruck  neben- 
stehender Antwort  kann  man  setzen: 


liegen  kOnnen. 


Fläche  ist  genau  die  Summe  der  mit 
sämtlichen  andern  Seiten  entstehenden 
Dreiecke.  Man  erhält  also  für  die  Fläche 
des  Vielecks: 


aQ- 


hg' 


CQ- 


2 

oder: 


•) 


-^(2a  +  2n-i*). 


Frage  21.  Welche  Ergebnisse  liefert 
t'Ä'l.rS**e.^'nSt2S      Antwort.    De,  d.ft^^e  M  de, 
»geriebenen  Figuren?  -"  .tge^JSfD'S  ™Äe^ 

stets  einen  eingeschriebenen  und 
.drei  angeschriebene  Kreise  hat 

2 


Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie.  Y. 
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Figur  13. 


ErkL  52.  Die  nebenstehenden  Ergebnisse 
sind  besonders  wieder  rttckwärts  verwertbar  für 
rechnnngsmässigen  Ausdruck  der  vier 
Radien.  Man  erhält  nämlich  aus  der  vierfachen 
Gleichung  für  q^^  Qa^  Qb,  Qe  die  Werte: 

2F  F 

9o  = 


Qa 


Qb  = 


2F 


Bezeichnet  man  daher  mit  Qq,  Qc,  ^^  ^c 
die  Eadien  des  eingeschriebenen, 
bezw.  der  den  Seiten  a,  b,  c  angeschrie- 
benen Kreise,  so  erhält  man  für  die 
Fläche  eines  beliebigen  Dreiecks  nadi 
dem  verallgemeinerten  Satz  8: 


""  2 


f(a  +  &  +  c)  = 


9c 


-h  +  c 
2F 


8  —  b 
F 


a-f-6  —  c  s  —  c 

Bei  den  drei  letzten  Werten  beachte  man 
besonders  die  Symmetrie  der  „cyklischen  Ver- 
tauschung'', dass  nämlich  jeder  Wert  in  den 
folgenden  bezw.  vorhergehenden  übergeht,  wenn 
ein  jeder  einzelne  der  drei  Buchstaben  a,  h,  c 
mit  dem  ihm  folgenden  bezw.  vorhergehenden 
vertauscht  wird. 


^-^ia  +  h^c). 

Denn  es  ist  (siehe  Figur  13)  jeweils 
die  mit  dem  Radius  gleichnamige  Seite. 
für  welche  der  Eadius  nach  der  Aussen- 
seite  des  Dreiecks  gerichtet  ist. 

Setzt  man,  wie  in  Antwort  der  Frage  66 
des  IV.  Teiles,  a  +  6  +  c  =  2s,  so 
entsteht: 

F=Qq»8  =  Qa{8  —  a)=  Qb(s^h)  =  Qe(S-c). 
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Frage  22.  Welche  Anwendungen 
auf  die  besonderen  Vierecke  ergibt 
Satz  8? 


Erkl«  58«  Naeh  Antwort  der  Frage  ,86  des 
IV.  Teiles  sind  Trapez  und  AntiparaUelogramm 
im  allgemeinen  Falle  keine  Tangentenvierecke. 
Diese  Figuren  haben  also  nur  in  besonderen 
Fällen  einen  eingeschriebenen  (bezw.  das  über- 
schlagene  zwei  angeschriebene)  Kreis. 

Beim  ttberschlagenen  Trapez  wäre  als  Inhalt 
die  Differenz  der  beiden  Dreiecke  anzusetzen; 
beim  AntiparaUelogramm  sind  beide  Dreiecke 
gleichgross  (vergl.  Figur  76,  IV  des  IV.  Teiles), 
also  der  Inhalt  gleich  deren  Differenz  gleich  NuU. 


Erkl,  54.  Umgekehrt  kann  wieder  aus  dem 
etwa  bekannten  Flächeninhalt  eines  Deltoids 
rechnungsmässig  ^a  und  ^i  bestimmt  wer- 
deU;  nämlich: 

F  F 


Qi  — 


0-  +  ^ 


9a  = 


Und  unter  Berücksichtigung  der  Antwort  19, 

e-f 
wonach  beim  Deltoid  F=  —^  ist,  findet  man, 

dass  Seiten,  Diagonalen  und  Badien  des  Deltoids 
in  bestimmter  Beziehung  stehen,  nämUch: 
e'f=  2{a  +  c)Qi  =  2(a  — c)^«r. 


Antwort.  1)  Wenn  ein  Trapez  oder 
ein  Antiparallelogranmi  ein  Tangenten- 
viereck ist,  so  ist  der  Kadius  des  ein- 
oder  angesdiriebenen  Kreises  jeweils  die 
halbe  Höhe,  bezw.  der  halbe  Abstand 
der  Parallelen. 

Man  erhält  also  für  den  Inhalt: 

hierin  ist  ^  =  ^7  und  weil  die  Figur 

Tangentenviereck  ist,  a-f-c  =  6-j-^> 
also : 

V  =  A(a  +  c).2=A(a  +  c), 

wie  auch  in  Satz  7  gefunden. 

2)  Beim  Deltoid  kann  sowohl  ein 
Kreis  eingeschrieben,  als  auch  ein 
solcher  angeschrieben  werden  (siehe 
Figur  14).  Daher  kann  durch  die  Radien 
Qi  und  Qa  die  Fläche  folgendermassen 
ausgedrückt  werden: 


=  -2-?»(«  +  c)-2: 


Qi(a  +  c) 
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Da  dies  zwei  Gleichungen  sind,  so  kOnnen  nnd 
ans  denselben  zwei  Grossen  bestimmt  werden, 
wenn  die  andern  bekannt  sind.    So  die  Seiten 
a  nnd  c,  wenn  F,  ^o,  Qi  gegeben: 

F  F 

a-j-c  =  — ,    a  —  c  = , 

,    .  ^'  ^«  3)  Bei  Rhombus  und  Quadrat  decken 

^     F  ri       i\  F/l       l\      s^^  ^®  Ergebnisse  der  Sätze  8  und  3. 

»  =  "q"("^"~t~)»  ^  =  ~2\~^  "  T")'     Denn  da  alle  vier  Seiten  gleichgross  sind 

^^*      ^"^  ^^      ^"^      und  der  Radius  gleich  dem  halben  Ab- 

Stande  der  Parallelen,  also  der  halben 
Höhe,  so  wird  der  Ausdruck: 

l-(a  +  b+e+d)  =  -|--4a  =  2.^.a 


=  2~.a  =  Ä.a, 

also  Produkt  aus  Seite  und  Hohe,  beim 
Quadrat  Seite  mal  Seite. 


Fra^e  23.  Welches  ist  nach  Satz  8 
der  Flächeninhalt  eines  regelmässigen 
Vielecks? 

Fignr  15. 


Antwort.  Ein  regelmässiges 
Vieleck  oder  reguläres  Polygon  (siehe 
Abschnitt  6  b  des  IV.  Teiles)  hat  stets 
einen  Inkreis  und  lauter  gleichlange 
Seiten.  Sein  Umfang  ist  daher  beim 
n-Eck  u=zffa  und  der  Flächeninhalt: 

Und  zwar  gilt  diese  Formel  unver- 
ändert nicht  nur  für  einfache  regel- . 
massige  Vielecke,  sondern  auch  für  die 
Sternvielecke,  von  deren  Art  in 
Figur  15  zweierlei  16-Ecke  dargestellt 
sind. 


Frage  24.  Wie  kann  auch  der  In- 
halt eines  beliebigen  Polygons 
praktisch  ermittelt  werden? 


Antwort.  Man  kann  den  Inhalt 
eines  Vielecks  bestimmen,  indem  man 
eine  (am  besten  die  längste)  Diagonale 
zieht,  und  von  jeder  Ecke  auf  dieselbe 
eine  Senkrechte.  Dadurch  wird  das 
Vieleck  zerlegt  in  lauter  rechtwinklige 
Teilflguren,  und  zwar  ein  n-Eck  in 
4  Dreiecke  und  w  — 4  Paralleltrapeze. 
Bezeichnet  man  nun  (siehe  Figur  16) 
mit  X  die  vom  Anfangspunkte  A 
ausgehenden  Abstände  auf  der  Dia- 
gonalen und  mit  y  die  Längen  der  aus 
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Fgur  16. 


den  Eckpunkten  gefällten  Senkrechten, 
so  sind  die  y  jeweils  als  Grundseiten 
und  die  x  als  Höhen  der  Trapeze  bezw. 
Dreiecke  anzusehen.  Es  sind  nämlich 
in  Figur  16  für 

Dreieck  1 :  Gnmdseite  yj ,  HOhe  x^ : 
Inhalt  ~.a?iy,; 

Dreieck  2:  Gnmdseite  y,,  Höhe  ar,: 
Inhalt  ya?,y,; 

Trapez  3 :  Gnindseiten  y,  tu  ys,  Höhe  («,  ~  x^ : 

Erkl.  55«     Die  im  nebenstehenden  ange-  Inhalt  -^  (x^  —  x^)  (y,  4-  y,) ; 

wendete  Methode  znr  Ausmessung  des  Flächen-  ^ 

Inhaltes  einer  Fignr  kann  auch  dann  Anwendung  Trapez  4:  Grnndseiten  y^  u.  y^,  Höhe  (x^—x^) : 
finden,  wenn  die  Umgrenzung  der  gegebenen 
Fläche  keine  geradlinige  ist.  Wählt  man  dann 
auf  dieser  knummen  Linie  eine  grosse  Zahl  von 
Punkten  aus,  und  behandelt  dieselben  als  Eck- 
punkte eines  der kmmmen Linie  eingeschrie- 
benen Vielecks,  so  wird  anf  die  angegebene 
Weise  die  Fläche  dieses  Vielecks  genau  bestimmt 
Die  zwischen  Vieleck  und  Kurve  liegenden 
Flächenstttcke  können  dann  entweder  indirekt 
annäherungsweise  ermittelt  werden,  oder  man 

kann  direkt  deren  Grösse  dadurch  unbegrenzt  Dreieck  7:  Grundseite  w.,  Höhe  (x.  —  x.) 
vennindem,  dass  man  die  Anzahl  der  gewählten 
Punkte  immer  stärker  vermehrt  Dadurch  wird 
man  den  Unterschied  zwischen  der  geradlinigen 
und  der  kmnunlinigen  Flädie  alhnähhch  so  ge- 
ring machen  können,  dass  diese  Fehleigrösse 
gegenüber  der  Gesamtgrösse  und  den  gewählten 
Uasseinheiten  nicht  mehr  in  Betracht  konunt 


Inhalt  —  (x^  -  a?i)  (y^  +  y J ; 
Trapez  5 :  Grnndseiten  y,  u.  y, ,  Höhe  (rt;^  —  x^) : 

Inhalt  y  (ar,  -  x^)  (y,  +  y,) ; 
Dreieck  6 :  Grundseite  y^ ,  Höhe  (a?e  —  x^) : 

Inhalt -^(a?e  —  »4)y4; 


Inhalt -2-(a?6  —  a?5)y6- 

Also  Gesamtinhalt  unter  Yorsetzung 
des  gemeinsamen  Faktors  y: 

YKyi+a?,yjH-(a?3  — a:j)(y,  +  y,)  + 

(^i— a?,)  (yi +yi)  +  («5  —  a?,)  (y» +^5)  + 
(«6  --  «Jy*  +  (^6  —  ^5)ifi] 


3)  Ueber  besondere  Fälle  von  Plächenbeziehungen. 


Frage  25.  Welche  Teilfiguren 
entstehen,  wenn  man  durch  einen  Punkt 
auf  der  Diagonale  eines  Parallelo- 
gramms zu  dessen  Seiten  Parallele 
zieht? 

Figur  17. 


Antwort.  Werden  durch  den  Punkt  P 
auf  der  Diagonale  ^C  des  Parallelo- 
gramms ABCD  in  Figur  17  die  Paral- 
lelen gezogen: 

EG\\AD\\BC,   FH\\AB\\CD, 

SO  entstehen  vier  Parallelogramme,  näm- 
lich: 

AEPH,  PF  CG,  ni)  EBFP,  IV)  HPGD. 

Davon  werden  die  beiden  ersteren 
durch  dieselbe  Linie  ÄC^  welche  Dia- 
gonale des  grossen  Parallelogramms  ist, 
ebenfalls  in  zwei  gleichgrosse  Dreiecke 
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ErfcL  56*  Die  Ergänznngsparellelo- 
gramme  haben  im  allgemeinen  Falle  nn- 
gleicbe  Gnmdseiten  und  Höhen.  Da  aber 
die  Winkel  aller  vier  Parallelogramme  ent- 
sprechend gleich  sind,  so  sind  anch  die  Er- 
gänznngsparallelogramme  Bechtecke,  wenn  das 
Parallelogramm  ABCD  ein  Rechteck  ist. 
Wird  ABCD  Quadrat,  so  werden  auch 
AEPH  und  PF  CO  Quadrate,  folglich: 

HP=EP,  PF=PG: 
die  Ergänzungsparallelogramme  wer* 
den  kongruente  Bechtecke.  Die  Kongruenz 
tritt  im  fJlgemeinen  Falle  nur  dann  ein,  wenn 
der  Punkt  P  in  den  Mittelpunkt  der  Diagonale 
AC.  fällt,  wodurch  alle  vier  Parallelogramme 
kongruent,  jedes  ein  Viertel  von  ABCD  wird. 


geteilt,  so  dass  (siehe  Figur  17)  1  =  1', 
n  =  n'  und  auch  im  grossen  Parallelo- 
gramm: 

i  +  ii+in  =  r+n'+iv. 

Durch  Wegfall  der  hierin  gleichen 
Stucke  I,  r  und  n,  11'  folgt  hieraus, 
dass  auch  m  =  IV,  dass  also  die 
Parallelogramme  EEFPnni  HPGD 
gleichen  Inhalt  haben.  Dieselben 
werden  die  Ergänzungsparallelo- 
gramme genannt. 


ErkL  57.  Wird  zu  einem  der  Parallelo- 
granmie  AEPH  oder  PFCO  einmal  das  eine, 
dann  das  andere  der  beiden  Erg&nzungsparallelo- 
gramme  zugefügt,  so  entstehen  wieder  in- 
hcdtsgleiche  FaraUelogramme : 
ABFH=AEGD  und  EBCG  =  HFCD. 


Frage  26.  Wie  gross  ist  das  Qua- 
drat über  der  Summe  zweier  Strecken 
a  und  6? 

Figur  18. 


a^h 


inuHiiiMiimiiijjMiii'iMiii 


niiiniMiiiiiinii ......f  / 


r 


IT; 


a 


a-. 


^ 


U' 


% 


iiiifiiin  / 


a+6 


Antwort.  Wird  in  Figur  18  über 
der  Strecke  a-f-ft  das  Quadrat  errichtet 
und  durch  die  Teilpunkte  der  Strecken 
a-^-b  Parallelen  gezogen,  so  besteht  das 
Quadrat  über  a4-i  aus  vier  Bechtecken: 
in  der  einen  Ecke  ein  Quadrat  über  a, 
in  der  Gtegenecke  ein  ebensolches  mit 
den  Seiten  6,  und  dazu  beiderseits  je 
ein  Eechteck  mit  einer  Seite  a  und  einer 
Seite  b.    Also  ist: 


a^b- 

Erkl«  58«  Die  beiden  Rechtecke  a^b  sind 
die  Ergänzungsparallelogramme  im 
Sinne  der  Antwort  der  vorigen  Frage  25  und 
nach  Erkl.  56  kongruente  Beditecke,  denn 
die  Diagonale  des  Quadrats  a^  ist  auch  Dia- 
gonale des  Quadrats  (a  +  &)«.  


Fra^e  27.  Wie  gross  ist  das  Qua- 
drat nber  der  Differenz  zweier 
Strecken  a  und  b? 

ErkL  69.  Die  Bechtecke  a-h  in  Figur  18 
liegen  so  neheneinander,  dass  sie  nur  eine 
Ecke  ^meinsam  hahen;  in  Figur  19  dagegen 
liegen  dieselben  auf  einander,  so  dass  sie  einen 
Winkel  samt  Stücken  von  den  Schen- 
keln gememsam  haben.    Sie  sind  in  Figur  18 


Antwort.  Wird  in  Figur  19  über 
der  Strecke  a  —  6  das  Quadrat  erricJitet 
und  durch  die  Teilpunkte  der  Strecke  a 
Parallelen  gezogen,  so  stellt  die  ganze 
Figur  ein  Quadrat  über  der  Seite  a 
dar.  In  demselben  liegen  oben  und  an 
der  Seite  wieder  zwei  Rechtecke   mit 
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Bechtecke  der  Art  in  oder  IV  in  Figur  17,  in 
Fignr  19  dagegen  wie  die  Rechtecke  EBCG  = 
HFCD  nnd  nach  Erkl.  67. 

Fignr  19. 


„grrjm 


a-i 


a-b 


orb 


ah    d} 


JLJ; 


den  Seiten  a  und  b.  Werden  aber  diese 
beiden  Rechtecke  vom  ganzen  Qua- 
drat a^  weggenommen,  so  ist  das  in 
der  Ecke  liegende  Quadrat  b^  doppelt 
abgezogen,  muss  also  wieder  einmal 
hinzugefügt  werden,  um  das  Quadrat 
(a  —  by  zu  erhalten.    Es  ist  also: 

(a  — 6)2  =  a2  — 2.a.6  4-R 


Frage  28.  Wie  gross  ist  das  Recht- 
eck aus  Summe  und  Differenz 
zweier  Strecken  a  und  b? 

Fignr  20. 


/hiiiiiiiiiiiiiiin^iiiiiitmtiwiiifciiii 

\b  i\      B 

iriiriiummiiinniitunmifft  ^  • 


a^ 


Orb 


Cb 


€V 


c&  d'^ 


L& 


küi 


>a^ 


a*5 

Erkl.  60.  Anf  Fignr  20  ist  die  Antwort 
der  Frage  25  gar  nicht  anzuwenden,  denn  die 
Diagonide  des  Gesamtrechtecks  {a^h)'a  geht 
nicht  durch  die  Gegenecke  des  Rechtecks 
a(a  —  h).  Auch  sind  cUe  Bechtecke  links  oben 
a-h^  rechts  nnten  {a-^h)h  nicht  einander  gleich. 


Antwort.  Wird  in  Figur  20  aus 
den  Strecken  a-f-^  ^"^*  ^ — *  ^^^  Recht- 
eck errichtet,  und  durch  die  Teflpunkte 
der  Strecken  Parallelen  gezogen,  so  be- 
steht die  ganze  Figur  aus  einem 
Quadrate  a^  und  einem  an  dessen  rechter 
Seite  angelegten  Rechtecke  a^b  oder  zu- 
sammen a^-\-a'b.  Um  das  Rediteck. 
{a-\-b){a  —  b)  übrig  zu  behalten,  muss 
davon  weggenommen  werden  der 
ganze  obere  Querstreifen,  nämlich  das 
Rechteck  a«6  und  das  daneben  liegende 
Quadrat  6*.    Also  ist: 

(a  +  d)(a  — 6)=  a«  +  a6  — a6  — 62  =  a«— 6«. 


Frage  29.  Welche  Aussagen  er- 
geben sich  aus  der  Antwort  der  vorigen 
drei  Fragen? 

ErkL  61.  In  algebraischer  Ansdmcksweise 
lauten  die  beiden  nebenstehenden  Sätze  fol- 
gendermassen : 

Die  zweite  Potenz  eines  Binoms  (Poly- 
noms) ist  gleich  der  Snmme  der  zweiten 
Potenzen  beider  (aller)  Glieder,  vermehrt 
nm  das  doppelte  Produkt  der  beiden  (je 
zweier)  Glieder: 

a«  -f.   &2    _|-  c2    +  d^-\ 

±26c  +  26d+... 

±2cd+... 


Antwort.  Auf  Grund  der  Antwort 
der  drei  vorigen  Fragen  kann  man  fol- 
gende Aussagen  machen: 

Satz  9.  Das  Quadrat  über  der 
Summe  (oder  Differenz)  zweier 
Strecken  ist  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  beider  Strecken,  ver- 
mehrt (oder  vermindert)  um  das 
doppelteRechteck  beider  Strecken: 

(a  +  5)«  =  a«  ±  2.a.6  +  6«. 

Satz  9a.  Das  Rechteck  aus 
Summe  und  Differenz  zweier 
Strecken  ist  gleich  der  Differenz 
der  Quadrate  beider  Strecken: 

(a  +  6)(a--6)  =  a2-.6«. 
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Das  Produkt  ans  Summe  nnd  Differenz  XJnd  umgekehrt: 

derselben  Grössen  ist  gleich  der  Differenz  -n*     T\'jfjf               j       /\      j 

der  zweiten  Potenzen  derselben  Grössen.  —  ^^^  Dllierenz   der  Quadrate 

Die  Differenz  der  zweiten  Potenzen  zweier  zweier   Strecken  ist   darsteUbar  als 

Grössen  ist  gleich  dem  Produkt  ans  Summe  Rechteck  aUS  Summe  und  Dif- 

und  Differenz  derselben  Grössen.  ferenz  der  beiden  Strecken. 


Frage  30.    Was  für  Flächen  ent- 
stehen, wenn  man  über  den  drei  Seiten 
eines  Dreiecks  Parallelogramme 
.mit  parallelen  und  gleichen  Seiten  er- 
richtet? 

Erkl«  62,  Man  erkennt  leicht  den  Znsam- 
menhang und  Uebergang  zwischen  den  drei 
Fällen  I,  II,  III  der  Figur  21.  Es  ist  jedes- 
mal dasselbe  Dreieck  zu  Grunde  gelegt  und 
nur  die  Richtung  der  Parallelogrammseiten 
verändert.  Dieselbe  geht  in  I  bei  C  durch  den 
Innen-  bezw.  Scheitelwinkel,  in  II  bei  B  durch 
den  Innenwinkel,  in  III  bei  A  durch  den  Innen- 
winkel,   und  es  ist  bei 

I  II  ni 

ABA^B,  ACA^C^  BCB.C^ 
dasjenige  Parallelogramm,  welches  gleich  der 
Summe  der  beiden  andern  ist.  (Die  Seiten 
desselben  sind  in  der  Figur  durch  Schattierung 
angegeben,  es  sind  jeweils  diejenigen  beiden 
Ton  den  drei  ParaUelen,  welche  die  Gegenecke 
des  Dreiecks  zwischen  sich  fassen.)  Es  ist  cüso 
jeweils  dasjenige  Parallelogramm  das  grösste 
und  gleich  der  Summe  der  beiden  andern,  dessen 
Seiten  die  Gegenecke  zwischen  sich 
haben,  oder  an  dessen  Gegenecke  die 
Seitenrichtung  durch  den  Dreiecks- 
winkel geht 

Erkl,  68.     Man   kann    das  Ergebnis   der 

nebenstehenden  Antwort  auch  so  aussprechen: 

Wird  ein  Dreieck  längs  einer  Geraden 

yerschoben,   so  ist  die  von  einer  seiner 

Seiten    beschriebene    Fläche     gleich     der 

Summe  der  beiden  andern. 


Antwort.  Ist  ABC  in  Figur  21 
jeweils  ein  Dreieck,  und ÄA^:#BB^ #CCi 
die  parallelen  und  gleichen  Parallelo- 
grammseiten, so  bilden  die  Eckpunkt« 
A^B^C^  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  als 
Gegenseiten  der  Parallelogramme  den 
drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  gleich 
sind.  Folglich  ist  ABC^A^B^C^j  und 
man  erhält  dieselben  Flächen,  wenn 
man  von  der  Gesamtfigur  entweder  das 
Dreieck  ABC  oder  das  Dreieck  -4i5,Cj 
abzieht.  Die  Gesamtfigur  ist  also  jedes- 
mal ein  Fünfeck,  da  eine  der  sechs 
Ecken  ABCA^B^C^  im  Innern  liegt 
Das  Parallelogramm  über  der  dieser 
Ecke  gegenüberliegenden  Dreiecks- 
seite entsteht  nun  durch  Wegnahme 
des  einen  der  beiden  Dreiecke,  durch 
Wegnahme  des  andern  aber  die  Summe 
der  beiden  andern  Parallelogi^amme. 

Also  ist  das  Parallelogramm 
über  einer  der  drei  Dreiecks- 
seiten gleich  der  Summe  der 
Parallelogramme  über  den  beiden 
andern  Seiten. 
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Frage  31.  Welche  Verallgemei- 
nerung lässt  die  vorige  Antwort  noch 
zu? 

Figur  22. 

dC2 


Erkl«  04,  Der  nebenstehende  Satz  wnrde 
bereits  von  einem  Mathematiker  des  Altertums 
mit  Namen  Pappns  (um  400  nach  Chr.  in 
Alexandria)  aufgestellt  und  zwar  in  der  um- 
gekehrten Ausdmcksweise : 

Werden  über  zwei  Seiten  eines  Dreiecks 
beliebige  Parallelognunme  gezeichnet,  so 
ist  deren  Summe  gleich  einem  ParaUelo- 
granune  ttber  der  dritten  Dreiecksseite, 
dessen  Seiten  parallel  und  g^leich  sind  der 
Verbindungsstrecke  des  Schnittpunktes  der 
Gegenseiten  der  ersteren  Parallelogramme 
mit  dem  dritten  Dreieckspunkte: 
AB  A^Bj^  =  JC  A^C^  +  BC  B^C^. 


Antwort.   Da  die  Fläche  eines  Pa- 
rallelogramms gleichgross  bleibt,  wenn 
seine   Gegenseite   in   ihrer  Linie   ver- 
schoben wird,   so  kann  man  bei  den 
beiden  kleineren  Parallelogrammen  der 
Figur  21  jeweils  die  Gegenseiten  eben- 
falls auf  der  durch  den  Schnittpunkt 
gehenden  Linie  verschieben,  ohne  die 
Gültigkeit  des  vorigen  Satzes  aufzuheben. 
Man  kann  daher  die  Aussage  machen: 
Satz  10.  Ein  Parallelogramm 
über  einer  Dreiecksseite,  deren 
Gegenecke   zwischen   die  Parallelo- 
grammseiten   fällt,    ist   gleich    der 
Summe  irgend  zweier  Paral- 
lelogramme über  den  beiden 
andern  Dreiecksseiten,  deren 
Gegenseiten    durch    die    Ecken 
des  ersten  Parallelogramms  gehen. 


Figur  23. 


Frage  32.  Was  versteht  man  unter 
Projektion  einer  Strecke  AB  auf 
eme  Linie  g? 

£rU.  65.  In  Figur  23  sind  die  verschie- 
denen Lagen  einer  Strecke  gegen  eine  Linie  g 
dargestellt,  auf  welche  die  Strecke  projiziert 
werden  soU.  Die  Endpunkte  AB  können  beider- 


Antwopt.  Um  die  Projektion 
einer  Strecke  AB  auf  eine  Linie  g 
zu  erhalten,  fällt  man  von  den  End- 
punkten A  und  B  der  Strecke  AB 
senkrechte  Linien  auf  die  Ge- 
rade  g.     Dann    heisst    Projektion 
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Beits  ansserhalb  g  oder  auch  auf  g  selbst  liegen. 
Im  letzteren  Falle  ist  nor  eine  Senkrechte  er- 
forderlich, da  ein  Endpunkt  der  Strecke  und  der 
ProjeJition  zusammenfallen.  Würden  beide 
Punkte  Ä  und  B  auf  g  liegen,  so  fällt  die 
Strecke  ^B  mit  ihrer  Projektion  CD  voll- 
ständig zusammen. 

Erkl»  66«  Aus  derselben  Figur  23  ist  femer 
zu  erkennen,  dass  in  den  Fällen  I  bis  III  die- 
selbe Grösse  der  Projektion  entstehen 
kann,  wenn  ungleiche  Strecken  projiziert 
werden,  nämlich  grosse  Strecken  mit  grossem, 
kleinere  mit  kleinerem  Winkel  gegen  g. 

Dagegen  zeigen  die  Fälle  IV  und  Y,  dass 
wenn  dieselbe  Strecke  AB  erst  unter  einem 
kleinen  Winkel,  dann  unter  grösserem 
Winkel  projiziert  wird,  erst  eine  grössere, 
dann  eine  kleinere  Projektion  entsteht. 
Immer  aber  ist  die  Projektion  kleiner  als 
die  projizierte  Strecke. 

Erkl.  67«  Ueber  die  Anwendung  des  Be- 
griffes der  Projektionen  auf  die  Seiten,  bezw. 
Höhen  und  Höhenabschnitte  des  Dreiecks  ver- 
gleiche man  Erkl.  146  und  Antwort  der  Frage  84 
im  III.  Teile  dieses  Lehrbuches. 


der  Strecke  AB  auf  die  Linie  y 
die  Strecke  auf  g  zwischen  den 
Fusspunkten  der  Senkrechten 
von  den  Endpunkten  der  Strecke  AB 
auf  die  gerade  Linie  g. 

Die  Grösse  der  Projektion  ist  also 
als  Kathete  stets  kleiner  als  die  pro- 
jizierte Strecke  und  ist  nur  abhangig 
von  der  Grösse  der  zu  projizierenden 
Strecke  AB  und  vom  Winkel  zwischen 
der  die  Strecke  AB  enthaltenden  Linie 
und  der  Linie  g^  nicht  aber  von  der 
Länge  der  beiden  Senkrechten  oder 
„Projektionsstrahlen". 


Frage  83.  Wie  gross  sind  die  Recht- 
ecke,  welche  gebildet  werden  aus  je 
einer  Dreiecksseite  und  der  Pro- 
jektion einer  andern  auf  dieselbe? 

Erkl.  68.  In  den  Figuren  24  und  25  sind 
die  beiden  FäUe  durchge^lhrt,  dass  der  Winkel 
bei  A  erst  ein  spitzer,  dann  ein  stumpfer  ist 
Der  nebenstehende  Beweis  bleibt  für  beide 
Figuren  bis  ins  einzelnste  yöUig  derselbe.  Der 
Untersdded  in  der  Figur  liegt  nur  darin,  dass 
die  Projektionestrecken  AD:=qc  und  AF=zph 


Antwort.  Betrachtet  man  in  Figur  24 
und  25  die  Seiten  h  und  c,  so  ist  AD  =  9, 
die  Projektion  von  ft  auf  c,  ^F=  j)»  die 
Projektion  von  c  auf  6.  Es  ist  also, 
wenn  AG^-=  DG  =  c  und  AJ^  =  FJ^ 
AC  =  b, 

Rechteck  ADGG^  =  AD*AG^  =  e-qc, 
Rechteck  AFJJ^  =  AF-AJ^  =  h-pu 
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einmal  auf  die  Strecken  AB  nnd  AC  selbst, 
das  andere  Mal  auf  deren  Yerlängemsg  fallen. 
Dadurch  wird  aber  nnr  bewirkt,  dass  auch  die 
Rechtecke  aus  Seite  und  I^ojektion  einmal  in 
die  Quadrate  a^  und  c^  selbst  hineinfallen, 
das  andere  Mal  neben  dieselben  zu  liegen 
kommen. 

Figur  25. 


Erkl.  69.  In  Figur  85  und  86  sind  nicht 
nur  die  Rechtecke  aus  den  Seiten  h  und  e 
und  deren  beiderseitige  Projektionen  gezeich- 
net, sondern  auch  die  der  zwei  andern  Seiten- 
paare: a  und  c,  bezw.  a  und  h.  Es  ist  also 
nach  nebenstehendem  Satze  sowohl  in  Figur  85 
als  36: 

1)  ADGG^  =  AFJJ^,   d.h.  e-qe  =  h-pb. 

2)  BEHH^  =  BDGG^,  d.  h.  a-g«  =  c-pe. 

3)  CFJJ^  =  CEHH^,  d.  h.  h*qb  =  a-pa. 


Darin  ist  nun: 

1)  Rechteck -4 D (?(?,  =  2. A-^<?i-D(nnt  Grund- 
seite A  Gl ,  Spitze  D). 

2)  AAG^D  =:  ^AG^C  (denn  es  hat  gleiche 
Ofrundseite  AG^,  und  die  Spitze  auf  deren 
Parallelen  (ri>C  lluKr^Terschoben  von  D 
nach  C). 

8)  A  ^^t  ^  ^  A  ABJ^ ,   (Qrundseite  ^  J„ 
Spitze  B-,  denn  wenn  ^  6r.  C  um  den  Punkt  A 
um  einen  rechten  Winkel  gedreht  wird,  so 
gelangt  G^  nach  B,  C  nach  J", ,  also : 
AG^  nach  AB, 
AC  nach  AJ^j 
öjC  nach  BJi). 
4)  AABJy^=>  AFJ^,    (denn  es  hat  gleiche 
Qrundseite  AJ,   und  die  Spitze  auf  deren 
Parallelen  BFJWAJ^  von  B  nach  F  ver- 
schoben). 

6)  2.A^-^«^i  =  Rechteck  AFJJy 
Folglich  ist: 

ADGG^  =  AFJJ^  oder  c^qe  =  6-|>6. 
Man  erhält  also  die  Aussage: 

Satz  11.  Das  Bechteck  aus 
einer  Dreiecksseite  und  der 
Projektion  einer  andern  auf 
dieselbe  ist  gleich  dem  Recht- 
eck aus  dieser  andern  Seite 
und  der  Projektion  der  ersteren 
Seite  auf  dieselbe. 


Frage  33  a.  Wie  lautet  der  vorige 
Satz  11,  wenn  einer  der  Winkel  des 
Dreiecks  ein  Rechter  ist? 

Figur  26. 


Antwort.  1)  Wenn  der  Winkel 
bei  Ä  selbst  in  Figur  24  oder  25  zu 
einem  Rechten  wird,  so  fallen  die  Höhen 
CD  und  BF  mit  den  Katheten  CA  und 
Bä  zusammen,  die  Projektionen  qe  yoAph 
werden  gleich  Null,  dieRechtecke  ADGG^ 
und  AFJJ^  beide  gleich  Null. 

2)  Wird  der  Winkel  bei  C  (oder  B) 
gleich  90^,  so  wird  c  Hypotenuse  des 
Dreiecks,  die  Höhe  CD  bleibt  bestehen, 
aber  die  Höhe  BF  fällt  mit  der  Kathete 
BC  zusammen,  die  Projektion  pi,  wird 
gleich  ACz=zby  also  das  Rechteck  h-pi, 
zum  Quadrat  h^.  Man  erhält  daher  ge- 
nau wie  im  vorigen  Beweise  (s.  Fig.  26): 

Rechteck  ADGG^  =  AD-AG^  =  e-qc, 

Quadrat  ACJJ^  =  h'ph^  R 

Dann: 
ADGGiZ=z2'^AG,D=z2'^AG,C 

=  2'/\ABJ,  =  2'/\ACJi  =  ACJJi, 
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Erkl.  70*  Ebenso  wie  im  nebenstehenden 
Beweise  gezeigt  wird,  dass  h^  =i  cq  ist,  wird 
anch  bewiesen,  dass  a^  =i  e^p,  indem  (Bncfa« 
stabenbezeichnong  in  "Fignx  27): 

C'p  =  BD-BA  =  Itechteck  BDGQ^ 
=  2.  A  BG^D  =  2.  A  Ba^C 
=  2.A^^fl.  =  ^/\BCH^ 
=  Quadrat  BCH^H^  =  BCBC  =  6«. 
Die  Bezeichnung  der  HOhe  h  und  der  Pro- 
jektionen pe  nnd  qe  durch  den  Index  c  ist  beim 
rechtwüikligen  Dreieck  nicht  mehr  erforderlich, 
da  die  Höhen  ha  nnd  Hb,  sowie  die  Projek- 
tionen j7a  o^ei  pb,  qa,  qb  nicht  mehr  erscheinen, 

weil  po  =  26  =  0,  Äa  =  p5  =  6,  hb  =  qa  =  «. 

Erkl.  ?!•  Der  nebenstehende  Satz  kann  anch 
in  folgendem  Wortlaut  ausgesprochen  werden: 

Satz«  Wenn  man  in  einem  rechtwink- 
ligen Dreieck  die  Hypotenuse  durch  die 
Höhe  teilt,  so  ist  das  Quadrat  einer 
Kathete  gleich  dem  Rechteck  aus 
der  Hypotenuse  nnd  dem  jener  Ka- 
thete anliegenden  Abschnitt  der- 
selben. 

Andere  Beweise  desselben  Satzes  findet  man 
im  Abschnitt  ni  u.  lY  der  Antwort  der  Frage  84. 


Satz  11  gilt  also  erstens  für  die  beiden 
zu  Null  gewordenen  Rechtecke  am  Scheitel 
des  rechten  Winkels;  und  für  die  beiden 
andern  Seitenpaare  nimmt  derselbe  fol- 
gende Gestalt  an: 

Satz  12.  Im  rechtwinkligen 
Dreieck  ist  das  Quadrat  einer 
Kathete  gleich  dem  Rechteck 
aus  der  Hypotenuse  nnd  der 
Projektion  jener  Kathete  auf  die 
Hypotenuse. 


4)  Ueber  den  pythagoreischen  Lehrsatz  und  seine 

Folgerungen. 

Frage  34.  Wie  lautet  der  „pytha- 
goreische Lehrsatz"  und  wie  ist        .    . x      t^         t    i        4,     Ar.. 

derselbe  zu  beweisen?  ^  Antwort.     Der   „Lehrsatz  des 

Pythagoras"    oder    der    pythago- 
reische Lehrsatz  lautet: 

Satz  18.  Im  rechtwinkligen 
Dreieck  ist  das  Quadrat  über 
der  Hypotenuse  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  über  den 
beiden  Katheten. 


Eiti*  72.  Der  Philosoph  Pythagoras  von 
Samos  war  ein  Mathematiker  im  sedwten  Jahr- 
hundert (540)  vor  Christus.  Von  ihm  geht  die 
Anekdote,  dass  er^nach  Auffindung  dieses  Satzes 

femfen  habe :  „ivQrjxa",  d.  h.  „i<£  haVs  gefnn- 
en**,  und  dass  er  den  Göttern  grosse  Dankopfer 
dafür  geschlachtet  habe.  Nach  seinem  Namen 
ist  der  Satz  benannt  geblieben  als  pythago- 
reischer (nicht  pythagoräischer),  vom  griech. 
nv&ayoQHog  (nicht  nvO-ayogätog). 

(Siehe  Klimpert,  Geschichte  der  Mathematik.) 


Erkl.  78«  Nebenstehender  erster  Beweis  auf 
Grund  des  Satzes  12  ist  der  yon  dem  Mathe- 
matiker Euklid  um  300  vor  Christus  gegebene 
Beweis.  Derselbe  macht  bloss  Gebraudi  yon 
der  Verschiebbarkeit  der  Dreiecksspitze  paraUel 
zur  Grundseite  bei  gleichbleibendem  Inhalte, 
und  ist  insofern  der  elementarste  und  natür- 
Uchste. 


Also  auch  umgekehrt: 

Satz  18a.  Im  rechtwinkligen 
Dreieck  ist  das  Quadrat  einer 
Kathete  gleich  der  Differenz 
der  Quadrate  über  der  Hypo- 
tenuse und  der  andern  Kathete. 
Dieser  Satz  kann  auf  verschiedene 
Arten  bewiesen  werden: 

Beweis  I. 
Nach  Satz  12  ist  in  Fgur  27; 
BCH^H^  =  BDGGt  oder  o«  =  e-p 
und    A CJf  J,  =  ADGG^  oder  Jß  =  c-j. 


Digitized  by 


Google 


Ueber  den  pythagoreischen  Lehrsatz  nnd  seine  Folgerungen. 
Fignr  27. 


29 


Erkl.  74.  Dass  in  Fignr  28  die  Dreiecke 
ABC  ^  AÄ^Ä^  ^  B^BB^  sind,  kann  dnrch 
Drehnng  des  Dreiecks  ABC  ma  ^(fi  xan.  den 
Pnnkt  A  bezw.  nm  den  Punkt  B  gezeigt  werden. 
Denn  es  decken  sich  AB=zAA^  nach  Richtung 
und  Grosse,  AC  nach  Richtung  mit  AA^  und 
als  Senkrechte  hierzu  BC  nach  Richtung  mit 
A^A^^  folglich  die  ganzen  Dreiecke. 

Man  kann  aber  auch  unmittelbar  Kongruenz 
nachweisen  wie  folgt:  BA  =z  BB^^  und  wegen 
senkrechter  Schenkel  sind  sämtliche  Winkel  gleich, 
also  Kongruenz  nach  dem  lY.  Eongruenzsatze 
wegen  Uebereinstimmung  einer  Seite  und  der 
drei  Winkel. 


Erkl.  75«  Während  für  den  ersten  der  beiden 
nebenstehenden  Beweise  das  Quadrat  der  Hypo- 
tenuse notwendig  nach  oben  gezeichnet  werden 
mnss,  ist  dies  beim  zweiten  nicht  erforderlich. 
Dieser  ^t  auch,  wenn  man  die  Eathenquadrate 
beide  einwärts  zeichnet. 


Erkl.  76.  Aus  den  beiden  Beweisarten  ist 
insbesondere  auch  als  bemerkenswert  zu  ent- 
nehmen, dass  der  Schnittpunkt  der  Gegenseiten 
der  Eathetenquadrate  (nach  aussen  oder  innen) 
von  C  einen  Abstand  hat,  der  senkreclft  und 
gleichgross  AB  isX  (nach  oben  oder  unten). 

Femer  beachte  man,  dass  die  Schnittpunkte 
der  Gegenseiten  der  Eathetenquadrate  mit  den 
in  A  und  B  auf  c  errichteten  Senkrechten  eben- 
falls (in  beiden  Fällen)  dieselbe  Eigenschaft 
aufweisen. 


Daraus  entsteht  durch  einfache  Ad- 
dition: 

a^^h^  =1  c-^  +  c»g  =  c(p  +  g)  =  c«c  =  c« 
oder: 
BCH^H,  +  ACJ^J,  =  BDGG^  +  ADGG, 
=  ABG^G^. 

Beweis  II. 
Die  Quadrate  über  den  drei  Seiten 
des  Dreiecks  sind  Parallelogramme  und 
können  daher  nach  Satz  10  oder  Erkl.  64 
behandelt  werden. 

1)  Geht  man  aus  vom  Quadrat  über 
c:c*  :=  ÄBÄ^B^,  zieht  durch  Ä^  und  B^ 
die  Parallelen  zu  ^C  und  BC,  sowie  in 
A,  B  und  C  die  Senkrechten  darauf,  so 
ist  nach  Satz  10: 

ABAf^B^  =  BCB^C^  +  ACA^C^ 

und  es  muss  noch  gezeigt  werden,  dass 
die  beiden  letztem  Parallelogramme 
Quadrate  sind.  Nun  sind  aber  die 
Dreiecke: 

ABC^AA^A^^  B^BB^, 
folglich: 
ACz=iAA^,  BC=iBB^,  ACA^C^z=z}ß, 
BCB^  Cj  =  &«,    c2  =  o2 -I-  62. 

2)  Geht  man  aus  von  den  Quadraten 
a^=ACA^C^  und  6*=  BQB^C^ ,  bringt 


Digitized  by 


Google 


30 


Ebene  Elementar- Geometrie.  —  V.  Teil. 


Fignx  29. 


Erkl.  77.  Der  Winkel  der  Dreiecke  ÄDC 
nnd  AÄ^J  (siehe  Figor  29)  sind  gleich,  weil 
die  Schenkel  des  einen  Dreiecks  auf  den  Sehen-, 
kein  des  andern  senkrecht  stehen. 

um  denselben  Beweis  III  fttr  die  andere 
Kathete  anzuwenden,  käme  die  Parallele  durch 
ir,f  lieferte  ein  Rechteck  ABA^B^  gleich  einem 
Parallelogramm  ABH^K,  dessen  Pnnkt  K  anf 
der  Verlängerung  von  A  C  über  Punkt  C  hinaus* 
fiele.  Dann  wäre  das  Dreieck  BDC  kongruent 
dem  Dreieck  BB^H^,  also  BB^  =  BD  =  p. 


die  Gegenseiten  A^C^  nnd  B^C^  zum 
Schnitt  nnd  verbindet  C  mit  dem  Schnitt- 
pnnkt,  so  mnss  nach  Erkl.  64  die  Summe 
a* + **  gleich  dem  Parallelogramm  über  c 
sein,  dessen  Seiten  der  Strecke  CS  pa- 
rallel und  gleich  sind.  Es  ist  also  nach- 
zuweisen, dass  CS  gleich  AB  und  senk- 
recht AB  ist.  Nun  hat  das  Eediteck 
CC^C^S  die  Seiten  a  und  6,  wird  durch 
SC  als  Diagonale  halbiert,  folglich  ist 
(siehe  Figur  28): 

also  CS  =  AB\  und  da  die  zwei  Ka- 
theten der  ersteren  Dreiecke  senkrecht 
stehen  auf  den  entsprechenden  von-iBC, 
so  muss  auch  CS1.AB  sein.  Also  ist 
das  über  c  zu  konstruierende  Parallelo- 
gramm ebenfalls  ein  Quadrat,  und 
a2  +  68  =  c2. 

Beweis  IIL 

Der  Satz  12,  aus  dessen  doppelter 
Anwendung  der  pythagoreisdie  hervor- 
geht, kann  ausser  wie  in  Antwort  33 
auch  folgendermassen  bewiesen  werden: 

Zieht  man  in  Figur  29  die  Höhe 
CD,  ferner  in  A  und  B  die  Senkrechten 
AA^  und  BB^  und  durch  J^  parallel  zu  »■ 
die  Gerade  J^A^KB^,  so  wird  wegen 
gleicher  Grundseite  AB  und  Höhe  AA^ 
das  Rechteck  ABA^B^  gleich  dem  Pa- 
rallelogramm AJ^BKy  und  letzteres 
wegen  gleicher  Grundseite  AJ^  und  Höhe 
AO  gleich  dem  Quadrat  ACJ^J^^bK 
Nun  ist  aber  wegen 'Gleichheit  der  Seiten 
AC  =  AJ^  und  aller  Winkel  auch: 

^ADC^AA^J^, 
^1^^-  AA,  =  AD  =  q 

oder: 

Eechteck  ABA^B^  =  ABAA^  =  f-f 

Daher  ist  cq  =  b^.  Da  ebenso  auch 
C'p  =  a^  zu  beweisen  ist,  so  bleibt 
wieder:  c^^a^  +  b^. 

Beweis  IV. 

Denselben    Beweisgang    auf   etwas 

andere  Art  erhält  man  durch  Verlange- 

Erkl.  78.  Man  erkennt  leicht,  dass  der  nehen-  rung  der  Linien  Ä ,   AG^j   JJ^  bis  zu 

™!lf°TT''  ^if^.J'tl  on»m^^"l  °^*  ^?"  den  Schnittpunkten  ^3  und  S.  Dann  ist 

weis  II,  wobei  aber  das  Quadrat  c«,  bezw.  die   ,2         An  tt  An  a   q  «r««^..«  «.1air»hpr 

Kechtecke  c;>  und  cg  einzeln  und  an  ihrer  natür-   ^    =  ACJJ^  =  ACA^b  wegen  gleicher 
Hchen  SteUe  behandelt  werden.  Grundseite  AC  und  Höhe  AJ^    Femer 
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Erkl.  79«  Die  Philosophenschnle  des  Pytha- 
goras  beschäftigte  sich  zunächst  nicht  mit  geo- 
metrischen Untersuchungen,  sondern  mit  arith- 
metischen, die  ins  Gebiet  der  Zahlentheorie  ge- 
hören. Eine  solche  Frage  war  die  Zerlegung 
einer  Quadratsahl  in  die  Summe  zweier  solchen 
Zahlen,  die  einzeln  wieder  Quadratzahlen  sind. 
Hatte  man  solche  Zahlen  gefanden  und  setzte 
aus  deren  Längenwerten  ein  Dreieck  zusammen, 
so  ergaben  sich  nach  dem  Augenscheine  stets 
rechtwinklige  Dreiecke.  Dadurch  wurde  wohl 
erst  rückwärts  der  Austoss  dazu  gegeben,  für 
das  rechtwinklige  Dreieck  diese  Eigenschaft  all- 
gemein zu  beweisen.  So  lässt  sich  auch  allen 
diesen  Beweisen  ziemlich  anmerken,  dass  sie 
beweisen  wollen,  was  schon  zuvor  erkannt 
worden. 

Figur  32. 


ist  wegen  Gleichheit  der  Winkel  und 
der  Seite  CJ^  =  CA  =  h  auch : 
AC^ÄJ,^  AJ5C, 

^^-  CSz=:AB=:DG, 

und  folglich  Parallelogramm  ÄCÄ^S 
gleich  Rechteck  ADGG^=z  q^c  wegen 
gleicher  Grundseite  CS  =  DG  und  Höhe 
AD,  also  6*  =  c-j.  Dann  ist  wieder 
c-p  =  a*,  also: 

a2  +  6«  =  c» 

Beweis  V. 
Zeichnet  man  das  Hypotenusenquadrat 
nach  oben  und  zieht  B^K±BC,  so  ist: 
ABC  S  BBj^K  oder  KB^  =z  CB  =  a. 

Nimmt  man  diese  beiden  Dreiecks- 
flächen aus  dem  Quadrat  heraus  und 
setzt  sie  an  die  beiden  andern  Seiten 
aussen  wieder  an  als  AAA^J^  und 
A^B^S,  so  wird  SJj  eine  gerade  Linie, 


und  senkrecht  CJ^ ,  weil  ^ 


:SA,B,+ 
=  BB,K. 


also: 


J^A^A  =  90'^  und  <^A^B^S: 

Folglich  ist: 

ÄJ^CJs=:b^,    J^KB^S=ia^ 

und  es  wird: 

Fünfeck  ACKB^Ä^  +  ABC  +  BB^ K  =  c^  =z 

Fünfeck  ACKB^A^  +  AAj^Ji  +  A^B^S  = 

62  + «2; 
«2  +  62  =  c2. 


Beweis  VI. 

Wenn  man  (nach  Aufgabe  298 
des  HL  Teiles)  um  ein  belie- 
biges Quadrat  AB  DE  das  um- 
geschriebene Quadrat 
FGHJ  zeichnet  und  zieht 
AKWFG  und  BLWFJ,  so  be- 
steht  das  Quadrat  FGHJ  aus 
den  beiden  Quadraten  ACLJ 
und  CBGK  und  den  beiden 
gleichgrossen  Rechtecken  AFBC 
und  LCKH.  Von  diesen  Recht- 
ecken ist  jedes  doppelt  so  gross 
als  eines  der  von  dem  grossen 
Quadrate  JFGH  durch  ABDE 
abgeschnittenen  vier  Dreiecke, 
z.  B.  AFB  =  ABC.  Es  muss 
also  durch  Wegnahme  aller  vier 
Dreiecke  derselbe  Rest  bleiben, 
wie  duixh  Wegnahme  der  bei- 
den Rechtecke: 
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Erkl.  80.  Die  im  nebenstehenden  angefttbr- 
ten  yerachiedenen  Beweise  sind  nur  die  bekann- 
testen ans  der  grossen  Zahl  der  in  den  2400  Jahren 
seit  der  Entdeckung  des  Satzes  erfundenen  Be- 
weise. WoUte  man  alle  yerscidedenen  Abände- 
rungen oder  Uebergänge  zwischen  den  einzelnen 
Beweisen  mitzählen,  so  würde  die  Zahl  100 
weitaus  nicht  ausreichen,  um  die  „Anzahl'^  der 
Beweise  zu  zählen.  Doch  erkennt  man  schon 
aus  den  angegebenen  Arten,  dass  dieselben 
Qmndsätze  nur  in  tdlweise  unwesentlicher  Ab- 
änderung zur  Anwendung  kommen.  Einen  sehr 
eleganten  Beweis  mit  den  Mitteln  der  Aehnlich- 
keitslehre  findet  man  im  VU.  Teile  dieses  Lehr- 
buches bei  der  Lehre  von  den  Anwendungen  der 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke. 

Figur  38. 


FGHJ'-(ÄFB+BGD  +  DHE  +  EJJ)zz 
ABDE  =  Ä^  = 
FGHJ--(ÄFBC+  LCKH)  = 

ACLJ  +  CBGK z=L  ÄC^-\-C^, 

Also  wieder  AB^  =  CB^-^-CA^  oder 
in  gewöhnlicher  Bezeichnung: 

a2  +  6«  =  c«. 

Weitere  Beweise. 
Man  kann  den  Beweis  I  statt  mit  den 
Dreiecken  auch  mit  den  als  deren  Ver- 
doppelung bestehen  bleibenden  Parallelo- 
grammen ausfuhren;  man  kann  bei  den 
übrigen  Beweisen,  besonders  bei  V  und  Tl. 
den  anzusetzenden  bezw.  wegzunehmen- 
den Drei-  und  Vierecken  andere  gegen- 
seitige Lagen  geben;  man  kann  ver- 
schiedene sonstige  Zerlegungen  der  drei 
Quadrate  finden,  bei  welchen  durch  Kon- 
gruenz einzelner  Stücke  die  Gleichheit 
der  Ganzen  folgt  Ein  Beispiel  einer 
solchen  aus  vielen  zeigt  Figur  33. 


Frage  35,  Wie  berechnet  man  mit- 
tels des  pythagoreischen  Lehr- 
satzes die  Längen  der  Seiten  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks? 


Erid.  81.  Es  ist  eine  algebraische  Au^abe, 
solche  Zahlen  aufzusuchen,  dass  die  Summe 
ihrer  zweiten  Potenzen  wieder  eine  zweite  Po- 
tenz darsteUt.  Das  Muster  fttr  alle  ist  8,  4,  5. 
Andere  sind  5,  12,  18  (weil  62-4-122  = 
26  +  164  =  169  =  182)  oder  8,  16,  17,  oder 
7,  24,  26;  9,  10,  41.  Bei  andern  ist  keine  der 
drei  Zahlen  unter  10.  Eine  Zusammenstellung 
vieler  solcher  Zahlen  findet  man  in  Xleyers 
Lehrbuch  der  Trigonometrie.  Es  folgt  aus  den 
Anforderungen  der  algebraischen  .Auffassung, 
dass  eine  der  Katheten  stets  gerade,  die  andere 
und  die  Hypotenuse  ungerade  Zahlen  hat,  und 


Antwort.  Um  die  dritte  Seite  eüies 
rechtwinkligen  Dreiecks  zn  berechneD» 
von  welchem  zwei  Seiten  gegeben  sind. 
setzt  man   nach   dem   pythagoreischen 

Lehrsatze:  

a2  +  6«  =  c«,  also  c  =  Va^  +  d«, 
a2  =  c2  —  6«,  also  a  =  |/c«  —  6^^ 


=  V(c-f-6)(c-ft^. 


62  =  c2  ~  a«,  also  b  =  Yc^^a^ 


Solche    rechtwinklige   Dreiecke,  in 
welchen   diese   Wurzeln   keine  irratii»- 
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Preisgekrönt  in  Frankfiirt  a.  Hl  1881, 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

iialtsyerzeichnis  der  ^^Tollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden* 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  und  gut  brochiert,  am  den  sofortigen  und  dftueni' 
den  Gtebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsyerzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlosse  desselben. 

8).  Anf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementapreise  Yon  26Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenlblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  korz  angedeuteten  Inhaltsyerzeich- 
nia  ist,  wie  aua  dem  Prospekt  eraiohtUoh,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aulgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  ffir  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vonügUchste  Lehrbuch 
lum  Selbststudium,  das  yortrefllichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


I 
Das  vollständige  f 


Inhalt  syerzeichni  8 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Naditräge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  Ton  Oftrl  Hammez  in  Stnttgart.  ^  t 

Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by 


Google 


I 


! 


1176.  Heft. 


PreiB     8  Ebene  Elementar-Geometrie 


des  HeftM 


(Planimetrie).   5.  Teil. 

Die  Flachen  der  geradlinigen  Rguren. 
HH  JPf^    I  Forts,  y.  Heft  1154.  —  Seite  33—48. 

Mit  7  Figuren. 


\sSlg  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nelist  Anhängen  ungeifister  Aufgaben,  fDr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

ii^bt  ud  BDtiiellnBg  dar  benntiten  Sfltia,  Formell,  Rogeli  In  Fragen  und  iitiortui 

Ierlftatert  durch 
viele  Eolzsclinitte  &  lithograplL  Tafeln. 

I  aai  allen  Zweigen 

1"  der  Reehenkuuity  der  Biederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  iphAriicbeB 
Trigonometrie,  lynthetiichen  Geometrie  etc.)  a.  höheren  Mathematik  (höhere  Analyiii, 
TIM&rflntial.  n.  Inteflral-Rechniinff.  analvtlache  Geometrie  der  Ebene  a.  des  Banmei  etc^:  — 


itial-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Banmes  etc.);  — 

am  aUen  Zweigen  der  Physik,  Meehanik,  Graphestaük,  Chemie,  Geedlale,  ITaatiky 
■athemat.  Geegraphle,  Astronomie)  des  Maschinen-,  Straften«,  Eisenbahn-,  Wnsser-y 

IBrleken-  n.  Hoehoan's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  o. 
Parallel-PerspeetlTe,  SchattenkoBstmktlonen  etc.  etc. 
IfOr 
Sehfller,  Stndierende,  Kanoidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

Izum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 
Stadium,  rar  ForthfiUlo  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertunc 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Hr.  Adolph  Rleyer^ 

V Afliem*lik«r,  yrnnüAtUn  kOsIgl.  pMuia.  FttldmaBMr,  Tereidet«r  grotth.  heitliolitx  eeomel«  L  XlMtt 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kr&fte. 


I     Ebene  Elementar-Geometrie  (Planimetrie). 

I  Fflnfter  Teil. 

1  Die  Flächen  der  geradlinigen  Figuren. 

1  Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J«  Sachs. 

I  Forts.  V.  Heft  1154.  —  Seit^  33—48.     Mit  7  Figuren. 

!*  Inhalt: 

IJeb«r  d«n  pytbagoreitchea  Lehrsatz    and   seine  Folgerungen.    -     Ueber  die  Anwendung   der  Flftchens&tsa 
auf  die  Btiatimmang  von  Streckengrögsen. 
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BBIgEnra  FTBtSg^ig  SaSa  fclST=a^nBBigg»S 


^  Stattgart  1892. 
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Preisgekrönt  in  Franktart  ».  M.  1881. 

PROSPEKT. 

DieiM  Werk,  welchem  kein  fthniiches  snr  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8-4 
Heften  wa  dem  billigen  Preise  Yon  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichüf- 
aten  and  praktischsten  Anfgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik^  Physlky 
Meehimik,  math*  Geographie y  Astronomie)  det»  Masehinen-,  'Strassen- ,  Elsenbahi«, 
BrAeKen-  and  Hochbanes^  des  konstmktiTen  Zelehnens  etc.  etc.  and  iwar  in  roUstlndif 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklftrnngen  nebst  Angabe  and  Entirlekehmg  der 
benntiten  Sfttse,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  LAsong 
jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  beiw.  wird,  wenn  eine  gr9s8ore  Ansahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergftnaen  and  alsdann  aneh  ills 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  Jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngeUtoten  Aufgaben  beigegeben,  wdehe  der 
eigenen  LOsong  Qu  analoger  Form,  wie  die  besflglichen  golösten  Aufgaben)  des  Stadierenden 
ttberlassen  bleiben,  and  sogleich  von  den  Herren  Lehrern  fbr  den  Schulunterricht  benntst 
werden  können.  —  Die  LOsnngen  hienu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitehi  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTend^ 
als,  Beriehtignngen  und  erlAutemde  Erkllrangon  fibor  das  botrelTende  Eapitelanr Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  lun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natarwissen- 
sohaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  L  nnd  IL  <hrd.,  gleieb- 
bereohtigten  hOheren  BUrgerseholen,  Privatsehnlen,  Gymnasien,  Bealgyninasien,  Prs- 
gymnasten,  SchnUehrer- Seminaren,  Polyteehniken,  Teehniken,  Bängewato^aleB, 
Geworbeseknlen^  Handelsseknien,  teehn.  Yorbereitangssehnlen  aller  Arten^  gewerbliche 
Fortblldnngssehnlen,  Akademien,  ünlTersitilten,  Land-  nnd  Forstwissensehaftssdialen, 
MiUtBrseholen,  Yorbereitongs-Anstalten  aller  Arten  als  b.  B.  für  das  Blidikrlg-Fret- 
wlUlge-  nnd  Offlaiers-Ezaraen,  etc. 

Die  Sckfller,  Stadierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
aaturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung inunerwfthrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  lum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der* 
jenigen  Aufgaben  geseigt,  welche  sie  bei  ihren  Prilftingen  in  lösen  haben,  sugleich  aber  auch 
die  fiberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Ynssenschaften  vorge^lhrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  krSftige  Stlltie  f&r  den  Schal- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  rar  Erlernung  des  praktlsohen  Teiles  der  mathematjsclien 
DludpUnen  —  inm  Anfuisen  ron  Aufgabon  ~  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
Abrigt  werden  kann,  hiemiit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  häuslich^  Arbeiten  ^e  yoU- 
stftndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  su  ISsen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln^  Sfttie  etc.  anniwenden  und  praJEtiaeh  sn  rerwerten.  Lvat,  Liehe 
und  YerstindniB  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  "werden. 

Den  Ingeniearen,  Architekten,  Teehnikem  und  Faehgenessen  aller  Art,  MQitln 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  inr  Anffiisehnng  der  erworbenen  und  vielleicht  Tergesseneo 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  lugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Benfi- 
iwelgen  rerkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  mid 
somit  den  Antrieb  ra  weiteren  praktlsohen  Yerwertungen  und  weiteren  Forsohongen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfhiser, 
Dr.  Xlejer,  Frankfurt  a.  IL  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  nnd  wird  deren  EciediguBi 
thunttahst  berftcksichtlgt. 

Sfcattgart  Die  Yorlagsliandliiiig. 
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femer,  dam  eine  der  Katheten  dnrch  3,  eine  nalen  Zahlen  liefern,  nennt  man  ratio- 

der  drei  Zahlen  ttberhaupt  durch  6  teilbar  sein  j^^le  oder  pythagoreische  Drei- 

mDss.    Man  beachte  femer,  dass  wenn  a,  6,  c  ""'^'^   ^^^      t>  j*  ^      ^xov^xt^  ,  .  ,   t 

selbst  drei  solche  Ziffern  sind,  dann  durch  be-  ^p^e^    Ist  z.  B.  die  Hypotenuse  gleich  5, 

iiebige  Erweiterung  der  Gleichung  neue  (aber  die  Katheten  3  und  4,   SO  kann  man, 

nicht  unabhängige)  Gruppen  gebildet  werden  wie  in  Figur  34  geschehen,  die  auf  jeder 

können :   wenn  nändich  a«  +  6«  =  c«,  so  ist  g^j^  ^^s  Dreiecks  gezeichneten  Quadrate 

auch  (a-n)«  +  (5«»)2  =  (c«n)8,  also  i.  B.  an-  j       i    -r»      n  i  i  j       i^mü   • 

wendbar  nicht  nur  3,  4,  6,  sondern  auch  6,  8,  durch  ParaUele  zerlegen  und  erhält  in 

3      4     5 den  gewählten  Flächeneinheiten  die  an- 


10,  oder 


2  '    2 


U.  B.  W. 


schauliche  Bestätigung: 

82  +  42  =  52,    9  +  16  =  25. 
Figur  34. 


i 

?J 

Fra^e  36.  Welche  Beziehungen  be- 
stehen zwischen  den  Seiten  eines  schief- 
winkligen und  zwar  zunächst  eines 
spitzwinkligen  Dreiecks? 

Figur  35. 


Gj  G  67 

Bachs,  Ebene  Elementar-Geometrie.    Y. 


Antwort.  Um  das  Bestehen  einer 
Beziehung  unter  den  Seiten  eines  schief- 
winkligen Dreiecks  nachzuweisen,  kann 
man  folgendermassen  zweifach  verfahren: 

Beweis  I  (geometrisch). 

Nach  dem  Satz  11  ist  in  Figur  35 
je  eines  der  Rechtecke  aus  einer  Seite 
und  der  Projektion  der  andern  gleich 
dem  an  derselben  Ecke  des  Dreiecks 
anstossenden  Rechtecke.  Nimmt  man 
also  deren  zwei  zu  einem  der  Quadrate 
zusammen,  so  findet  man,  dass  das  Qua- 
drat gleich  ist  der  Summe  der  beiden 
anstossenden  Rechtecke,  oder  gleich  der 
Summe  der  beiden  andern  Quadrate 
minus  den  beiden  andern  unter  sich 
gleichen  Rechtecken. 

Beweis  II  (algebraisch). 

Ohne  auf  Satz  11  zurückzugreifen, 
kann  man  an  einem  spitzwinkligen  Drei- 
ecke (siehe  Figur  35)  bloss  mittels  des 
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Erkl.  82«  Wird  das  nebenstehende  Ergebnis 
für  die  drei  Seiten  einzeln  angeschrieben,  so  er- 
hält man  unter  Berttcksichtigang  der  Gleichheit 
je  zweier  Rechtecke  nach  Erkl.  69: 

Im  spitzwinkligen  Dreieck: 

62  =  C«  -[-  ö*  —  ^^9^a    =  C^  +  a^  —  ^C'Pe  , 

Oder  anch  einzeln: 

a«  =  ü'Pa  +  a-qa  =  b-qb  +  c-pe, 
62  =  hpb  +  hqb     =  cqo  +  apa, 
c2  =  epe  +  «2c      =  aqa  +  hpb. 
Man  beachte  hierbei  das  Gesetz  der  sogen, 
cyküschen  Vertanschnng,  dass  nämlich  je  eine 
Zeile   ans  der  andern  hervorgeht  durch  Ver- 
tanschnng  der  drei  Buchstaben  a,  6,  c  vor- 
wärts in  6,  c,  a  oder  rückwärts  in  c,  a,  b. 


speziellen  pythagoreischen  Lehrsatzes  13 
nachweisen: 

ai=zhi-\-pi, 

worin  nach  der  andern  Seite  von  h: 

h^  =:  b^  —  g2  und  p  =  c  —  q, 
also:     p2  =  (e  —  q)^  =  c*  — 2CJ  +  5«. 

Dadurch  wird: 

a2  =  (62  — 22)  +  (c2_2cj  +  g«)  = 
6«-fd2  — 2cg. 


Frage  37.  Welche  Ergebnisse  er- 
hält man  nach  der  vorigen  Entwicklung 
für  ein  stumpfwinkliges  Dreieck? 

Figur  86. 


Erkl.  88.  Man  hat  in  Figur  36  den  dop- 
pelten Unterschied  gegen  Figur  35  wohl  zu  be- 
achten: Nur  für  die  einzige  Seite  a  gegen- 
über dem  stumpfen  Winkel  trifft  die 
Zusammensetzung  aus  den  Hecht  ecken  apa  -\-aqa 
ebenso  zu.  Für  die  beiden  andern  Seiten  aber  ist: 

Pc  =  BD,   qe  =  AD-, 
qb  ~  CFy   pb  =  AF. 
Es  ist  also: 

apa  =  CEHH^  =  CFJJg  =  bqb 
und 

aqa  =  BEHH^  =  BDGG^  —  cpc. 

Es  ist  also  das  Quadrat: 
a^=^BCH^H^  =  BDGG^  +  CFJJ^  =  cpc^-bqb 
=  {ABG^G^-^ADGG^)-\-{ACJ^J^^AFJJ^) 

=  (c2  +  cgc)  +  (2^-  +  2>l>0  =  2^*  +  0«+26i)6 
=  62  +  c«  +  2cgc-. 


Antwort.  Auf  dieselben  beiden  Arten 
wie  in  Antwort  35  kann  auch  im  stumpf- 
winkligen Dreieck  verfahren  werden,  um 
die  analoge  Beziehung  nachzuweisen: 

Beweis  I  (geometrisch). 

Auch  in  Figur  36  sind  nach  Säte  U 
je  zwei  an  demselben  Eckpunkte  de^ 
Dreiecks  zusammenstossende  Rechtecke 
einander  gleich.  Ein  Quadrat  über  einer 
Seite  gegenüber  einem  spitzen 
Winkel  ist  aber  die  Differenz  der  zwei 
anstossenden  Rechtecke  (vergL  Erkl.  83). 
also  wieder  wie  oben  gleich  der  Summe 
der  beiden  andern  Quadrate  minus  den 
beiden  andern  unter  sich  gleichen  Recht- 
ecken. 

Das  Quadrat  über  der  dem  stumpfen 
Winkel  gegenüberliegenden 
Seite  aber  ist  die  Summe  zweier  Eficht- 
ecke,  also  gleich  der  Summe  der  beiden 
andern  Quadrate  und  dazu  noch  der 
beiden  andern  unter  sich  gleichen  Recht- 
ecke. 

Beweis  II  (algebraisch). 

Für  die  Seiten  h  oder  c  erhält  man 
wie  oben: 

worin  anderseits  von  A«: 

Äo-  =  6«  —  pa^  und   qa^  a  — i?a, 

also : 

qa^  =  («  —/?«)«  =  a2  —  2a.po  +J>«-- 
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Dagegen  wird  z.  B.  das  Quadrat: 
J«  =  CAJ^  J,  =  CFJJ^  —  AFJJ^ 
=  CEHH^  —  ÄDGG^=z  apa  —  cqc 
=  (CBH^H^'-BEHH;)-(BDGG^-'ÄBG^  G^,) 
=  (a*  —  aqa)  —  (epe  —  cS)  =:a*  +  c* — 2aqa 

Erkl«  84.  Für  die  drei  Seiten  einzeln  erhält 
man  ähnlich  wie  in  Erkl.  82 : 

Im  stampfwinkligen  Dreieck  mit  dem 

stumpfen  Winkel  a  gegenüber  a: 

a«=  hi-^c^  +  2cqe  =  fe«  +  c2  +  26p6, 

ft2  =*c2  +  a«— 2aga  =  c^  +  a«  — 2ci>c, 

<?«  =  a^  +  h»  —  2hqb  =  a*  +  62—  2apa. 

Oder  auch  einzeln: 

a«  =  apa  •■\'aqa  =  bqb'jr  cpe , 
&«  =  hqb  —  bpb  =•  apa  —  eqc , 
c2  =  cpc  —  cgc    =  a^a  —  h'Pb. 


Also  wird: 
c«  =  (62-i)««)  +  (a2  — 2a.p«  +  pa«)  = 

Dagegen  erhält  man  für  die  dem 
stumpfen  Winkel  gegenüberliegende 
Seite  a,  indem  jetzt  die  Strecke  BD=pc 
und  ÄD  =  qc  ist: 

a2=:M+l>c2, 

worin  aus  Dreieck  ACD: 

Ä«=:  62-_g2  und  p  =  c  +  g, 

also: 

p^  =  {e  +  q)^  =  ei  +  2cq  +  qK 

Folglich  entsteht  jetzt: 

a2  =  (fe2— g2)  +  (c2  +  2cg  +  32)  = 

62  +  c2  +  2cg. 


Frage  38.  Wie  lassen  sich  die  Er- 
gebnisse der  beiden  vorigen  Antworten  in 
Sätzen  zusammenfassen? 


ErU.  85«  Der  nebenstehende  Satz  heisst 
als  Erweiterung  des  Satzes  18  auch  der  „all- 
gemeine" oder  der  „erweiterte  pythago- 
reische Lehrsatz";  im  Gegensatz  hiezu  der 
Satz  13  auch  der  spezielle  pythagoreische 
Lehrsatz. 

Erkl.  Se.  Das  Rechteck,  dessen  Fläche 
doppelt  abgezogen  bezw.  zngefägt  werden 
soll,  kann  nach  Satz  11  gebildet  werden  entweder 
aus  der  einen  Seite  und  der  Projektion  der 
andern  auf  diese  erste,  oder  aus  dieser 
andern  Seite  und  der  Projektion  jener  ersten 
auf  diese  andere.  Nach  Satz  11  ist  die 
Fl&che  des  so  entstehenden  Rechtecks  beidemale 
dieselbe. 

Erkl.  87.  Man  kann  an  Figur  35  und  36 
erkennen,  dass  jedesmal  das  nicht  schattierte 
Quadrat  gleich  ist  der  Summe  der  beiden  nicht 
schattierten  Rechtecke,  bezw.  gleich  der  um  die 
beiden  schattierten  Rechtecke  verminderten  bezw. 
vermehrten  Summe  der  beiden  andern  Quadrate. 
Als  nicht  schattierte  Rechtecke  gelten  dabei  in 
Figur  36  auch  die  Rechtecke,  welche  aus  einem 
Quadrat  plus  einem  schattierten  Rechteck  zu- 
sammengesetzt sind. 

Erkl.  88«  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  der 
spezielle  pythagoreische  Lehrsatz  im  allgemeinen 
enthalten  ist,  denn  die  Formeln  in  Erkl.  82  und 
84  gehen  für  das  rechtwinklige  Dreieck  voll- 
ständig in  einander  über.  Wird  nämlich  der  für 
Erkl.  82  spitze,  für  Erkl.  84  stumpfe  Winkel  a 
zn  einem  Rechten,  so  werden  in  jenen  Formeln: 
Pb^O  =  qc  und  jj  =:  6 ,  pc=^  c,  also  bleibt 


Antwort.  Die  Ergebnisse  der  beiden 
vorigen  Antworten  lassen  sich  folgender- 
massen  aussprechen: 

Satz  14.  In  einem  beliebigen  Drei- 
eck ist  das  Quadrat  einer  einem 
spitzen  Winkel  gegenüberliegen- 
den Seite  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  der  beiden  andern  Seiten 
vermindert  um  das  doppelte  Recht- 
eck aus  einer  dieser  Seiten  und  der 
Projektion  der  andern  auf  dieselbe. 

Satz  14  a.  In  einem  beliebigen 
Dreieck  ist  das  Quadrat  einer 
einem  stumpfen  Winkel  gegen- 
überliegenden Seite  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  der  beiden 
andern  Seiten  vermehrt  um  das  dop- 
pelte Rechteck  aus  einer  dieser 
Seiten  und  der  Projektion  der  andern 
auf  dieselbe. 
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bestehen  nur  pa  und  qa,  nnd  es  sind  nach  jenen 
Formeln  gemeinsam: 

a«==  52-|_(j2-|-o  =  a-pa  +  a-qa  =  &-&  +  c.c. 
b2  =  c2-|-a2  — 2.a.g'a  =  c^  +  a^  —  2c'C 

c2  =z  a2-|-62__26.fe  =  a2  +  ft2_-2ai?a 

=:  c«c  +  0  =  agfa  +  O. 
In  den  beiden  letzten  Gleichungen  ist  Satz  12 
enthalten,  dass  b^  =  a-pa  und  c*  =  aqa»    Ba- 
dnrcli  gehen  die  beiden  Zeilen  über  in: 
62  =  c2  +  a«  -  2c2  =  a2  —  c« 
und 

(;2  =  a2  +  &2  —  262  rr:  a2  —  ^2. 


Erkl.  89.  Auch  die  beiden  Fälle  des  all- 
gemeinen pythagoreischen  Satzes  und  damit  alle 
drei  Sätze  können  in  einander  übergeführt  wer- 
den, wenn  man  den  Projektionen  p  und  $  Vor- 
zeichen beilegt,  nämlich  jede  positiv  rechnet, 
wenn  ihre  Richtung  vom  Eckpunkt  nach  dem 
Innern  der  Seitenstrecke  geht,  dagegen 
negativ,  wenn  diese  Richtung  vom  Eck- 
punkt nach  der  Verlängerung  der  Seiten- 
strecke gerichtet  ist.  Wird  diese  Festsetzung 
getroffen,  so  sind  sämtliche  Sätze  11  bis  14  aus- 
gedrückt in  einer  einzigen  Formel  (mit  ihren 
cyklischen  Vertauschungen),  etwa: 

o«  =  62  +  c2  —  2cqe  =  62  -f  c2  —  2bpb 
=  hqb-\-cpe. 
Denn  beim  stumpfwinkligen  Dreieck  werden  dann 
gerade  diejenigen  Projektionen  negativ,  welche 
die  Unterscheidungen  der  Sätze  14  und  14  a  aus- 
machen, beim  rechtwinkligen  verschwinden  nach 
Erkl.  88  dieselben  Projektionen  selbst. 


Erkl.  90.     In  Figur  37  erkennt  man  den 

Uebergang  der  drei  Sätze  figürlich:  Da  A^A^  = 
AqA^  gewählt  ist,  so  ist  6}  =  6<^,  beide  grösser 
als  6o,  dagegen  c,  >  c^  >>  «j.  Während  also  a^ 
stets  dieselbe  Grösse  behält,  und  genau  gleich 
^o^.+  ^'o^  ist,  wird  für  die  beiden  grösseren 
Seiten  6,  und  Cj  selbstverständlich  6i2-f-Cj2 
grösser  als  a2,  also  a2  —  6i2  -J- Ci2  minus  2ci •  gc . 
Für  A^  dagegen  wird  zwar  c,  kleiner  und  6, 
grösser  als  Cq  und  6^,  aber  doch  ist  die  Ver- 
kleinerung von  Cq  bis  Cj  eine  viel  stärkere,  als 
die  Vergrösserung  von  6^  bis  63.  Daher  kann 
jetzt  6j2  -^  c^2  den  Wert  a^  nicht  mehr  erreichen, 
6,2  +  c^2  kleiner  als  02,  also  a^  =  6,2 -f  0,2  plus 
2'C^qc.  Immerhin  ist  durch  den  eben  genannten 
teilweisen  AuBgleich  die  Ergänzung£>grösse  2'C^q 
in  Figur  87  bedeutend  geringer,  als  die  vorherige 
2-c^q,  da  hierin  2q  gleichbleibt,  und  c^  grösser 
als  e,  ist.  Denn  bei  A^  wird  sowohl  6^  als 
C)  grösser,  musste  also  bei  beiden  Quadraten 
6,2  und  0,2  abgezogen  werden;  bei  Al^  aber  wird 
nur  c,2  kleiner,  652  aber  grösser,  es  braucht 
also  nur  soviel  noch  zugefügt  werden,  als  durch 
die  Vergrösserung  von  6^2  nicht  schon  auf- 
gewogen wird.  


Figur  37. 


ErU.  91.  Die  Vergleichung  der  drei  Sätze 
13,  14,  14a  nach  Erkl.  88  bis  90  bildet  eine 
Erweiterung  zu  dem  frühern  Satz  49  im  III.  Teile 
dieses  Lehrbuchs,  dass  eine  Seite  grösser  als  die 
Differenz  und  kleiner  als  die  Summe  der  beideD 
andern  sei,  also  6  —  c<a<6-|-c.  Wird  diese 
Ungleichung  quadriert,  so  entsteht: 

(ft_C)2<a2<(6  +  C)2 

oder: 

62-j-c2-2.6-c<a2<62  +  c2  +  2.6.c. 

Nach  den  Sätzen  14  aber  erhält  man  fnr 
stumpfen  oder  spitzen  Winkel  a: 

J2-I-C2  — 2c.gr  <a2<  62  + c2  +  2cg. 
Man  beachte  nun,  dass  die  obere  Grenze  fOr 
+  qc  wirklich  +  6  ist,  weil  ja  qc  die  Projektiott 
von  6  auf  c  ist,  und  die  Projektion  nach  Ant- 
wort der  Frage  32  nie  grösser  als  die  projizierte 
Strecke  werden  kann.  Ferner  wird  die  linke 
Seite  obiger  Ungleichung  ihren  kleinsten  Wert 
erhalten,  wenn  das  grösstmöglichste  g  im  Sub- 
trahend eingesetzt,  die  rechte  gleichzeitig  ihren 
grössten,  wenn  das  grösstmögliche  q  im  Addend 
eingesetzt  wird;  und  so  geht  denn  auch  die 
pythagoreische  Ungleichung  wirklich  über  in  jene 
ursprünglichste: 

t2-|-c2  — 2c-6<a2<62-|-c2  +  2.c6 
oder  nach  Ausziehen  der  Quadratwurzel: 
6  —  c<;a<[6  +  c. 
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Frage  39.  Wie  lassen  sich  die 
pythagoreischen  Sätze  umkehren? 

Erkl.  92.  Der  Beweis  der  nebenstehenden 
Aussage  lieg^  zwar  schon  in  der  Ausschliess- 
lichkeit der  in  den  bisherigen  Ueberlegnngen 
erhaltenen  Ergebnisse;  man  kann  aber  auch  den 
indirekten  Beweis  leicht  führen,  indem  man 
jeweils  das  rechtwinklige  Dreieck  mit 
Hypotenuse  a  und  etwa  Kathete  c  zeichnet. 
Ftir  dieses  ist  a«  gleich  b*^  +  c^,  wo  b*  die 
zweite  Kathete  dieses  Dreiecks  sei.  Dann  mnss 
nach  der  Voraussetzung  a«  =  ft^-j-c^  +  Scg 
sein,  also  6'2  =  62  +  2cj.  Ist  also  5  =  0,  so 
mnss  6'  =  6,  also  das  Dreieck  rechtwinklig 
sein,  ist  aber  g  ^  0,  so  mus  hy^b'  sein  in  der 
dem  Vorzeichnen  von  q  entsprechenden  Weise, 
also  der  Winkel  a  spitz  oder  stampf. 


Antwort.     Als  Umkehrung  der  in 
Satz  13  und  14  ausgesprochenen  Sätze 
kann  man  folgende  Aussagen  machen: 
Satz  15.   Wenn  das  Quadrat  einer 
Dreiecksseite  a  kleiner  oder  gleich- 
gross  oder  grösser  ist,  als  die 
Summe  der  Quadrate  der  beiden  an- 
dern Seiten,  so  ist  der  Gegenwinkel  a 
jener  Seite  kleiner,  gleich  oder 
grösser  als  ein  Rechter. 


Frage  40.  Welche  Ergebnisse  für 
die  Höhe  des  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ergeben  sich  aus  den  bisherigen 
Ueberlegnngen? 

Erkl.  98.    Der  nebenstehende  Satz  16  kann 
auch  folgendermassen  bewiesen  werden: 
Ä2  =  a«  — 1>« 
Ag  =  &8  —  g2 
2Ä2  =  a2— i>H-  &2  —  g«  =  c«  --i)2  —  q2 

=  (p  +  q)^  —  p^  —  q^  =  2pq  also  h^=pq. 


Figor  38. 


H  rrrrrrTi 


Antwort  1)  Die  Höhe  des  recht- 
winkligen Dreiecks  ist  Kathete  in  jedem 
der  Teildreiecke  mit  Seiten  a,  p,  h  bezw. 
bj  h,  q,  welche  nach  Aufgabe  129  des 
n.  Teüs  gleiche  Winkel  haben.  Dem- 
nach ist: 

oder,  da  nach  Satz  12  a*z=c*p  ist, 

Ä2  =  cp  —p^  =p(e  —p)  —pq. 

2)  Man  kann  daher  die  Aussage  machen  : 

Satz  16.  Im  rechtwinkligen  Drei- 
eck ist  das  Quadrat  der  Höhe 
gleich  dem  Rechteck  aus  den  beiden 
Abschnitten  der  Hypotenuse. 


Erkl.  94.  Derselbe  Satz  kann  anch  rein 
geometrisch  bewiesen  werden  dnrch  den  Satz  in 
Antwort  der  Fra^e  25.  Zeichnet  man  nämlich 
zu  dem  rechtwinldigen  Dreieck  ^BC  in  Figur  88 
das  Quadrat  der  Höhe  DCEF  und  vervoll- 
ständigt das  Rechteck  AEGH,  so  wird  AG 
Diagonale,  also  als  Ergänzungsparallelo- 
gramm DE  FC  =  CJHK  In  letzterm  ist  aber 
CJ  =  AD  =z  q  und  CK  =  FG;  und  da  das 
Dreieck  CFG  ^CDB  wegen  Gleichheit  der 
Quadratseiten  CD  =:  CF  und  aller  Winkel,  so 
mnss  FG  =  DB  =^p  sein.  Folglich  CJHK=p  •  g, 
nnd  h^  =  p-q- 
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Frage  41.  Welche  Ergebnisse  liefert 
die  Uebertragung  der  bisherigen  Sätze 
auf  den  Kreis? 

Fignr  39. 


l   q  ) 

f /2— ^ 

\      ^ 

B 


ErU.  95.    Es  ist  in  Figor  89: 
2c*  =  ^B.A^nnd  BC^  ^  AB-BD 
nnd  ebenso  auch  (7/>*  =  DA- DB, 

Da  alle  Winkel  Rechte  sind,  deren  Schenkel 
dnrch  A  nnd  B  gehen ,  nnd  deren  Scheitel  auf 
der  Peripherie  liegen,  so  kann  man  auch  fol- 
genden geometrischen  Ortssatz  aussprechen: 

Satz.  Der  geometrische  Ort  für  einen 
Punkt,  dessen  Entfernungen  von  zwei  festen 
Punkten  A  und  B  das  Quadrat  dieser  Strecke 
als  Quadratsumme  ergeben,  ist  der  über  der 
Strecke  ^B  als  Durchmesser  beschriebene 
Kreis. 


Antwort.  Im  Kreise  liefert  jeder 
Durchmesser  die  Hypotenuse  beliebig 
vieler  rechtwinkligen  Dreiecke,  welche 
ihren  Scheitel  anf  der  Peripherie  des 
Halbkreises  haben.  Die  Katheten 
sind  Sehnen,  die  Höhe  ist  eine 
vom  Durchmesser  senkrecht  halbierte 
Sehne.  Die  Sätze  12  und  16  ergeben 
daher  folgende  Aussagen  : 

Satz  12a.  Das  Quadrat  einer 
Sehne  ist  gleich  dem  Rechteck 
aus  dem  (durch  ihren  Endpunkt  gehen- 
den) Durchmesser  und  der  Pro- 
jektion der  Sehne  auf  denselben. 

Satz  16  a.  Das  Quadrat  einer 
Halbsehne  ist  gleich  dem  Recht- 
eck aus  den  beiden  Abschnitten 
des  auf  der  Sehne  senkrechten 
Durchmessers. 


5)  Ueber  die  Anwendung  der  Plächensätze  auf  die 
Bestimmung  von  Streckengrössen. 

Frage  42.  Welche  rechnungs- 
mässigen  Bestimmungen  von  Drei- 
eckselementen sind  durch  die  pythago- 
reischen Sätze  und  deren  Folgerungen 
ermöglicht? 


Erkl.  96.  Während  die  bisherigen  Methoden 
der  Elementar-Planimetrie  nur  die  Möglichkeit 
boten,  ans  gegebenen  Stücken  des  Dreiecks  das 
ganze  Dreieck  nnd  damit  dessen  fehlende  Ele- 
mente zn  konstruieren!  also  deren  Grösse  nur 
aus  einer  vorliegenden  Zeichnung  mit  Mass- 
stab bezw.  Winkelmesser  abzumesseUi  so  ist  es  ein 
wesentliches  Ergebnis  der  pythagoreischen  Sätze 
und  deren  Folgerungen,  dass  mittels  derselben 
auch  die  rechnungsmässige  Bestimmung 
von  Dreieckselementen  ermöglicht  wird.  Die- 
selbe beschränkt  sich  allerdings  mit  Ausn^me 
des  nur  ganz  allgemeinen  Satzes  15  auf 
Längengrössen,  während  die  rechnungs- 
mässige Bestimmung  von  Winkelgrössen  im 
einzelnen  der  Trigonometrie  vorbehiJten 
bleibt. 


Antwort.  1)  Im  rechtwinkligen 
Dreieck  bestehen  unter  den  7  Grössen 
a,  6,  c,  Ä,  j?,  9,  F  die  Gleichungen: 

aÄ-|-62  =  c«  (Satz  18), 
a^=zc'p  (Satz  12),   5*=  c-g  (Satz  12), 
Ä2  =  a2— i?2(Satzl8a)=5«— gr«=p.g(Sat2l6), 
ah 


F^^  (Satz  5a)  =     ^ 


(siebe  Erkl.  41). 


Durch  diese  und  andere  aus  denselben  her- 
vorgehenden Zusammenstellungen  kann 
man,  wenn  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
durch  zwei  jener  Elemente  bestimmt  ist, 
alle  andern  rechnungsmässig  be- 
stimmen. 

2)  Im  schiefwinkligen  Dreieck 
bestehen  unter  den  1 3  (Jrössen  a,  h,  (\ 
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Ertl.  97«  Unter  den  vielen  Qleichnngen, 
welche  sich  zwischen  den  Stücken  des  recht- 
winldigen  oder  des  schiefwinkligen  Dreiecks 
nach  nebenstehendem  an&tellen  lassen,  wäre 
algebraisch  nicht  gerade  leicht  zu  nntersnchen, 
welche  von  einander  unabhängig  oder  ab- 
hängig sind,  denn  man  braucht  znr  Bestimmung 
von  n  Unbekannten  auch  n  von  einander  un- 
abhängige Gleichungen.  Da  kommt  nun  die 
geometruKshe  Erkenntnis  zu  Hilfe,  welche  besagt, 
dass  zur  Bestimmung  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  ausser  dem  rechten  Winkel  noch 
zwei  Stücke,  zur  Bestimmung  des  schief- 
winkligen Dreiecks  aber  drei  Stücke 
notwendig  sind.  Demnach  können  unter  den 
Gleichungen  zwischen  den  7  Grössen  des  recht- 
winkligen Dreiecks  nur  zwei  von  einander  un- 
abhängige sein,  unter  denen  zwischen  den  13 
Grössen  des  schiefwinkligen  Dreiecks  aber  nur 
drei  von  einander  unabhängige  Gleichungen. 


ErU.  98.  Unter  den  7  Grössen  des  recht- 
winkligen Dreiecks  lassen  sich  21  verschiedene 
Paare  zu  zweien  bilden;  jedesmal  sind  5  übrige 
Grössen  zu  bestimmen,  so  dass  sich  105  Einzel- 
anfgaben  ergeben.  Unter  den  13  Grössen  des 
schiefwinkligen  Dreiecks  lassen  sich  286  ver- 
schiedene Gruppen  zu  dreien  bilden;  jedesmal 
sind  10  übrige  Grössen  zu  bestimmen,  so  dass  sich 
2860  Einzelaufgaben  ergeben.  Einige  wenigen, 
welche  die  widitigsten  unter  diesen  sind,  werden 
in  den  folgenden  Fragen  und  den  Aufgaben  der 
Aufgabensammlung  am  Schlüsse  dieses  Teiles 
zur  Behandlung  gebracht.  


Po,  ft,  c,  ?a,  fc,  c,  ha,  6,  c,  F  ebenfalls  eine 
Reihe  von  Gleichungen,  als  deren  Muster 
dienen  können  der  allgemeine  pythago- 
reische : 

0«  r=  &2  +  c2  +  2c2c  (Satz  14), 
der  Projektionssatz: 

c*9c  =  h'pb  (Satz  11), 
sowie: 

Ä^2  =  o«— i>c2  =  6«— gc2(Satzl8a), 

F  =  -^  (Satz  6). 

Durch  diese  und  deren  entsprechende  t&v 
andere  Seiten  sowie  durch  weitere  Zu- 
sammenstellungen derselben  ist  man  in 
der  Lage,  wenn  ein  schiefwinkUges 
Dreieck  durch  drei  der  genannten  Ele- 
mente bestimmt  ist,  die  übrigen  rech- 
nungsmässig  zu  bestimmen. 


Frage  43.  Welche  Ausdrücke  für 
die  Stücke  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
erhält  man,  wenn  gegegeben  sind: 

1)  beide  Katheten, 

2)  eine  Kathete  und  die  Hypotenuse, 

3)  eine  Kathete  und  die  Höhe, 

4)  eine  Kathete  und  der  anliegende 
Höhenabschnitt, 

5)  die  Höhe  und  ein  Höhenabschnitt, 

6)  die  beiden  Höhenabschnitte? 


ErU.  99.    Wenn  a  und  h  gegeben  sind,  so 
findet  man  zunächst  i?2  =  a»  --  ä«,  dann  ä«  =  ^  •  g, 

also  p  =  y  o«  _  Ä2  und  q  =z  —  =  —  . 

Endlich: 


-,folghch&  = 


a2- 


ah 


d^  —  h^' 


Antwort.  Man  erhält  nach  den  in 
der  vorigen  Antwort  gegebenen  Glei- 
chungen folgende  Beziehungen: 

1)  Gegeben  a,  b: 

c=  1/024- ft2(Satzl3),  h=     .^l^-CErkUS), 

y  a2-[-62 

a2  hi 

(S.  12),  q  =  --:.4=^  (S.  12), 


P  = 


Va^-t^^ 


V  024- 68 


F=^(E.41). 


2)  Gegeben  a  und  c  (oder  b  und  c): 
h  =  \/c2  _  a2  (S.  13  a),  Ä  =  —  \/c2-.a2  (E.48), 


V'o2— Ä2 

Wenn  a  und  p  gegeben  sind,  so  findet  man 
h  BXiB  h^  z=  cq,  worin  einzusetzen  die  Werte 


!>  =  ^  (S.  12),  ,  =  V^!p^  (S.  12), 


i^=  -^^02— a2  (E.  41;. 
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c  und  g,  also  i>^  =  ^.^lz:^  =  ^(a^^p2).       3)  Gegeben  a  und  h  (oder  b  und  A): 

Also  6  =  —  \/a2  —  p«.  \/a*  —  ^^  Va«  -  ä« 


M 


y a2  —  Ä2  (S.  13  a),  g  =  ^  ^  (S.  16V 


Va2  — Ä2 

4)  Gegeben  a  und  jp  (oder  h  und  g, 
nicht  aber  a  und  5  oder  6  und  f)\ 

Erkl.  100.    Sind  die  Gruppen:  h  z=z  —  y/a'i—p^  (E.  99),  c  =  —  (S.  13). 

2(a,c)8(a,Ä)4(ai>)5(Äi))  i'      ^                                     -P 

berechnet,  so  findet  man  die  entsprechenden:  „  -_  ^^"""^"   /g  ig)    ;^  —  y^fiUpt  (ß  13a) 

2(6,c)3(J,Ä)4(62)5(Äg),  i>  '^      ' 

indem  man  die  beiden  Katheten  oder  Hypo-  f^^^^y^a- p^  (S.  5). 

tenusenabschnitte  a,  h  bezw.  p  und  g  mit  ein-  2p 

rJ^vert'JdÄsrt  *'  Hypotenuse  e  oder  Höhe       5)  Gegeben  h  und  ^J  (oder  Ä  und  q): 

a  =  Vhi+p*(S.lBa,),  b  =  -  Vh^+f»i=  Vc^i)- 

p  p 

Erkl.  101.    Die  noch  übrigen  11  Gruppen        ^)  ^g^^^°  ^  '^"^  «=  , 

öj  S'(^i');  0^1  cÄ,  u.  8.  w.  liefern  nicht  mehr  a  =  VpiP+9)  (S.  12),  b  =  yq(p  +  q){SA2), 
die  obige  Einfachheit  der  Rechnung,  sondern  c  =  v-\-a   ä  =  l/iTS"  CS  12) 

verlangen  grösstenteils  die  Auflösung:  gemischt-  PI"  2?  VF'^  \  '      h 

quadratischer  Gleichungen  (s.  Aufgabe  175  ff.).  ji»  =  _L  («  _l  «)  y'«^  (S.  5). 

Frage  44.  Welche  Ausdrücke  er- 
geben sich  beim  schiefwinkligen  Dreieck, 
wenn  gegeben  sind: 

1)  die  drei  Seiten  a,  b.  c,  a    j.      .^     -»r         v-i^  j  «  ;« 
^^        .  ^  .,         j  j.   -^    .  1 ..     j          Antwort.    Man  erhalt  aus  den  m 

2)  zwei  Seiten  und  die  Projektion  der  Antwort  der  Frage  42  zusammengestell- 
einen  auf  die  andere,  ten  Gleichungen  folgende  Beziehungen: 

3)  zwei  Seiten  und  die  Höhe  auf  eine       j\  Gegeben  ö   6   c- 
derselben,  ^       _  ^^2^,2 

4)  die  zwei  Höhenabschnitte  einer  ö'c—         ^ 

Seite  und  eine  andere  Seite,  ^^^  ^^  entsprechenden  aus  den  Glei- 

5)  die  zwei  Höhenabschnitte  einer  chungen  in  Erkl.  84;  darnach: 
Seite  und  die  zugehörige  Höhe?  r ^,^      g_^y- 

he=  Vh^  —  qe^  =V*^— (■^— ^-5 

Erkl.  102.   Unter  den  oben  nicht  erwähnten  ^  \         Jc       / 

Gruppen  wären  noch  zu  nennen  als  gegeben:       und  wieder  alle  entsprechenden. 

6)  zwei  Seiten  und  die  Projektion  der  dritten         2)  Gegeben  b    c    q 

auf  eine  von  ihnen,  z.  B.  a,  c,  qe:  dann  ist:  ,      ,  ,    '  ,  ä^ 

. —  (oder  6,  c,  jib]  oder  c,  0,  qa  oder  c,  a,pc'.  oder 

5  ~ya2  — c2  +  2cgc.  abqb  oder  abpa): 

7)  Kennt  man   aber  zwei  Seiten  und   die  ^  __  ^/j^-rr:^ — ö77r~   *^    -  ^  —  n 
Projektion  einer  derselben  auf  die  dritte,  also  ^  -^yojtc  —^cqc,  Pc  -  c     qc, 

a,   b,  qey  BO  entsteht  für  c  die  gemischtqua-   ^   _  i/b^  — (7^2,  p.  =  .^ll-  (Satz  11)  u.  g.  w. 
dratische  Gleichung  c«  — 20?,+ 62  — a«  =  0.        '        ^  ^'  '  ^*  6     ^  ^ 
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Kennt  man  die  Projektion  zweier  Seiten 
auf  eine  andere  und  eine  dieser  Seiten,  so  fällt 
die  LOsnng  mit  (2)  zusammen;  denn  ans  h,  pc, 
qci  kennt  man  sofort  e  =^  pe-{-qei  also  b,  c,  qej 
wie  oben.  Andere  Gruppen  gegebener  Stücke 
führen  wieder  anf  gemischt  quadratische  Glei- 
chungen. 

Erkl«  108«  Solche  Dreiecke,  bei  welchen  in 
den  quadratischen  Gleichungen  für  Seiten  und 
Höhen  keine  irrationalen,  sondern  rationale 
Wurzeln  Torkonmien,  heissen  rationale 
schiefwinklige  Dreiecke.  Werden  die  drei 
Seiten  als  rationale  Zahlen  gewählt,  und 
eine  der  drei  Hohen  wird  ebenfalls  rational, 
dann  ist  auch  der  Inhalt  als  halbes  Produkt 
rational;  folglich  sind  dann  auch  die  andern 
zwei  Hohen  rational,  da  sie  aus  derlnhalts- 
gröBse  durch  Division  mit  der  halben  Grundseite 
herrorgehen.  —  Man  kann  solche  Dreiecke  er- 
halten durch  entsprechende  Z  u  s  a  m  m  e  n  s  e  t  z  u  n  g 
zweier  pythagoreischen  rechtwinkligen 
Dreiecke.  Ais  längsten  bekannt  sind  solche 
rationale  schiefwinklige  Dreiecke,  bei  welchen 
eine  Seite  das  arithmetische  Mittel  der  beiden 
andern  ist  (die  sog.  „mittelseitigen"  Drei- 
ecke), z.  B.  18,  14,  15.  —  Eine  Zusammen- 
stellung Ton  vielen  solchen  Dreiecken  findet 
man  in  Eleyers  Lehrbuch  der  Trigonometrie, 
noch  weitere  mehr  in  einer  im  Jahre  1864  von 
Grebe  herausgegebenen  Schrift:  „Zusammen- 
stellung von  Stücken  rationaler  ebener  Dreiecke'^. 


3)  Gegeben  b,  c,  A^  (oder  andere  ähn- 
lich wie  oben): 

u.  s.  w. 

4)  Gegeben  ^c?c« 

(oder  peqeh]    oder  paqah    oder  paqac;    oder 
pbqbc  oder  pbqba): 

h^  :=  |/aÄ  — i^c«,  b=  \/hc^  +  qci,  e=pe+qc 
XL.  S.  W. 

6)  Gegeben  Peqehe 

(oder  pa  qa  ha  oder  pb  qb  hb) : 

C=pe  +  qe,    a=zYhJ+p^,  b=Vhe^  +  qe* 
U.  S.  W. 


Frage  45«     Wie  lassen  sich  nach 
voriger  Antwort  die  drei  Höhen  des       Antwort-    Wählt  man  den  obigen 
Dreiecks  durch  die  drei  Seiten  aus-  Ausdruck  für  ä^,  so  erhält  man  der  Reihe 
drücken?  nach  folgende  Ausdrücke: 


ErkL  104«    Man  erhält  nebenstehend 
Durch  getrennte  Quadrierung  des  zweiten  Qliedes: 

(&2  4.cg  — a«)2 


Äc2 


=.-(. 


&2  -[-  c»  „  a2  Y 
2c  J 


h^=zb^- 


4c2 


Durch  Gleichnamigmachen  des  ersten  Gliedes: 

_    l>g«4c2  (fc2-f  c2  — a2)8 

Durch  Zusammenfassung  des  ersten  Gliedes  im  Zähler: 

__        (26c)Ä  — (6«-+-c2  — a8)2 

Ä*  — 


4&2c2  — (f^2-^cg  — a2)V 
4c2 


4c2 
Durch  Zerlegung  nach  der  Formel  (m)2~-(n)2  =  [(»n)  +  (n)]-[(m)  —  (n)]: 

Ä2  =  ~[2bc  +  (bi  +  di  -  a2)].[2fet;  —  (58  +  c2  —  a«)] 
4  c* 

Durch  Ausrechnung  der  innem  Klammem: 

Ä2  = -r^.[26c  +  6«  + c2  -  a2].[26(;— 6«  —  c2 +  a« 
4  c* 

Durch  andere  Zusammenfassung  der  Glieder: 

Ä2=^2-.[(62  +  26c  +  c2)  — a«][— (62  — 2fec  +  c«)  +  a«)J 


=  4^K^  +  ^)'-«'l-[«'-(^-~^)'] 
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Durch  nochmalige  Zerlegung  nach  der  Formel  (w)«— (n)«  =  [(w)  +  (n)]«[(f»)  —  (n)]: 

Durch  Ansrechnung  der  innem  Klammem: 

h^=-^[b  +  c+a][b  +  c^a][a  +  b-c][a-h  +  c] 
Durch  Umstellung  der  Klammem  und  innerhalb  der  Klammem: 

Also  durch  Badizierung: 


h^=-^(a  +  b  +  c)(-a  +  b  +  c)(a^b  +  e)(ia-\-b-c) 


Ebenso  erhält  man; 

ha  =  -^V(a  +  b  +  c){-^a  +  b^c)(a-b  +  e)(a  +  b^c) 
hb  =  -^\/(a  +  6  +  c)(-a-h6  +  c)(a-6  +  c)(a  +  6-c) 

Setzt  man  hierin  wieder  nach  Antwort 
der  Frage  66  im  IV.  Teile: 

(^-\-b--{-c  ,  ,   .    , 

— '——-^ —  =  »,  oder  a -\- b -\- c  =  2s, 

SO  wird,  wie  dort: 

Q  =g— aoder — a4-t+c=2(«— a) 

^^ —  =  «  —  6  oder  a--6  +  <?  =  2(«  —  >) 

a-\-b  —  c  - 

— !-g =  «  —  c  oder  a  -|-  6  —  c  =  2(«  — c). 

Demnach  wird  die  jedesmal  vorkom- 
mende Wurzel: 


Y(a+b+c){—a+b+c)(a'-b+c)(a+b—c)  =  \/2«.2.(«  —  a).2(«  —  b)'2(8  -  c), 

(also,  da  \/2-2.2.2  =  2-2  =  4  ist) 

=  4  V«(«  — a)(«— 6)(«— c). 
Man  erhält  also: 

Ä«=— •  V5(8  — a)(«  — 5)(s  — c) 


2 


Ä6  =  y.  \/«(s  -  a)  («  —  6)  («  —  c) 

Erkl.  105.     Statt  die  ersten  vier  Zeilen  

nebenstehender  AusfÜhmng   in  dieser  Gestalt  he  =  —-'VsC^ <»)  (« b)  (s  —  c) 

durchzuführen,  kann  man  auch  gleich  setzen:  e  ^  ^ 

fe+  2,  )   •   (& =4^ ) 

2bc  +  b^  +  c^  —  ai    26c  — 62  — c2  +  a2  1    /oi.     i  i.«  i    9        «x/oi.        m     ^j.«« 

= i — ^ . ^ 1 =  _.(26c+62_|_c2_-a2)(26c— 6«-c«+a«), 

wie  oben  Zeile  6. 

Andere  planimetrische  Ableitungen  derselben 
Beziehung  für  die  Höhe  finden  sich  an  den 
einschlägigen  Stellen  dieses  Lehrbuches.  Ein 
trigonometrischer  Beweis  ist  enthalten  in  Eleyers 
Lehrbuch  der  Trigonometrie. 


Erkl.  106.    Die  Ableitung  des  Ausdruckes 
für  die  Höhe  ha  oder  hb  würde  in  genau  der- 
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selben  Weise  stattfinden,  wie  die  nebenstehende 
ffir  hcj  denn  ans  den  Oleichnngen  der  Erkl.  84 

folgt  ebenso  anch  etwa j?»  =  — ^--      — ,  also 
dann:  26 

Ä*2  =  c«— i^fc«  =  (c-|-jpi»)(c  — pk)  =-4^  (2tc  +  a«-- 62--c2)(26c--a2+6«  +  c2) 

=  4^  [a«-(6-c)2]  [^a^+(fi+e)^]  =  -±^(a+h-cXa^h+c)(a+h+e)(-a+h+c), 
also: 
ht=-^Via  +  b  +  c)  (-•a-i-h  +  e)(a^b  +  c)(a  +  h-^c) 

Man  erhält  aber  diese  Werte  ebenso  anch  ans 

der  Ableitnng  des  ersten  von  allen,  indem  man  Brkl.  107.     Eine  etwas  veränderte  Einlei- 

jeden  Buchstaben  in  jenem  Ausdrucke  mit  dem  tnng  vorigen  Beweises  ist : 

nachfolgenden  bezw.  vorhergehenden  Buchstaben  2  —  h2  4-ci—9ea 

vertauscht.    Dabei  geht  hc  über  in  ha  oder  hb.  a   —      -j-c       »cg, 

11               1  also  Scgr  =  6«-|-c2  —  a« 

die  Bruchflaktoren  -^  in  — -  oder  -qt-,  und  die  dazu  2cb  =  2hc 

Wurzel  verändert  sich  gar  nicht,  indem  nur       also  addiert  2c(b  +  q)  =  (6-}-c)2  — a« 

die  einzelnen  Klammerfaktoren  in  einander  über-  ^^^  subtrahiert  2c(&  —  g)  =  —  (fe  —  c)»  -f  cfi 
S^®^®"-  Diese  beiden  multipliziert,  und  für: 

In   der  Uebereinstimmung  der  Formelaus-  n,  _|_  g)  (5  «.  g)  ==  6«  — . ««  =  Ä« 

drücke   für   die    drei  Höhen  findet  man  eine  t,ir*„t,aA^„f 

Bestätigung  der  in  Antwort  der  Frage  16  auf-  «"«eseiaii: 

^      *  111  ^C2.Ä2  =  [(6  +  C)2  —  a2].[o2  —  (6  —  c)2], 

gestellten  Eegel:  Äa :  äj  Oc  =  — :  y  :  — ,  denn  ^jg^  ^j,  ^2  derselbe  Ausdruck  wie  oben  Zeüe  6 
beim  Ansatz  dieser  Proportion  fällt  der  stets  o^e^  Erkl.  105. 
gleichgrosse  Wurzelausdruck  fort. 

Frage  46.  Welche  Anwendung  ge- 
stattet die  vorige  Ableitung  für  den 
Inhalt  des  Dreiecks?  Antwort.  Setzt  man  in  der  Inhalts- 

Erkl.  108.    Setzt  man  zur  Abkürzung  für  formel  F=  -V"    fÖT   9   eine   der   drei 

1  * 

V(a-|-fc  +  c)-..  =  Tr,  soistÄa  =  y-Tr,  also  Seiten   und  für  h  den  Wert  der  zu- 

a.;^       ^  ^    X  ^1  gehörigen  Höhe  ein,  so  wird  jeweils 

^=  — 2~"  =  y*«  =  2"'"2ä'^^T^'       gerade   mit  demjenigen  Faktor  multi- 

n^-»  «n*.*  «o«  «1»  1/77;— ;ä —        ar.  «iwi  V^^^^^  desseu  reciproker  Wert  im  Aus- 
üaer  setztmaniur  V«(8 — a)**  =m',  sowird   %      1    i,.     7  j    ^tt        i      «a       ±  x.j. 

2  KV/  ,  druck  für  h  vor  der  Wurzel  mit  s  steht; 

etwa  Äfc  =  y.jT,  also:  dadurch  entsteht: 


ft.Äfc  b   ,  b    2  Fz=  "/«(«  — a)(»  —  fe)(s  —  c) 

^'- •^  =  «'.         oder: 

F  =  -^  V{ä+  6  +  c)  (~  a  +  6  +  c)  (a  —  6  +  c)  (a  +  6  -  c). 


^'  =  -2"  =  T'^*  =  T 'T**^  =  "'•         oder 


ErU.  109.  Da  nacb  Antwort  der  Frage  8 
eine  Fläche  eine  Grösse  zweiter  Dimension  ist, 
so  muss  auch  der  dafür  entstehende  Ausdruck 
algebraisch  von  zweiter  Dimension  sein.  Nun 
ist  jede  der  Grösse  «,  »  —  a,  •  •  •  a  +  6  +  ^'i  •  •  • 
von  der  ersten  Dimension;  das  Produkt  aller 
vier  also  von  vierter  Dimension;  die  Wur- 
zel an  diesem  Produkt  von  zweiter  Dimension. 
Diese  Wurzel  ist  nach  Erkl.  103  bei  „rationalen 
Dreiecken''  nicht  irrational,  sondern  rational. 
Der  Wert  von  h  entsteht  aus  dieser  Wurzel 
noch  durch  Division  mit  einer  Länge,  wird  also 
dadurch  wieder  von  der  ersten  Dimension. 
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Erkl.  110.  Die  iu  yorstehendem  Aasdrnck 
fOr  die  Fläche  erhaltene  Formel  heisst  die 
„Heronische  Formel*',  da  sie  schon  um  200  y.  Ch. 
yon  dem  Alexandriner  Mathematiker  Hero  ge- 
funden sein  soll.  Sie  wird  auch  der  „Satz  der 
drei  Brüder^  genannt  nach  drei  arabischen 
Mathematikern,  welche  sie  angegeben. 


Frage  47.  Welche  Beziehungen  ent- 
stehen in  Rücksicht  der  Ergebnisse  der 

Antworten  der  Fragen  15  und  21  zwi-        .    . ^    i\  -r.  v  ^  r^      Q-h 

sehen  den  Seiten  und  den  Grössen  A,  F,  q?       Antwort.   1)  Da  man  hat  F  =  -g- 

und  auch  F=^qq-s=l  Qa{s  —  a)  -  ",  so 

muss  z.  B. : 


sein.    Demnach  ist  auch: 

2  2  2  2 

he=  —'Qo'S  =  —'Qa(s  —  a)  =  yp6(«— 5)  =  ~Qc(s  -  c) 

oder  in  der  andern  Ausdrucks  weise: 

Setzt  man  aus  diesen  Formeln  die 
reciproken  Werte  der  h  an,  so  wird: 

I  _    g        1   _  _b_    J_  _    c 

Äo     ""     2p«  '        Äft     ~     2^8  *         Äc     ~    ^QS  ' 

also: 

II  1    _   a  +  h  +  c  _    2g    _   1 
Ä«  "^  Ä6  "•"  Äc   "■         2Q8        ~  2(»«    ""  (> ' 

also: 

ha  hb  hc  Po 

Da  femer  auch: 

l  a  1  h  1  e 


ha    ""    2Qa(8  —  a)'      hb    ""    2Qa{8  —  a)'      he    ""    2pa(>»  — a)' 

SO  wird  ebenso: 

—  Jl--L.JLj_J_—    —a-^-h  +  c  _     2(<>-g)     _    I 

Äa      ■"  Äö      '      Äc    ""      2pa(s— -a)      "~     2Qa(8  —  a)    ""    pa 

und  ähnlich: 

j L_i_J_  — J_   JLj-J L  — _L 

ha  hb      *      hc    '"    Qb^       ha  hb  hc  Qe' 

2)  Rückwärts  erhält  man  ebenso: 

aha  a'ha  hhb 


28  a-|-fc  +  c         a-\-b-^c 

aha  a'ha  hhb  hhb 


2(s  — o)  —a-^-h  +  c         2(s  — a)  —a-\-h  +  e 

Setzt  man  auch  hier  die  reciproken 
Werte  der  Eadien  an,  so  wird: 

1    __  —a-^h  +  e        1    _   g  +  d-g 

Qa     ""  h'hb  '        Qc    ""  hhb 
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also : 

Auf  gleichem  Wege  oder  auch  durch 
Addition  der  vorigen  Formeln  für  die 
reciproken  Eadien  entsteht  auch: 

Qa  Qb  Äc  Qb  Qe    ~    ha' 

3)  Endlich  erhält  man  aber  auch 
durdi  Einsetzung  der  Werte  für  h: 


-V'      . 


f(8^a){8—b){8'-'C) 
oder: 


1 


__  l^/(-a  +  l>  +  c)(a~&  +  c)(a  +  6-c) 
2  V  a  +  b  +  e 

Ebenso  entsteht: 

__  ,  /g(g  — fe)(g  — c) 
V  5  —  a 

oder: 

^«  -  Y  V -a  +  b  +  i • 

Erkl.  111.  um  einen  als  Faktor  vor  einer  Qaadratwnrzel  stehenden  Ansdrnck  unter  das 
Wurzelzeichen  zu  bringen,  muss  derselbe  quadriert  werden.    Man  hat  also  ausf dhrlich : 

-i-\/t(«-a)(s-6)(5-c)  =y^.y8{8--a)i8-b)(8-c) 

=  y ——r =  y  —(8-a)i8--b)(8—c). 

Erkl.  112.  Diese  letztern  Ausdrücke  sind  für  eine  einzelne  Berechnung  in  Ziffern  be- 
quemer, als  die  vorhergehenden.  Für  die  Einprägung  ins  Gedächtnis  aber  und  für  übersicht- 
liche Schreibung  wie  auch  für  gemeinsame  Berechnung  aller  drei  Grössen  ist  es  vorteilhaft, 
die  Faktoren  vor  dem  Wurzelzeichen  stehen  zu  lassen  und  die  Ausdrücke  folgendermassen  im 
Gedächtniss  festzuhalten: 

?o  =  y  \/s  («  —  a)(8  —  b)  (s  —  c), 

^0  =   2(a  +  b  +  c)   V{a  +  b  +  c){-a  +  b  +  c){a^b  +  c){a-^b-c)  ; 


Oa  =  -j—^  l/»(s  — a)(»-  b){8  —  c), 


g«=  2(,„^^.^/(«  +  ^  +  0(-g  +  g>  +  g)(<*-^+g)(«  +  ^~g); 


Q^~   g_^   /«(«  — a)(«  — 6)(s  — c), 


g'=   2(a~&  +  c)    /(a  +  ^  +  c)(-a  +  6  +  c)(a-&  +  g)(«  +  fe-g)- 
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Qe  =  -- — -  V«(«— a)(«  — 6)(«  — c), 

8  —  C 

ErU.  HS.    Es  ist  leicht,  ans  den  yorig^en  Ansdriicken  zu  bewahrheiten,  dasi  wirklich  (wie 
in  Antwort  21)  entsteht: 

Qq'8  =  Qa'is  —  a)  =  Qbis  —  h)  =  Qeis  —  C)  =  F, 

Man  erhält  aber  anch   andere  bemerkenswerte   Beziehungen  zwischen  den  yerschiedenen 
Grössen  g  selbst,  z.  B. : 

1111 

Q^-Qa  =  («  —  6) («  —  c)  und  ähnlidi  g^-gb  =  («  —  c)(8  —  a)  und  g^-ge  =  («  —  a)(8  —  b), 
ga'gb  -=8(8  —  c)  und  ähnlich  ga'ge  =  « (»  —  h)  und  gb-ge  =  ä  («  —  a) 
jeweils  durch  cyklische  Vertauschung.    Femer  entsteht: 

ga  gb  ge  ha  hb    ^  he  ^o  ' 

indem  man  die  drei  Formeln  in  (2)  addiert.  Auch  ist  dies  leicht  zu  bestätigen  durch  Einsetzung 
der  Werte  in  Erkl.  112  und  Antwort  45.  Feiner  erhält  man  durch  Vergleichung  der  Ansdrftcke 
in  Erkl.  112  und  118: 

QoQ<*  +  Qb-ge  =  («  — 6)  («  —  c) +  «(«  —  «)  =  2««  — «(a  +  6  +  c)  +  6c  =  2««  — «-2^?  +  ftc  =  fcr 
und  ebenso: 

?o?ft  +  ?«?c  =  ac  und  gQgc-{-gagb  =  ah. 
Femer  wird: 
gagb  —  goge  =  8{8  —  c)~-(8^a)(8-'h)=i8(a  +  b  —  c)  —  ab' 

=  ^(a  +  b  +  c)(a  +  h--c)^ab=  ^  +  ^"~^ 

und  ebenso: 

9bQc  —  go9a:= -^ uud  gagc  —  gogb  = 2 . 

Aus  diesen  beiden  Qrappen  wieder  wird  durch  Addition: 

9o9a  +  goQb  +  go9c  +  gagb  +  gbge  +  goga  =^ab  +  bc  +  ca 

gagb  +  gb  ge  +  gega  —  goga  —  goQb '-  goQe  = ^ . 

Und  durch  Addition  yon  je  zweien : 

9oQa  +  gage  —  goOb  —  gbge  =  {g^  +  ge)  (ga  —  gb)  = ^ 2 =  as-^ 

und  ebenso:  <• 

(€>o  +  ea)(96  — ?c)  =  6«  — c«  und  {go  +  Qb){ge-ga)  =  c^  —  cfi. 
Endlich : 

P«  ?*  +  P*  pc  +  ^c  ^a  =  « (»  —  a  +  »  —  6  +  «  —  c)  =  5  (3s  —  2«)  =  «2, 

gagbge  =  "/«» (8  —  a)  («  —  6)  (8  —  c)  =  8.^  =  »«.^q;  g^-ga-gb-ge  =  -^-^^  =  ^*•• 
und  daraus  zusammen: 

^0  Qa  Qb  +  ^0  Qb  ge  +  ^o  Qc  ga  =  F(B8  --Qs)  =  F'8  =  ga  gb  ge^ 

Frage  48.  Welche  Beziehungen  be- 
stehen zwischen  dem  Radius  r  des  Um- 
kreises eines  Dreiecks  und  den  übrigen       Antwort.    1)  Der  Mittelpunkt  de. 
Stucken  des  Dreiecks?  umgeschriebenen  Kreises   entsteht 

als  Schnittpunkt  der  drei  Mittel- 
senkrechten  der  Seiten.  Nennt 
man  also  naW^nc  die  drei  normalen 
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Figur  40. 


Erkl.  114.  In  Figar  40  ist  von  den  drei 
Radien  OA  =  OB  =  OC  nur  der  mittlere  ge- 
zeichnet und  ebenso  von  den  drei  Mittelsenk- 
rechten OF,  OQ,  OB  nur  die  mittlere.  Es  sind 
also  die  Dreiecke  analog  BOB^AOB  auch: 

AOQ^  COQ  mit  OA  =  OC  =  r,  OQ  =  nb, 

QA  =  QC  =  ^ 
und  ^ 

COP^BOP  mit  OC  =  OB=zr,  OP=na, 

a 


PC=PB=z 


2* 


Erkl.  116.  Einzeln  herausgehoben  ergibt 
sich  aus  nebenstehender  Ueberlegung  auch  die 
Beziehung: 

oder  getrennt: 


52 


4  ' 


Strecken  von  den  Seitenmitten  bis  zum 
Exeismittelpunkte,  so  bildet  der  Badius 
jedesmal  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit 
der  halben  Seite  und  dieser  Mittelsenk- 
rechten. Man  hat  nämlich  in  Figur  40 
im  Dreieck  BOR: 

BO  =  r,   OB  =  nc,  BB  =  -^', 

also  ist  nach  dem  pythagoreischen  Lehr- 
satze : 

oder: 

Ebenso  ist  aber  auch: 

OP=:na  und  OQ  =  nb, 
SO  dass  entsteht: 


(na  +  nb)(na-nb)  =  \(h  +  a)(h^a)  r«  =  fi«2  +  (|.y .    r2=^nb^  +  (^^y 


und  die  beiden  analogen.  Dabei  muss  gegen- 
überstehen fia  —  nb  und  6  — a,  nicht  a  — 5, 
denn  die  grössere  Seite  hat  die  kleinere 
Senkrechte  und  umgekehrt. 


oder: 
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Ebenso    erhält  man    wieder   analog   dem       2)  Nun  ist  aber  nach  den  Antworten 

"gongen:  ^^^  Fragen  160  und  161  des  IV.Tefles 

V2  +  a2  =  W2  +  62  =  V«+c2,  jß^g  mittelsenkrechte  Strecke  halb  so 

woraus:       ^  .g  __  ^  /j  —  1,2 _  2  gross  als  der  obere  Höhenabschnitt  auf 

/r  I  1  1.  A /J* .     i.*A  ~  /i.  I  ^'/^.       X  der  zugehörigen  Seite.   Bezeichnet  man 

(ha'  +  hh')  (ha'  —  ÄftO  =  (6  +  a)  (6  —  a)  ^j^^      ^  ^ 

wie  oben. 

mit  A'  die  oberen  Höhenabschnitte, 

Erkl.  116.  In  den  Antworten  160  und  161  ™*^  *"  ^ie  unteren  Höhenabschnitte, 

des  IV.  Teiles   ist   gezeigt   worden,    dass  in  so  wird  oben: 

Figur  40:  111 

OB#HW,   OP#HÜ,   OQ#Hr  «a^yV,  n^  =  —*»',  tic  = -^K\ 

ist,  und  alsQ. 

^  =  |irc  =  |v,  .  =  „+(!)■  =  (^V)'+(|)' 

jff r  =  -i-  jff ^  =  —  hb\  ^^^  demnach : 

Erkl.  117.    In  Erkl.  389  des  IV.  Teües  ist  _  1 

gezeigt  worden,  dass :  —  -2"  V  *«    +  <^  • 

r  +  (»o  =  na  +  nj  +  nc  =  3j  Nimmt  man  hierzu  noch  die  For- 

—  (9a  +  Qb  +  Qe  +  ^'Qo)i  ^^^^  ^^^^  ^^  Streckeu  r,  ^,  n  in  Ant- 

und  auch  dass:         ^  ^^^  1«2  und  Erkl.  389  des  IV.  Teüe.. 

^   ,  so  findet  sich  noch: 

ö —  nt  +  n«.  1/       ,         !  X 

Letztere  Gleicbung  verdoppelt  und  von  der  , 
vorhergehenden  abgezogen  liefert  die  letzte  der  '  ^^ 
nebenstehenden  Formehi.  ^^^^  ^  fia  +  m  +  nc  =  1(V  +  Ä*'+-M 

Erkl.  118.    Setzt  man  in  der  Formel:  ^^^  ^ 

nach  Antwort  16,  so  wird:       '  ^^"^'^  ^^^  ^^^'  analogen. 

" '  +  -T-^  =  r-7-  (hbhe  +  heha  +  ÄaÄ6) 


hb  hc  hbhc 

und  analog: 

h  c 

25=    ,    ,      (hbhe  +heha  +  hahb),  2«  =  -r-^— (ÄfcÄc+ÄcÄo  +  ÄaAft) 
ne  na  ha  nb 

Ebenso  entsteht  aber  auch: 
^a  +  h  +  e  =  2(8^a)=j^(-hbhc  +  hcha  +  hahb)=^j^(-hbhc+h^^^ 

=    ,     ,      (—  hbhe+heha-\-hahh) 
flaflb 

a  —  6  +  C  =  2(«—  &)=  (Ä6Äc  —  Äc  Äa  +  ÄaÄfc)  =  (ÄfcÄc  —  Ä<,Äa  +  ÄaÄfc) 

^5  r*«  '»c  na 

=    ,     ,       (ÄftÄfc  —  ÄcÄa  +  ÄaÄfc) 

a+6  — C  =  2(«~C)  =  -rr-^r-  (hbhe+hcha^hahl)  =  -t-i--(Ä6Äc +*«*«— ÄaÄfc) 
nbnc  hcna 

=    ,    ,      (ÄfcÄe  +  ÄcÄa  —  ÄaÄj) 
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Der  ansfUhrllche  Prospekt  und  das  ansführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „Yollständig  gelösten  Aufgabensammlung-  yon 
[)r.  Ad.  Kleyer**  kann  Tön  jeder  Buchhandlung,  sowie  von  der 
\'erlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gat  brochiert  am  den  sofortigen  aad  dauern- 

dOTL  Oebraach  zu  gestatten. 
2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsirerzeichnis,  Beriditigungen 

and  Erklftrongen  am  Schlosse  desselben. 
8).  Auf  jedes  einzehie  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8— 4  Hefte  zn  dem  Abonnementaprelae  von  26  Pfg.  pro  Heft 
6).  Die  Baibenfolge  der  Hefte  im   nachstehenden,   kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 

zeichnis  ist,  wie  am  dem  Proapekt  eraiobtlioh,  ohne  Jede  Bedeutung 

fflr  die  Interessenten. 
3).  Das  Werk  enthält  Allea,  was  sich  aberhanpt  aof  mathematische  Wissenschaften 

bezieht,  aUe  Lehrsätze,  Formehi  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen. 

Aalgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  angelöster  analoger  Auf- 

gaben  and  vielen  vortrefDichen  Figuren. 
7).  Das  Werk  ist  ein  praktieobes  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,   daa 

beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Tomüglichste  Lehrbuch 

lum  Selbststudium«  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  fOr  Fachleute  und 

Techniker  jeder  Art. 
S).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


■I^r  Das  vollsttndige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

^aim  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Haibjihrfich  erscheinen  Nachtrage  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


DriMk  Ton  Oftrl  Hamm  ex  in  Stuttgart 
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1177.  Heft. 


Preis 
de§  Heftet 

«5  Pf. 


Ebene  Elementar-Geometrie 

(Planimetrie).   5.  Teil. 

Dl«  FiBchen  der  geradlinigen  Figuren. 
Forts.  V.  Heft  1176.  —  Seite  49-64. 

Mit  8  Figuren. 


Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungeUster  Au^aben,  fOr  den  Schul-  &  Seitetunterricht  - 

mit 

Intf be  c4  Entileklnit  ist  beDotxttn  Sfttn,  Fonuls,  Ro^tlB  In  Yttda  isd  intiortiD 

eriftntert  durch    ■ 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

am  allen  Zweigen 
der  SeeheBkiuiBty  der  niedwen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  iphArbGlien 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analyiia, 
Differential-  tu  Integral-Rechnang,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Banmes  etc.);  — 
ans  aUen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik.  Graphestatik,  Chemie,  Geodisie,  Nantiky 
matiiemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Straften-,  Elsenbahn-,  Wasser-i 
BrflckMi-  n.  Hoehban'si  der  Konstmktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar*  o. 
Parallel-PerspeetiTe,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc 
fOr 

Schmer,  Studierende,  Kanoidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rs  etc. 
zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

I     Studium  9  znr  Fortbfilflo  bei  Schalarbeiten  und  znr  rationellen  Verwertung 
I  der  exakten  Wissenschaften, 

^  herausgegeben  ^on 

I  Hr.  Adolph  Kleyer^ 

JMft1ili«Bifttik«r,  Twreldelar  kttaigl.  pMuai.  Feldaauer,  Tsreidetar  groiih.  heiiiioh«r  CkomvWr  L  KUia« 
in  Frankfurt  a.  M. 
j  unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Erftfte. 

I     Ebene  Elementar-Geometrie  (Planimetrie). 

I  Fünfter  Teil. 

Sl 

I  Die  Flächen  der  geradlinigen  Figuren. 

p 

1  Nach  System  KleyeY  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  JT.  Saehs. 

I  Forts.  V.  Heft  1176.  —  Seite  49—64.     Mit  8  Figuren. 

I  Inhalt: 

{      Ueb«r  dl«  Anwendang    der  Flftohenifttze   anf  die  Beatiramnng  von  Streckengrössen.    —  TJeber  Figuren   mit 
JT  gegebeuen  Winkelbeziehangeu. 


1^  Stuttgart  1892. 

Vftrlflff    von    .T  I1 11 11  Q    MalAr. 
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Preisgekrönt  in  Franktart  >.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei  Werk,  welchem  kein  ähnliches  sur  Seite  steht »  erscheint  monatliGh  in  S— 4 
Heften  su  dem  billigen  Preise  ▼on  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlnng  der  widttif- 
sten  und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Ctesamtgeblete  der  Mathematlky  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie ,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Elsenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstraktiyen  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  ToUstlndig 
geKHiter  Form,  mit  ylelen  Figuren,  Erklftmngen  nebst  Angabe  und  Entwiek^nng  der 
benntiten  Sfttse,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösimg 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grossere  Ansahl  der  Hefte  «• 
schienen  ist,  da  dieselben  sich  In  Ihrer  €fesamthelt  erglnien  nnd  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  ▼orliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  yon  nngelOsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  besflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Stndierendes 
ftberlassen  bleiben,  und  sugleich  von  den  Herren  Lehrern  tda  den  Schulunterricht  benatit 
werden  können.  —  Die  LQsnngen  hieran  werden  spftter  in  besonderen  Heften  f&r  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneldi- 
als,  Beriehtigangen  und  erlSntemde  Erldimngen  Aber  das  betrelfende  Kapitel  nur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  sun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwlBseB 
Bchaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  IL  CM.,  glMeb« 
berechtigten  höheren  Bllrgersehnlen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  Bealgynmaalen,  Prt- 
•  gymnasien,  Sehnllehrer-Seniinaren,  Polytechniken,  Teehnlken,  Bangewerineholes, 
Qewerbesehnlen,  Handelssehnlen,  techn.  Torbereitnngssehnlen  aller  Arten,  gewerbllcke 
Fortbildnngssehnlen,  Akademien,  üniTersitftten,  Lan^  nnd  Forstwissensehaftasehulsi, 
Mültlrsehnlen,  Torbereitangs-Anstalten  aller  Arten  als  a.  B.  fOr  das  Bl^fUirigwFrel- 
willige-  nnd  Qfflaiers-Ezamen,  etc. 

Die  Schlier,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischeil  mc 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelOete,  Aufgabea- 
Sammlung  inimerwfthrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  et& 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  sum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  de^ 
Jenigen  Aufjgaben  geseigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflftingen  zu  lOsen  haben,  zugleich  aber  aock 
die  ttliemas  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgefohrt 

Dem  Lelirer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  krSftlge  Stütae  f&r  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  TeUes  der  mathematmckeD 
DlsiipHnen  —  inm  AnflSsen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  Irann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eme  toD- 
st&ndige  Anleitung  in  die  EÜUide  gegeben  wird,  entsprechende  Anligaben  an  lUsen,  die  ge- 
habten Segeln,  Formeln,  Sfttze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  an  Torwerten.  Lwt^  Liebe 
und  Yerstindnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  bigenienren,  Arcldtekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Milltin 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AatfHsehnng  der  erworbenen  und  rielleicht  ▼ergeaaenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Benft* 
zweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  der  Namen 
▼erbreitet  —  WOnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  YeifuKr, 
Dr.  HeycTy  Frankfurt  a.  M.  Uschorfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  fUefigosg 
ihnnliehst  berflckslGhtigt. 

stattgwt  Die  Yerlii|psliandliiiig. 
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üeber  die  Anwendung  der  Flächensätze  auf  die  Bestimmiuig  yon  StareckengrOasen.      49 


Seist  man  diese  Werte  ein  in  die  Formel  F  =  ^s  (s  —  o)  («  —  h)  (a  —  c),  so  entsteht: 


F=z 


as 


b^ 


TT—   ^^^  — 


IT  -    ^^*   - 


C«  -_.  che 

___.Tr  =  — ,wo: 


Tnd  hieraus  erhält  man  Werte  fttr  die  Seiten  und  fflr  den  Flächeninhalt  aus- 
gedrückt allein  in  den  Hohen  des  Dreiecks: 

_  2^»Afe«»M  _  _2^  ,  _   ^hhht^h^  _    2  _   2hch^hc*  _  _2_ 

** ""  W  *"*«'"''  W         T  hh'^'     ^^  W         "  he'^' 

also  durch  Einsetzung:  F  = J^   '    =:  w,  wo  jedesmal  wieder  TV  gleich  obigem  Wurzel- 


ausdmcke,  dagegen: 


W 


""  V  VÄa  "^  Äfe  +  Äc  j  V    ha   "^  hh    "^  hc  )  \ha  A*  "^  Äc  j  V*«  "^  Afc     Ac  / 


Frage   49.      Welche   Beziehungen 
Uefert    der    allgemeine    pythago-       Antwort.    Ist  CD  in  Figur  41  die 
reische  Lehrsatz  für  die  Mittel-  Mittellinie  m^  des  Dreiecks  ABC  und 
linien  des  Dreiecks?  ce  die  zugehörige  Höhe  A„  so  ist^DC 

ein  bei  D  spitzwinkliges  Dreieck 
^ifin»  41.  mit  Seiten: 

AD  =z^,  AC  =  h,  CD  =  nicrmd  DE  =  pc, 

nämlich  Projektion  von  CD  auf  ABy 
also: 

b^  =  m,^  +  (^^y^2.^.FD. 

Femer  ist  BCD  ein  bei  D  stumpf- 
winkliges Dreieck  mit  Seiten: 

BD  =  —,  BC  =  a,  CD  =  nie  und  DE  =  qcj 

Erkl.  119.    Ist  der  Winkel  a  des  Dreiecks  nämlich   Projektion   von    CD   auf  AB, 
ABC  ein  stumpfer,  so  bleibt  nebenstehender  ai»^. 

bestehen:  Es  faUt  «war  Punkt  ^^'  .    .2 

Addiert  man  diese  beiden  Gleichungen, 
so  fällt  +2.-|--J5'Z)fort,  und  man  behält: 

also  die  Aussage: 

Satz  17.  Die  Summe  der  Quadrate 
zT^^eier  Dreiecksseiten  ist  gleich  der 
doppelten  Summe  der  Quadrate  der 
halben  dritten  Seite  und  deren  zu- 
gehöriger Mittellinie. 
Und  für  m^  selbst  erhält  man  aus 
jener  Gleichung: 

ii)' 


Beweis  wörtlich  bestehen:  Es  fftUt  «war  Punkt 
E  ausserhalb  AB  über  A,  aber  doch  ist  ^DC 
bei  D  spitzwinklig,  BDC  bei  D  stumpf- 
winklig. Es  gelten  also  für  alle  Gattungen 
Ton  Dreiecken  die  Formeln: 


b2  +  C«=  2 

c«  +  a«  =  2 


m^'\- 


und  einzeln  rückwärts  ausgedrückt 


»la  =  4  Välfe^+c«)  — a« 


nih 


m,  =  i-  V2(a2  +  d2)-c«. 


oder: 


nte^^ 2 


Sacha,  Ebene  Elexnentar-Geometrie.  Y. 


fii.  =  y\/2(a2+ 62) -.<.«. 
4 
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Ebene  Elementar-Geometrie.  —  V.  Teil, 


EiU.  120.  Die  Entstehnng  der  letzten  der 
nebenstehenden  Formeln  ergibt  sich  folgender- 
massen: 


m«  = 


2 
a2  4-&2 


f__  2(ag-4-fc«) 


4 


1 


Erkl.  121«  Die  Ueberlegung  am  Schiasse 
der  nebenstehenden  Antwort  lässt  sich  in  einem 
eeometrisdien  Ortssatze  zusammenfassen  wie 
folgt: 

Satz«  Der  geometrische  Ort  für  einen 
Punkt,  dessen  Entfernungen  von  zwei  festen 
Punkten  A  und  B  eine  bestimmte  Quadrat- 
summe  S  ergeben,  ist  der  Kreis,  welcher  den 
Mittelpunkt  von  AB  zum  Mittelpunkt  und 

die  Grosse  m  =  -5-  y2S— c«  zum  Radius 
hau 


Da  in  diesen  Fonneln  die  Grössen  r 
und  Ä*  nur  in  der  geschlossenen  Grappe 
a*4- J*  vorkonmien,  so  müssen  dieselben 
gelten  für  alle  Dreiecke,  in  welchen  die 
Strecken  c  und  w^  gleiche  Grösse  haben, 
deren  Spitzen  also  auf  dem  um  B  mit 
Eadius  m^  errichteten  Kreise  liegen. 

(Man  vergleiche  den  Satz  in  ErkL  95 
als  besonderen  Fall  des  allgemeineren 
Satzes  in  Erkl.  121  für  diese  Beziehung.) 


2 


Frage  50.  Welche  Gleichungen  zwi- 
schen den  drei  Mittellinien  unter- 
einander ergeben  sich  aus  der  vorigen 
Antwort? 

Antwort.    Setzt  man  die  drei  Glei- 
Erkl.  122.  Als  Zusammenfassung  der  uehen-  chuugen  fiir  die  Mittellinien  in  Erkl.  119 
stehenden  Gleichungen  zu  dreien  erhält  man:  fol^endermassen  an* 

4  (ma« -f  mt«  +  mc2)  =  3  (a2  +  68 -I- c2), 
indem  rechts  z.  B.: 

—  a2  +  2a«  +  2a2  =  8a2 
entsteht.    Folglich  einzeln: 


nia2  4-,„j,«  +  we2  =  -2-(a*+62  +  c« 


und: 


«2+62  4- c2 

1)       4Wa2- 


(ma2-}-mft«4-tWc2). 


4w«2  =  2(62  +  c2)--.a2, 

4m»2  =  2(c2  +  a2)  — 62, 
4mc«=:2(a2  4-6*)  — c2, 

so  kann  man  durch  entsprechende  Ad- 
ditionen bezw.  Subtraktionen  Beziehungeo 
herstellen,  in  welchen  nur  noch  zwei  oder 
gar  nur  eine  der  drei  Seiten  des  Drei- 
ecks vorhanden  bleiben  : 


-4wfc2  =  262  +  2c2  —  a2  —  2f2  —  2a2-f  62  =  362. 

also: 


8a2, 


•Wa«  —  fWfc2  =  ~  (62  —  «2). 

2)  Oder:    4iw«2H-2.4»i62=:  262-i-2c2  — a2J+4c2+4a2— 262  =  6<?2+3a2. 

also:  8 

»ifl2  4- 2iiift2  =  ^  (2c8  +  a>). 

3)  Endlich:  2(4»wa2  +  4m62)-4f«c2  = 

462  +  4c2  — 2a2  +  4c2  +  4a2~26«— 2o2  — 262  +  c«  =  9f«, 

also:  Q 

2  (m««  +  m62)  —  mc«  = -j- c«. 

4)  Berechnet  man  hiemach  die  Fläche  des  Dreiecks  aus  den  drei 
Mittellinien  statt  aus  den  drei  Seiten,  indem  man  in  der  Formel 
fdr  F  die  Werte  einsetzt,  so  entsteht  (siehe  Erkl.  124): 
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lieber  die  Anwendimg  der  Flächensfttse  anf  die  Bestimmung  yon  StreckeDgrössen.       51 

und  ersetzt  man  hierin  wieder,  analog 
wie  oben: 

w6  +  i«c  =  2«<y  oder  a  = —^—^ » 

SO  wird: 

4      . 

-F  =  y  y«r((r  — w«)((r  — «i6)((r  — m«). 

Erkl.  128.    Die  Grappen  4er  obenstehenden  Formeln  zn  je  dreien  lanten: 

4  4  4 

4  4  4 

me«  — wt.2  =  -|-(a2  — c2),       wt<.2  +  2ma2  =  ~(262  +  c2),      2(mc2  +  wa«)  -  mj«  =  -|-6«. 

Ans  der  erstem  folgt  wieder  einzeln: 

(f»a  +  mb)  (nia  —  ntb)  =  8  (  — ? —  )  (  — k —  )  5  ^uid  die  zwei  analogen. 

Und  darans  wieder  ist  zu  entnehmen,  weil  nta  —  tnb  nnd  h — a,  nicht  a — &,  gegenüberstehen, 
dass  znr  kürzeren  Seite  die  längere  Mittellinie  gehört  nnd  umgekehrt. 

Man  kann  obige  Gleichnngen  auch  rückwärts  anflOsen  nnd  darans  jeweils  einen  Ansdmck 
ftlr  eine  der  drei  Seiten  ans  einer  zweiten  nnd  ihren  beiden  zugehörigen  Mittellinien  beiw.  einer 
zweiten  Seite  nnd  den  zwei  andern  Mittellinien  herleiten: 


h  =  y  c«  _  ±(W62-  nie«)  =  ya2-y(m*2-ma«)  =  y  i-(^j2  +  2mc2)-2a2, 
und  ebenso  ans  der  dritten  Gmppe  für  die  Seiten  ans  den  drei  Mittellinien  allein: 


2   ./i— — ,         2 


a  =  y  \/2(m62  +  mc«)  — ma«,     2»  =  y  V2(Wc2  +  ma2)  — m*), 


«  =  y  V  2  (Wo«  +  mft«)  —  mc«. 

Erkl.  124.    Die  Umrechnnng  ans  dem  Flächenansdmck  in  den  Seiten  nach  jenem  in  Mittel- 
linien geschieht  am  besten,  nachdem  man  den  Ansdmck: 

F=  l/«(«— a)(«— &)(«— c) 
omgerechnet  hat  in: 

1 


dadurch,  dass  man  hierin  die  Werte  für  die  Quadrate  aus  obigen  Formeln  einsetzt  und  so  erhält: 

F  =  —  \/2  w«2  m^  +  2m»2  me«  -f-  2  mc«  w««  —  m«*  —  «i6*  —  Wc* 
o 

=  -g-  V  er  (er  —  ma)  (tf  —  m^)  (<y  —  tne). 

Frage  51.  Welchen  Wert  erhält 
man  für  eine  beliebige  Transversale 
durch    einen    der   Winkelscheitel    des 

Dreiecks?  Antwort.    Bezeichnet  CD  =  Wy  m 

Fignr  42  und  43  eine  beliebige  Trans- 
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F%ar  42.  Fignr  48. 


Erkl,  125.  In  Figur  42  ist  wy  als  Winkel-  versale  durch  den  Eckpunkt  C,  so  ent- 
halbierende  des  Winkdsy  gezeichnet  nm  daran  gj^hen  auf  der  Gegenseite  c  zwei  Ab- 
später die  Beziehungen  für  diese  Strecke  ab-  jjpi,-.ixx^. 

zuleiten.     Es  werden  sich  nämlich  besondere  scnnine:  ^      .  j.  _     „ 

Werte  für  die  Grössen  c',  c"  ableiten  lassen,  BD  —  Cy,^    AD  —  Cu,  ^ 

welche  dann  genauere  Ausführung  der  neben-  xoii.  diese  bilden  die  Dreiecke  BDC  mit 

stehenden  Formeln  gestatten.  g^-^gj^  a,  Wy     &  und  ADC  mit  Seiten 

b,  tVyj  cf*.    Bezeichnet  man  nun  mit  x 

Erkl.  126.  Der  in  nebenstehenden  Formeln  das  Stück  der  Grandseite  c,  auf  welches 

aufgestellte  Satz  ist  zuerst  gegeben  worden  von  sich  w  projiziert  (also  den  Abstand  von  D 

Stewart«  und  ist  daher  nach  ^esem  benannt,  ^is  zum  Fusspunkt  der  Höhe  Ac),  SO  er- 

In  demselben  smd  als  besondere  Fälle  enthalten  ».„i.    _^^   ^„^   ^^^  ^,«„«u^«i.««  «^r^i.« 

die  oben  schon  gefundenen  Sätze  fttrMitteUinien  ^^^  "^^^  ^*^  ^^^  erweiterten  pytha- 

-   ■  goreischen  Lehrsatze  in  Figur  42  (bezw. 

43): 

-,     also  durch  Addition  der  mit  &*  bezw.  ^ 
erweiterten  Gleichungen: 


und  Höhen.    Es  ist  nämlich  für : 

e 


»!«...«'  =  <?"  = 
pg'C  +  ftg'C 


2' 


also: 

•"^"^  2c  4-2 

wie  oben  gefimden.    Ftlr  hc  aber  ist: 


also: 


Äe  = 


ag'g  +  &g'j? 


-pq. 


Setzt  man  hierin: 

a«  =  62  +  c«  — 2cg, 


so  wird: 

Äc  =  —  (b^q  +  ßgff  —  202*4-  ^gj?  —  ^P«) 
c 

=  -^[bHq+p)  +  cH-eqi'-cq(q+p)] 


=  —  (fege +  0*5  — egg - 


-egg) 


a2.c"  -f  62.C'  =  f<;g  (c"  +  c')  +  c'g  c"  +  c"gC 
oder: 
a2  c"  +  6gc'  =  «^g  (c"  +  cO  +  c'e"  (c"  +  <r') 

Nun  ist  in  Figur  42: 

in  Figur  43: 

c"  —  c'  =  c, 

also  entsteht  für  die  Figur  42: 

agc"  +  6gc'  =  jrg.c  +  c'.c".i: 
oder: 


=  —  (ftgc  —  egg)  =  ftg  —  gg. 


ITyg  = 


ggc'^  +  ftgc^— e«c^c'^ 


_  ggc^^  +  ftgc^ 

ErkL  127.     Führt   man   den  Beweis    fttr  ^ 

Figur  43  einzeln  aus,  so  entsteht:  und  ebenso: 

also  durch  Ueberführung  der  Zeichen,  analog  __  ^^g"  +  g^g' 

Erkl.  89,   beim  pythagoreischen  Satze:   c'  afi  a 


■c'-c" 


Wy=. 


6go"  +  cgo'— a.o'a" 

Wog  = ■ 

a 
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negaüye  Grösse,  weil  nach  der  Anssenseite  des 
Dreiecks  gerichtet,  wie  nebenstehend: 


ufß^  =z 


e^h* 


h 


b 


6'.  6" 


6)  Ueber  Figuren  mit  gegebenen  Winkelbeziehnngen. 


Frage  52.  Wie  verhalten  sich  die 
Flächeninhalte  von  Dreiecken,  bei 
welchen  zwei  Seiten  gleich  und 
die  eingeschlossenen  Winkel  supple- 
mentär sind? 

Figur  44. 


Antwort.  Sind  ABC,  und  ABC^ 
in  Figur  44  zwei  Dreiecke,  in  welchen: 

AB=iAB,   AC^  =  AC^, 
^BAC\  ==  IW^—  BAC,, 

80  müssen  C,  und  C,  auf  einem  um  A 
beschriebenen  Kreisbogen  liegen.  Fällt 
man  dann  von  Cj  und  C^  die  Höhen 
auf  Cj  so  wird  im  Dreieck  AC^E: 

^EAC^  =  1800—  B^C„ 

also  =DAC,  sein. 

Demnach  haben  diese  Dreiecke  gleiche 
Winkel,  und  die  Seiten  AC,  =  AC^^ 
also  ist: 

^ADC^^AEC^  nnd  EC^  =  DC,. 

Daher  haben  die  Dreiecke  ABC,  und 
ABC^  nicht  nur  gleiche  Grundseite  AB, 
sondern  auch  gleiche  Höhe  C,D  =  C^Ej 
sind  also  inhaltsgleich. 
Erkl.  128.   Le^  man  die  Dreiecke  ABC^       (Die  Schlussfolge  mit  den  Winkeln 

Tl^tr^^TF^^^f^i'^B^I^S^S^  konnte  anch  so  geschehen: 


Kreisbogen  um  A  sn  liegen  nnd  anf  eine  Par- 
aUele  su  AC,  also  werden  die  von  B,  und  B, 
anf  h  gefällten  Höhen  ebenfalls  gleicbgross. 
Man  kann  daher  folgende  Anaaage  machen: 

Sati.  Wenn  in  zwei  Dreiecken  snpple« 
mentäre  Winkel  von  gleichgrossen 
Seiten  eingeschlossen  werden,  so  haben 
die  Dreiecke  gleichen  Inhalt  nnd  cn 
den  p^leichen  Seiten  anch  gleiche  ange- 
hörige  Höhen.  


<J:C,iiB  =  1800  — C,^B, 
^C^C^A  =  CjCjii  =-i-(1800—  C^AC,) 


(1800 -C,^B  +  C,^B) 


Folglich: 


=z-^{C,AB  +  C,AB)=zC^AB. 


Cj  C,  II  AB  nnd  C,  Z>  =  C^E.) 


Frage  68.  Wie  verhalten  sich  die 
Flächeninhalte  von  Dreiecken,  welche 
einen  Winkel  gleich  haben? 

Erkl.  129.  Während  die  Fläche  einer  ge- 
wöhnlichen Fignr  in  Qnadratdnheiten  ausge- 
drückt wird,  ist  in  nebenstehender  Ansführimg 
eine  Fläche  von  Bhombnsgestalt  als  Masseinheit 
gewählt.  Es  kann  jede  beliebige  Fläche  als 
Masseinheit  gewählt  werden,  solange  die  Zahlen- 
werte nicht  untereinander  verwechselt  werden. 
Nnr  wenn  die  Zahlenwerte  in  Betracht  kom- 
men, ist  es  erforderlich,  dass  alle  Grössen  mit 
gleichem  Masse  gemessen  werden.  Im  neben- 
stehenden Beweise  werden  aber  zwei  Flächen 


Antwort.  Sind  A,B,C,  und  A^B^C^ 
(s.  Figur  45)  zwei  Dreiecke,  in  welchen 
^B,A,C,z=B^A^C2  ist,  so  ist  jedes 
Dreieck  die  Hälfte  eines  Parallelogramms 
A,B,C,D,  bezw.  A^B^C^D^^  in  welchen 
nunmehr  sämtliche  Winkel  entsprechend 
gleichgross  sind,  nämlich: 

^A  =  ^A,  =  ^D,  =  <^D,, 

<^B,  =1800-^,  =  <^C,  =  <^B,=  <^C,. 

Da  es  sich  nun  hier  nur  um  die  Ver- 
gleichung  der  beiden  Flächeninhalte 
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Figur  45. 


mit  gleichem  Hasse  gemessen,  die  Ergebnisse 
verglichen  und  daraus  ein  allgemeines  Ergebnis 
erreicht. 


Erkl«  180.  Die  Bestimmung  des  Flächen- 
inhalts des  Dreiecks  war  bei  der  gewöhnlichen 
Untersuchung  ebenfalls  durch  Darstellung  als 
Hälfte  eines  Parallelogramms  bezw.  Bechtecks 
geschehen.  Die  gegenwärtige  Bestimmungs- 
weise fällt  mit  jener  zusammen,  wenn  der 
Winkel  ein  Rechter  ist  Denn  dann  wird 
das  Bhombus  zum  Quadrat,  die  Dreiecke  sind 
rechtwinklig.  Dass  rechtwinklige  Dreiecke 
sich  verhalten  wie  die  Produkte  der  beiden  Ka- 
theten, folgt  schon  aus  dem  früheren  Satze,  dass 
die  Fläche  gleich  ist  dem  halben  Produkte  der 
Katheten;  also  verhalten  sich  verschiedene  eben 
wie  diese  Produkte. 


handelt,  nicht  aber  um  deren  ziffem- 
mässige  Berechnung,  so  kann  man 
als  Flächeneinheit  auch  eine  andere 
Flächengrösse  nehmen  ^s  das  Quadrat, 
dessen  Seite  gleich  der  Längeneinheit 
ist  Wählt  man  nämlich  als  Flächenmsss 
das  Bhombus,  dessen  Seiten  gleich 
der  Längeneinheit  und  dessen  Winkel 
gleich  den  Winkeln  der  beiden  ge- 
gebenen Parallelogramme  ABCD  sind, 
so  kann  man  folgendermassen  verfahren: 
Misst  man  die  Längen  der  Parallelo- 
grammseiten und  zieht  durch  die  Teil- 
punkte Parallelen  zu  den  Nachbarseiten. 
so  wird  jedes  Parallelogramm  zerlegt  in 
eine  Anzahl  von  Streifen,  deren  Länge 
gleich  der  Länge  der  einen  Seite,  und 
von  denen  jeder  Streifen  so  viele 
Rhombenflächen  enthält,  als  die 
Länge  der  andern  Seite.  Ausgedrückt 
in  diesen  Flächeneinheiten  ist  also  die 
Fläche  des  einen  Parallelogramms  Hj-ip 
die  des  andern  a^^b^.  Die  Flächen  der 
gegebenen  Dreiecke  sind  also,  ausge- 
drückt in  denselben  Rhombusflächen: 

BUdet  man  nun  den  Quotienten 
dieser  beiden  Dreiecksflächen,  so  fiUt 
die  Massgrösse  ganz  weg,  und  es  bleibt: 

Man  erhält  also  die  Aussage: 

Satz  18.  Die  Flächeninhalte 
zweier  Dreiecke  mit  einem  gleichen 
Winkel  verhalten  sich  wie  die  Pro- 
dukte der  zwei  den  gleichen 
Winkel  einschliessenden  Seiten. 
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Frage  54.  Wie  gestaltet  sich  das 
vorige  Ergebnis  für  Dreiecke  mit  drei 
gleichen  Winkeln? 

Fignr  46. 


Antwort.     Ist    in    den   Dreiecken 
A^B^C^  und  A^B^C^  der  Figur  46: 

1)  ^  «1  =  «j » 
so  hat  man: 

SO  hat  man: 
Demnach  muss: 


Erkl.  181.  Man  kann  in  einer  Proportion 
die  inneren  Glieder  yertanschen,  ohne  die  Gleich- 
heit beider  Seiten  anfznheben.  Anch  kann  man 
eine  Proportion  in  Bmchform  schreiben,  da  ja 
eine  Proportion  nur  die  Gleichheit  zweier  Brttche 
bezw.  Qnotienten  darstellt.  Ans  der  Schreibung 
in  Brachform  lassen  sich  die  Eigenschaften  des 
Kürzens,  Vertanschens  n.  s.  w.  am  leichtesten 
beweisen. 

JBrkl«  182«  Dreiecke  mit  drei  gleichen  Win- 
keln werden  ähnliche  Dreiecke  genannt. 
Genauere  Betrachtung  derselben  erfolgt  im 
siebenten  TeUe  dieses  Lehrbuches.  Hier  aber 
schon  erhält  man  nebenstehenden  Satz,  sowie, 
weil  b^  c,  '\c^  =  «1  Cj :  a,  Cj  =  a,  b^  :  a,  fej , 
anch  die  Beziehung: 


oder: 


sein. 


a,  c,  s  Jj  Cj  ^  ttj  Cj :  63  Cg 


oder: 


'.b^i c^  =  a,  :  2*2 : c. 


also  in  Brachform: 


Durch  Kürzung  mit  c^  bezw.  c^  er- 
hält man: 

«1  •  ^1  =  «j  •  ^j 
oder: 

a, :  fl,  =  &, :  b^ 

oder  in  Bruchform: 

«1  _  ^1 

^T      .  ^^       *« 

Nun  ist: 

also: 

F^:F^  =  a,  \  :  a,6j  =  —^-r^. 

Setzt  man  hier  das  vorige  ein,  so 
wird: 

F  :F  =-?L.J!l.  =  ^. 

Satz  19.  In  ähnlichen  Drei- 
ecken verhalten  sich  die  Flächen 
wie  die  Quadrate  je  zweier  ent- 
sprechenden Seiten,  und  sind 
daher  die  Quotienten  je  zweier 
entsprechenden  Seiten  gleich- 
gross. 


Frage  55.  Welche  Erweiterung  er- 
fährt Satz  18  in  Rücksicht  des  Ergeb- 
nisses der  Antwort  von  Frage  52? 

Erkl«  188.  Das  Entscheidende  bei  neben- 
stehender üeberlegnng  ist,  dass  bei  der  Ver- 
tauschnng  des  Winkels  mit  dem  supplementären 
die  beiden  Seiten  gleichgross  bleiben,  deren 
Produkt  in  Satz  18  bestimmend  auftritt.  3Ian 
kann  also  sagen: 

Satz  18a.  Dreiecke  mit  einem 
gleichen  oder  supplementären 
Winkelpaare    verhalten    sich    wie 


Antwort.  Da  nach  Antwort  der 
Frage  52  ein  Dreieck  mit  einem  spitzen 
Winkel  gleichgross  ist  einem  Dreieck 
mit  supplementärem  Winkel  zu  jenem, 
so  muss  sich  Satz  18  auch  auf  solche 
ausdehnen  lassen.  Denn  hat  man  zwei 
Dreiecke  mit  einem  supplementären 
Winkelpaar,  so  kann  man  das  eine 
vertauschen  mit  einem  andern,  welches 
dieselben  einschliessenden  Seiten, 
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die   Produkte    der    diese  Winkel  aber  den  supplementären  Winkel  hat 
einschliessenden  Seiten.  und  für  das  80  erhaltene  Paar  von  Drei- 

ecken  gilt  Satz  18. 


Frage  56,  Welches  Ergebnis  für 
die  Winkelhalbierenden  eines  Drei- 
eckswinkels erhält  man  auf  Grund  der 
Sätze  18  und  18  a? 

Figur  47. 


Antwort  Die  beiden  Dreiecke  ÄDC 
und  BDC  in  Figur  47  haben: 

1)  <^BCD  =  ^ACD, 

folglich: 

2)  <J:B2)C=  1800  — ^2)C, 
folgUch: 


Man  erhält  also: 


texc'te 


c'ic"  =  a:h. 


ErU.  1S4«     Das   nebenstehende   Ergebnis  Q^er* 
lässt  sich  in  dem  Satse  aussprechen: 

Die  auf  einer  Dreiecksseite  durch  .  , 

die  Winkelhalbierenden  gebildeten       Dadurch  Wird,   zusammengenommen 

Abschnitte    verhalten    sich    wie    die  mit  der  Gleichung  c'-i-cf'  z=z  c: 
anliegenden  Seiten. 

Darin  sind  enthalten  die  Oleichungen:  c'  =    ^'^    ,     c"  =  — ^ 

a':a-  =  6:c  oder   ft-a"  =  ca',  ^  +  ^  *  +  ^ 

h':b"=:e:a  oder  c^b"  ==  a-h*,  und  eingesetzt  in  die  Gleichungen  der 

c« :  c"  =  a :  5  oder  ac"  =  h-c*.  Antwort  auf  Frage  51 : 


»ffy*  = 


ahc(a-\'b) 


tt'b-c^ 


abdi 


c(a  +  b)  (a-\-b)*                  (a  +  ft)* 

Hiefür  kann  man  schreiben: 

a  +  ft  +  c     a-f-ft  —  c  ab 

ab 


iTy*  =  a6 


tCyi 


{a  +  b)^ 

2 

a  +  b  ' 


a  +  b 

'28-2(8  — e)  = 


(a  +  b)^ 
Aab 


(a  +  b  +  c)(a  +  b'-c). 


•0, 


also: 


Ya'b'8(8  —  c)  = r-r-  Va'b'(a  +  b  +  c){a  +  b  —  c). 

a  -Y"  0 

Will  man  umgekehrt  eine  Seite  aus- 
drücken aus  einer  Winkelhalbierenden 
und  deren  zugehörigen  Seitenabschnitten, 
so  erhält  man  aus  w;/  =  a'6  — cV 

c" 

durch  Einsetzung  von  6  =  — p-a: 


-a^-ec" 
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Erkl.  1S5.    Die  Gleiehnngen   der  neben-  also: 
Btehenden  Ueberlegnngen  bilden  folgende  Qrnp- 
pen: 


a«~  =  iry«+c'c", 


a"  = 


ca 


e  +  a' 


b  +  c 
Ferner: 


,    J"  = 


ab 
c-f-a 


,    «''  = 


a  +  b  ' 

be 
a  +  b' 


1  «____ Q  

ira2  =  t-c  — a'.a",     ig«  =  ^^_    V^t(?(a  +  ft4-c)  (— a  +  6  +  c)  =  l/ftc«(«  — a); 


ir/j- =  c«a  —  &'«  5",     ir/5  = 


6  +  c 
1 


5  +  c 


V  ca(a  4-  6  -f  c)  (a  —  5  +  c)  = 


V<Ja«(a-6); 


tc^  =  a'b''  c'.c",     iTy  =  -j-|-y  j/aft (a  +  6  +  c)  (a  +  5  -  c)  =  -^^  \/aft«(«-c) ; 


Femer: 


a'.6'.(?'  =  a".6".(?" 


a' 


c"-a" 


c'.a' 


Frage  67,   Welche  Folgerungen  fflr 
den  Badius  des  Umkreises  und  die 

Höhenabschnitte  liefert  Satz  19?         Antwort    Da  nach  den  Erkl.  382 

und  383  des  IV.  Teiles  die  in  Figur  48 


Figor  48. 


Erkl«  186.   Als  Peripheriewinkel  anf  Bogen 


bezeichneten  Winkel  bei  C,  0,  H  gleich  y, 
sowie  bei  Ä  und  B  =  90  —  y  sind,  so 
mfissen  in   den  Dreiecken   ÄSO   mit 

Seiten  r,  y,  tic  =  yA/,  und  AD C  mit 

Seiten  b  und  K  und  pa^  sowie  ÄEH 
mit  Seiten  A«',  i?*,  h^'y  und  anderseits 
ÄJ5;C  mit  Seiten  a,  A»,  g*  und  BDH 
mit  AftS  g«,  Aa"  die  Flächen  sich  ver- 
halten wie  die  Quadrate  entsprechender 
Seiten,  und  die  Quotienten  entsprechen- 
der Seiten  gleich  sein.  Man  kann 
daher  ansetzen: 

r    _    b    _  hg'  _    a    _  hb' 

^  C/,   ""    Äa  1>6     "*    Ä&     ""     qa 

und 

r    r      5    ha    ö    ^fe* 

"«7  ""    ÄV/7  ""  ^  ""    Ä&"    ~    3fr    ^    Äa"  * 

Hieraus  ergibt  sich  eine  ganze  Beihe 
von  Folgerungen,  nämlich: 

C'b  ca  hc'-ha'         Äc'-ä*' 


2^  ~  2'Pb   ~    2Äft"  2ha" 

AB  iBt  <^u4CB  =  y  =  Y^ö^  =  ^ö^-  und  als  entsprechendes  drittes: 

Ferner    ^CAD    im    Dreieck    ACD    gleich  ^  = -^^  = —— 

900-.;^  =  0^i2    nnd   deswegen    weiter   im  2'hc  2V 
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BreieGk  AHE  äei  ^AHE^dO^-'EHA^:       i)  Nimmt  man  hiervon  einzeln  das 

und  ersetzt  darin  K  nach  Antwort  der 
Frage  45  durch: 
2 


ah  a-h'C  — /«(«  — a)(«  — 6)(«  — c)  =  — F, 

—  —  e  e 


2  AF     —  rt    , 

— F  80  findet  man: 

c 

ü'b'C  ahe 


— ,    also    Äa'-Äi»"  =  Ä6'-Ä6"  =  Äc'-Äc"; 


4  \/«(«  — a)  (a  —  b)  («  —  <?)  \/(a-|- 6 +  c)  (— a-|-6 -j-c)  (a— fc  +  c)  (a  + J-c)  * 

2)  Femer  entsteht  aus  obiger  Gruppe: 

hg'     _  Hb' 

hö"   ""  ha" 
a-qa^  hb'hb\    b'qt  =^  he'he,    c«gc  =  Äa-Äo'; 

ü'Pa  =  he-hc\      b'Pb  =  ha'ha\     C*Pe  =  hb'hb". 

3)  Setzt  man  endlich  noch  die  dritte 
Gruppe  von  Gleichheiten  der  Quotienten 
der  Seiten  obengenannter  Dreiecke  an, 
so  wird: 

C       __    ho_  __      Pb      __    hb_  __       gg 

hc'    "  pa   '^    hb"    ~  qb    ~   hu"  ' 

und  daraus  weiter: 

Pa-qa  =  ha'ha'%     pb-qb  =  hb'hb'%     pe-qe  =  Ätf-V. 

4)  Wird  auch  im  erweiterten  p^rtha- 
goreischen  Lehrsatze  das  Ergebnis  2 
von  oben  eingesetzt,  so  entsteht: 

a«  =  52  +  c«  +  2cq  =  6«  +  c«  +  2ha'ha\ 
6«  =  c«  -f  ö*  ±  2ag  =  c«  +  a«  +  2*6-*^', 
c2  =  a2-f  6«±  2ftg  =  a^+  6« ±  2Ä«.  V, 

und  daraus  noch  durch  Addition: 

a2  -j.  ^2  4-  c2  r=  2(0«  +  62  +  C«  ±  Ä«  V  ±  ÄfcV  +  ÄeM 

also: 
+  fü^i±ii  =  ÄoÄ«'  +  Ä*V  +  hchc'. 

Erkl«  187.    Das  Ergebnis  r  =  -  _    konnte  schon  ans  den  Eigebnissen  der  Antwort  Ton 
Frage  46  abgeleitet  werden.    Dort  fand  sich  nach  früherem : 

^  —  -l^iQ^  +  Qb  +  Qe-Qo)' 

Setzt  man  darin  für: 

F  F  F  F 

"^  8  —  a  ^  8  —  b  ^  8  —  C  ^®  8 

ein,  so  entsteht: 


4  \«  — a    '    8  —  b    '    Ä  — c        8/ 


4  8(8  —  a)  («  —  6)  («  —  c) 

= -j^  [« (8««  -  2a«  —  26ä  —  2c«  4- a6  +  6c 4- ca) — 

«(«2  —  a8  —  6s  —  c«  +  a6-[-6c-|-crt)  -f-ö^^] 
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Erkl.  188;    Dasselbe  Ergebrns  fttr  r  entsteht  ans  r  =  -j^  =  -^r-  ebenfallB,  wenn  darin 

aha  ahb 

S  8 

hu  oder  hh  durch  — «F  bezw.  -^F  ersetzt  wird. 

Erkl«  189«    Als  selbstverständliche  Bestätigungen  frttherer  Ergebnisse  sind  femer  in  der 
obenstehenden  Gruppe  von  Gleichheiten  enthalten: 

ü'ha  =  h'hb  =  C'he   (Satz  6  und  Antwort  der  Frage  16), 
a'Pm  =  h*qb ,    h*pb  =  €>qc ,    C'Pe  =  a*qa    (Satz  11). 

ErU.  UO.    Ans  der  Gleichung  V- V  =  hb'-hb"  erhält  man: 

Ag^    _     hb" 

nnd  durch  beiderseitige  Addition  von  1: 

ha'    ,  -         hb"    .  ^  V  +  V         Äft"+Ä«"       ,  ,       ha'  +  hb'  hb' 

Nun  ist:  —_*!._**!.       i         ~   **'      V  +  V 

"■^    2   'ha'"  T'H^^^+W' 
und  ebenso:  1      hb*  +  hc'     ^,         .  1      V  +  V     ,, 

^  =  T'  A^-  +  V-  '^ '  ^^'"  ^  =  T'  V-  +  he"  '^'  ' 
Auf  dieselbe  Weise  entsteht  auch : 

ha'-hb'     _    hb'        ,         _  1      hg'  —  hb'     ., 

ha"  -hb"    "    ha"  '  2'  ha"  -  hb"       * 

and  die  beiden  entsprechenden: 

1       hb  —  he      ,  ^        ,  1      Ä<»  —  hc*     ,  f 

^  =  T-    kb"^hc"   '*"     """^    ^--ä-Äa"-Äc"'**' 


Fra^e   58.     Welche  Eigenschaften 
der  besonderen  Dreiecke  ergeben 

ach  aus  der  Anwendung  der  seitherigen  Antwort.  1)  Im  rechtwinkligen  Drei- 
Ergebnisse  -  zunächst  für  das  recht-  ^^  ^^g^^j^^  zwischen  den  drei  Seiten 
winklige  Dreieck?  ^^  Beziehung  a*  +  J*  =  c«,  und  da- 

durch wird  im  Ausdruck  der  Fläche: 


ErkL  141.    Die  in  Erkl.  113  angestellten 


Beziehungen  erleiden  mehrfache  Vereinfachung  -^  —  V  «(«  —  «)(»  —  &)  («  —  c) 

beim  rechtwinkligen  Dreieck.    So  wird:  derselbe  Wert    erzeugt,    als   durch   die 

^  _  a^+h^  —  c^  _  f.  unmittelbare  Formel: 

^  C'h         a»o 

In  der  That  entsteht:  -^  =  — 2~  =  "g"* 

Qu Qb  = ,  ,  ^^* r-n— r  Man  hat  also : 

(^ «(«-«)(«  — 6)(«  —  c)  =  —.a2.&« 

a«62         a6  =-j-c«-Ä-, 


,  2a6  2  (a+64-c)(-a+ft+c)(a-6+c)(a+6-c)  = 

^<^^*  -  (a-j-&-^c>(a  +  fc  — c)  Dadurch  erhalten  auch  die  Ausdrücke 

_  a«^»  _  a«62  _  ab    für  ß  in  Antwort  der  Frage  46  andere 

"~  a2-f  62-~c^+2a6  ""  "SöF  ""  "ä"'  Gestalt,  nämlich : 
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Denn  jedesmal  ist  a^'{-b^  =  c<,  also : 

a24-62  — ca  =  0,   -.«2  —  ^2  +  ^2  =  0. 
Es  bleibt  also: 

ah 


Ebene  Elementar*Geometrie.  —  V.  TeU. 

ah 


Qo 


eb  = 


a  +  h-^-c  * 
ah 


Qa  = 


ah 


9c 


^a  +  h  +  c 
ah 


Qa  Qb  ==  Qf^Qe 


2 


Die  entsprechenden  Beziehungen  ergeben  auf 
Gmnd  derselben  Formel: 

Qb  Qe  —  ^0  ?«  =  ^*;     9a  Qc  —  Po  (>&  =  <»*» 
QaQb  +  gb  Qe  +  Qe  Qa  —  Q^Qa  —  QoQh—QoQc  =  ««, 

(9o+Qh){Qc  —  ga)  =  h^. 


Ferner  (vei^l.  ErU.  141): 


2 


«d 


ErkL  142.    Die  Gleichung: 

^  =  -^(Q^  +  Qb  +  Qc  —  Qo) 

wird  fürs  rechtwinklige  Dreieck  zu: 


Qa  Qb  Qe  =  -j-  («  +  *  +  «)t 

2)  In  den  AttsdrUcken  der  Antwort 
auf  Frage  47  wird  jeweils : 


ttc  =  0,      tia  = 


fl«  — Y' 


«6  =  y, 


i_  —  ^  /         1 

2  ""    4    V— «  +  &  + 


a  —  b-j^e 

i l__^ 

a  +  5  —  c        a-^b-^e  J 

=^/'_J_+_J_+_l__l^ 


gft 

8 


1 
2?'2 


nhr    (^^1*  ^®  Entwickelung 
in  Erkl.  187). 


also,  wie  schon  längst  bekannt: 

c 

Von  den  Höhenabschnitten  werden: 

Äa  =  Aa'  =  l»,     Äa"  =  0; 

Äfc  =  Ä*'  =  a,    Ä6"  =  0; 


Ac  — —  hc     — -  ' 


Äc"  =  0. 


Da  also  i?*  = 


ah 


ist,  so  wird: 


^  +  eo  =  Wa  +  «*  +  »^  =  — 2~ 


a2&2c 
8 


a«62 


wie  zuvor. 


denn: 


-Qa 

ah 


6  — a 


_   ae  +  hc  +  e^  +  2ab 
2(a  +  h  +  e) 


Erkl.  148.  Berücksichtigt  man  die  im 
ersten  Teile  nebenstehender  Antwort  enthal- 
tenen Ausdrücke  für  q^,  qo,  Qb,  Qe,  so  erhält 
man: 

_         ab         a-\-h  —  c 

^<»""  a  +  h  +  c  ~  2         • 

In  der  That  erhält  man  aus  dieser  Gleichung: 
2ab  =  (a  +  b  +  c)ia  +  b-'C) 
=  a«  +  2a64.62_c2 
=  ai  +  2ab  +  ft«  -  (a^  +  h^  =  2ab. 
Ebenso  wird: 

ab  a  —  b-\-c 

_ a +"6+7  "~  2  ' 

ab         __   —a-^b  +  c 
a  —  h  +  e  ~"  2  ' 

ab         a-{-b  +  c 

2  ' 


Qb  = 
Qc  = 


0  +  6  —  c 


denn: 


2a6  =  (a  —  6  +  c)  (—  a  +  6  +  c) 
=  (a«  -I-  fc2)  _  (a2  —  2  o  6  +  62) 
für  die  beiden  ersten,  und  ebenso  für  das  dritte 
genau  wie  zuvor  für  Qq, 


2  ^  a  +  b  +  c 
_   oc  +  6c  +  (a«  +  6«)  +  (a6  +  o6) 

2(a  +  b  +  e) 
_  a(a  +  h  +  c)  +  b(a  +  b  +  e)  _  a+j 
■"  2(a  +  6  +  c)  Ä 

und 

^ ab 

2        — a  +  6  +  c 
_  —  ac  +  6c  +  (a«+6«)  — (a6  +  ob) 

—  2(— a  +  b  +  c) 

_  — (,(~fl  +  6  +  c)  +  6(— a  +  6  +  c) 

-  2(-a  +  6  +  c) 
_  6  — g 

""       2     • 

3)  Hiezu  kommen  noch  als  Eiigeb- 

nisse  der  Figur  63  und  Antwort  der 

Frage  71  des  IV.  Teiles  die  Werte  für 

Qo^o,b,e  aus  den  Tangentenabschnitten: 

a  +  6  — <? 
Qo  =  ts  =  S—C  = , 


pa  =  f j'  =  «  —  6  = 


g  — 6  +  c 
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Erkl«  144.    Setzt  man: 


fHa 

und  darin: 
so  wird: 


o»  +  62  =  c«, 


m«  =  -i-  V2ft«+c*  +  (c«-a«) 


Darin  nun  wieder: 

ft«  =  c«  —  a2, 
gibt: 


^i  =  <,"  =  «  —  a  = -^ , 

^e^h     —  «  — 2 

Dieselben  stimmen  mit  den  obigen 
überein  in  Rücksicht  des  pythagorei- 
schen Satzes. 

4)  Die  Werte  für  die  Mittellinien 
m«,  und  nib   bleiben   ohne   wesentliche 

Aendemng;  dagegen  muss  m^  =  r  =  -|- 

werden,  in  üebereinstimmung  mit  den 
Formeln: 


=  i  V'4c«-8a«==y  c«--|-a«. 


Und   genau   dieselbe   Entwickelnng   findet        ^ 
statt  fOr  ififr.  —  Der  Kreis  im  Satz  in  Er- 
klärung 121  ftllt  mit  dem  Umkreis  des  recht-  bezw. 
winkligen  Dreiecks  zusammen,  wenn: 

denn  dann  ist  eben: 


=  c«=:2 


2«2c8 


=  ca 


me=:-i-l/2(a2  +  62)-c^ 


iflc 


=  4  T/2S  -  c2  =  ^  l/2c«- c2  = 


2' 


Damach  wird: 


^  =  T^^  =  T- 


Erkl.  14o.    Bechnet  man: 


tca=  ITT— V6c(a4-6  +  c)(-a  +  6  +  c) 


1 


ffla 


1916 


y5c(63  +  26c  +  c«  —  a2), 


so  wird  wegen  c«  _  ^2  ^^  52 : 
IT«  =  -j~-^  V5c(26c  +  2fc2) 
_       1 

_       & 
""    6  +  c 
und  ebenso: 
a 


Vb^'^c{c  +  h) 


\/2c(c4- 


«='-Vt5 


Die  Gleichungen  in  Antwort  der 
Frage  49  und  ErkL  122,  123  werden 
durch  diese  Werte  zu  Identitäten. 

5)  Die  Ausdrücke  für  die  Winkel- 
halbierenden der  Winkel  des  rechtr 
winkligen  Dreiecks  in  Antwort  der 
Frage  56  erfaJiren  ebenfalls  einige 
Aenderungen;  denn  es  wird: 


IT»  = 


V2c^a+c). 
Aber  in  we  erscheint  die 


2c 


tch 


Wc  = 


welche  nach  ErkL  143  gleich  V^<^^  ist,  also: 
1       ./  ,  ^    .  ah 


V2. 


ah 


Wc  = 


a  +  b 


Yah-2ab  = 


a  +  h 


Vc 


Dass  dabei  jede  Winkelhalbierende 
nur  in   zwei  Seiten   ausgedrückt   er- 
scheint, ist  wegen  des  pythagoreischen 
Satzes   erklärlich,    da   ja   durch   zwei 
,.    «  .      .  1^  .XX      . :.  Seiten   die   dritte   bestimmt   ist.     Aus 
Erkl.  U6.    Für  die  Seitenabschmtte  wird  ^^^^^   yf^rUtu    für    die   Winkelhalbie- 

2^262      renden   lassen  sich  auch  für  die  Ab- 

.^  ,  ^w'  schnitte   w    und    v    der   Winkelhalbie- 

renden  dieselben  Ausdrücke  in  den  drei 


zusammengefasst 


-,  Uc*ve  =  ah  —  irc*=  ah- 


1/2: 


Da  mm  ««  =  «•»•— ist  nnd  «*  =  «•»:— ,  Seiten  aufstellen,  wie  in  Antwort  der 
SO  entsteht  hieraus:  Frage  56 
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and 


c  +  ft  —  6-i-c  ' 
^c  —  b ea 


Ebenso  wird: 


uc=z-^-y  Vaß^bi  = 


also:  "'  -  o+y  "  "  ^^   -  T+T- 

«,«  =  l.l^zi^  =  6«._^.  6)  Die   Formeln    in   Antwort    der 


c         6  +  c  c  +  6* 


Frage   57    ergeben    sämtlich    nor   Be- 

Dass  V^^  =  -A_  ist,    folgt   nn.  ^»^^8^  ^SJ^>™  ^^fj^  *L,*''  *" 
Vc  +  6      .*  +  <',    _      ,.die  obigen  Werte  eingesetzt  werden: 
mittelbar  ans  der  Erweiternng  der  Wnrsel  mit 
c  +  6:  a^:=C'p,    6«=:c.g,    Ä«=p.g,    ^  =  "q- 

^/iC'-h){c+T)_    1        /-^— T?__     «  U.a.m. 

V  (c+6)(c+6)""  c+6     ^  "  C4-6' 

Diese  Werte  bestätigen  also  die  Ergebnisse 
der  Antwort  von  Frage  66. 


Frage  59.     Welche  Werte  haben 
die   bisher   besprochenen  Stücke   beim 

gleichschenkligen  und   beim       Antivort  Im  gleichschenkligen  Drei- 
gleichseitigen  Dreieck?  ^^j^  jg^.  ®  ^ 


^  =  V^^^^=iV^^^^' 


Erkl.  147.   Dass  im  gleichschenkligen  Drei-  t.,      ,       »  ^  j»*     -r^i»i. 

eck  ea  =  ^6  =  Ä«  ist,  folgte  schon  in  Antwort  Dadurch  Wird  die  Fläche: 

der  Frage  «9  nnd  Figur  61  des  IV.  Teiles,  weil  ehe  c  -/j-s — -^ 

jeder  dieser  Badien  mit  h  als  Gegenseite  ein  "^  —  -j-V4a»  — ä 

kechteck  bildet.    Ausser  diesen  beiden  wird:  tj         luxrT-xvi.i.  vj 

, , In  denselben  Wert  geht  aber  auch  der 

ZL^   cV7^2^        cT/4a2~c2  ^^druck: 

^^        8         2(a  +  6-|-c)  2(2« +  c)  , 

/      /öT-7  F=  l/*(*-a)(#-6)(*-c) 

C    -|  /  aa  —  c 

"  "2  ■  V  2a  +  c'  Ober,  wenn  darin  a  =  b  gesetzt  wird. 
F         <.y4a2  — c2       cy'4a«  — c«        Femer  werden  die  zu  den  Seiten  a 

^"^  =  73:7  =  2(a  +  6  — c)  ~    2(2a  — c)  ^'^^  ^  gehörigen  Stücke  je  einander  gleich, 

rr: — i —  weil  a  =  6,  also: 

Also:  Ä«  =  -.p5(.-a)  = ^ Qa 

^19  C 

9o'9c  ==  -4- ;  9o9c+  QaQb  =  a«,  =:  — .^a  =  pa  =  ^6. 

denn: 

..  ,^0  .  /"cV       o  Fflrr  erhält  man  noch  (vgl  ErkL  147): 

Qa  =  Ä,   PaG6  =  Ä«,  ^^  + 1  ^ j    =  »*•  j  1    /  C«  \ 
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Fflr  die  Mittellinie  m.  entsteht  ebenfalls: 


2y4a2  — c« 


[(2a  +  e)^(2a^e)] 
2he^         eS 


Y-ar 


.2c  = 


Ah 


2' 


v^^^W^»- 


wie  in  Erkl.  113  =  -^ ^^      =  -^,  weU 

a  =  &. 

AIbo  ist  einzeln  qc  —  Qo^  -51— •    Anch: 


Für  die  Winkelhalbierende  u?e  wird: 


U  =  17  = 


also: 


2' 


«»r 


«  = 


ü'a  — 


oder: 


2    2 


=--(!)*=  M 


tCc  =  —VaH2a  +  c)(2a-^c) 


Erkl.  148.   Da  a  =  2»,  so  entsteht  ans  den 
Gleichungen  in  Erkl.  119: 


f»ia  =  fiift=y  1^2 c«  +  a«,  mc  =  YV4a«  —  c2,  Endlich  wird: 


=  y/4a«-c«  =  Äc. 


€fic 


^=4F   = 


2^* 


und  durch  diese  Werte  werden  auch  die  Formeln 
in  Erkl.  122  nnd   123  identisch  erfüllt     Ans 

Erkl.  135  wird:  nnd  weil: 

u^a  =  ^Va(2a  +  c)  =  f.,.  p,  =  g,  =  |,  |.  =  Äa-V.  ^  =  *^-ä^^ 

Erkl.  149.     Von   den  nebenstehenden  Er-  ftUCh' 

gebnissen  für  gleichseitige  Dreiei^e  wnrde  schon  ä  "  —    ^^    —           g' 

fHkher,  nach  Antwort  der  Frage  70  im  IV.  Teile,  ^    "~  4  Äc        a  1/4  ^«—c«  ' 
wiederholt  Gebranch  gemacht. 

Ist  ein  Dreieck  gleichseitig  gleichschenklig  ^v    t»  .         1  •  1.     •x-          -rw    •    1 
nnd  rechtwinklig,  so  vereinigt  es  anf  sich  die  2)  Beim   gleichseitigen   Dreieck,  WO 
Gültigkeit  der  Formeln  in  dieser  nnd  der  vorigen  a  =  b  =  Cj  fallen  auch  noch  die  Unter- 
Antwort: schiede  des  gleichschenkligen  Dreiecks 


h  = 


a« 


8(8  —  «)(«  —  h)  (8  —e)  =  — 


.^.  fort,  und  es  bleibt: 

4 


^0 


^-p-,  e,  =  e,  _  —  -  Ä, 


ee  = 


a« 


ha-ht  =  hc=:  \/a«--j-  =  |-\/3; 

die  Fläche: 


Nach  dem  pythagoreischen  Satze  ist 
nämlich  a^-^-a^^,  c«,  c«  =  2a«,  c  =  o\/2, 
,      «*         a*         a«         ,  . 


a« 


»  ,/:r 


=  — l/S";  Ä  =  pa  =  ^ft  =  ^c  =  y1/3, 


Ä  = 


a8 


(vergL  Fignr  92  im  IV.  Teile), 
h 
8- 


Yä; 


aV2 

e«  =  y  (2+1/2),  e.  =  e»  =  A  =  -|-v/2. 


a*    O« 

2Ä"'"2"   a|/8 
a« 


^=f^r=f», 


Weiter  ist 

r 


—  r=  ifi<.  =  iTc ;  mj  =  -^  y  o. 


tr« 


=-v^=Y- 


2aV^a 


+«V2 

=  a  V2(2  — \/2)n.  s.  w. 


-!^  =  Ä.V,  ^  =  Ä.V'   also  V  =  2V'  =  4-Ä. 

Im  gleichseitigen  Dreieck  ist  also  der 
Radius  des  Umkreises  gleich  zwei 
Drittteilen,  der  Badius  des  Inkreises 
gleich  einem  Dritteil,  der  Badins  jedes 
Ankreises  gleich  der  ganzen  Höhe 
des  Dreiecks. 

3)  Im    gleichschenkligen   rechtwink- 
ligen Dreieck   ist   die  Grundseite: 
c  =  o- v^ 
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Drttekt  man  diese  Stücke  in  6,  statt  in  a  ans,  der  Schenkel: 
so  wird: 


^  *  *  die  Höhe 

j.  =  l-i/r(a+v/s)  =  1(1/8+1), 


p,  =  p»  =  Ä  =-|-,  ma  =  yV/lO, 


=  |-  =  yV^2  (vgi.Brkl.149). 


fr«  =  ^\/2.  V2(2-l/2r)  =  cVa  — V2. 


Frage  60.  Welche  Anwendungen 
gestattet  der  pythagoreische  Lehrsatz 
anf  die  Vierecke,  und  zwar  zunächst 
auf  Quadrat,  Bechteck,  Rhombus? 


Figur  49. 


Figur  50. 


*        :      ^^ 
*\    •    ^ 

•^' 

/  •  . 
/     :    *. 

^'''       [        \ 


Erkl.  150.  Beim  Qnadrat  nnd  Rechteck 
bildet  jede  Diagonale  als  Hypotennse  ein  recht- 
winkliges Dreieck  mit  zwei  Seiten  als  Katheten, 
beim  Qnadrat  nnd  Rhombus  ebenso  jede  Seite 
als  Hypotenuse  mit  swei  Diagonalenhftlften.  Beim 
Rhombus  ist  daher: 

also: 


Antwort.  1)  Beim  Quadrat  erkennt 
man  mittelbar,  dass  die  Diagonale 
e  =  a-V2  ist,  die  Seite; 

V2  ^ 

der  Radius  des  Umkreises: 

die  Seite:  __ 

2)  Beim  Rechteck  ist  jede  Diagonale: 

der  Radius  des  Umkreises: 
r  =  |  =  |V5H^ 
umgekehrt  Seite: 

3)  Beim  Rhombus  ist  die  Seite: 


«=~\/.«  +  /2. 


Femer  ist  der  Inhalt  des  Rhombus  nach  Ant-  Diagonale: 


=  yV«*+A 


wort  der  Frage  19  =  -^  und  nach  Satz8  =  a*%, 


folglich  «•/=  2-a.Ä,  h  = 


2a* 


Nun  ist  aber 


der  Radius  des  Inkreises  im  Rhombus  -^  =  -~-^ 

2        4a 

oder  wenn  darin  für  e  der  Wert  \/4a«  — /« 
eingesetzt  wird: 

g  =  Jl  1/4^2372-=  X/(2a+/)(2a-/): 
also  zwei  Bestimmungsstacke.  • 


der  Radius  des  Inkreises: 

h         e-f         f  ,/r-5 TT 


4a 


4a 


Frage  61.     Wie  beschränken  sich 
die  vorigen  Angaben   für  Parallelo- 
gramm, Deltoid,  Antiparallelo-       Antwort.     1)  Beim  Parallelo- 
gramm? gramm  entstehen  durch  die  Höhe  von 
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Der  ansfithrliche  Prospekt  nnd  das  ansfithrliche  Inhalts- 
yerzelchnis  der  „vollständig  gelösten  Anfgabensammlnng  von 
Dt.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Bnchliajidliing,  sowie  von  der. 
Verlagshandlung  gratis  nnd  portofrei  bezogen  werden 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  sofortigen  nnd  dauern- 
dMi  Gebrauch  sn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  «ith&lt  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigongen 
und  Erklärungen  am  Schlosse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8--4  Hefte  zu  dem  Abonnementepreiae  ?on  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenflolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  knrz  angedenteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ana  dem  Proapekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fflr  die  Interessenten. 

3).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschafl»n 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formehi  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist,  ein  praktisches  Lehrbuch  fOr  Schüler  aller  SchiUen,  das 
beste  Handbuch  fflr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vonüglichste  Lehrbuch' 
lum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  fttr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

ä).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


BIT  Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

lann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Draek  ron  Oftrl  Hammer  in  Stuttgart 
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Preisgekrönt  in  Frankfort  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei  Werk,  welchem  kein  Uuillehes  lur  Seite  iteht,  erscheint  nonatlich  in  S— 4 
Heften  su  dem  billigen  Preise  ron  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtii- 
3ten  nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Matkemattk,  Pkyriki 
IKochanik,  matb«  Geographie,  Astronomie,  det»  Masehlnen-,  Strassen-,  Els^b^i«) 
Brfleken-  nnd  Hochlwines,  des  konstruktiren  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  TOllstindig 
geilster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  nnd  Entwleketaag  der 
benntiten  S&tie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösuif 
jedermann  verstftndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anialil  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergftnien  nnd  alsdann  aneh  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Ki^!- 
teln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  weiche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  besüglichen  golOsten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  .und  mgleich  von  den  Herren  Lehrern  fftr  den  Schulunterricht  benutit 
werden  können.  -^  Die  Lösungen  Menü  werden  später  in  besonderen  Heften  fftr  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titolblatt,  InhaltsTeneiek- 
nis,  Berlehtignngen  und  erllntemde  Erkllmngen  ttber  das  betreffende  Kaj^itelsnr  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  sunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  L  nnd  II«  Ord.,  gleich- 
bereehtlglen  höheren  Bnrgersehnlen,  PriTatsehnlen,  Gymnasien,  Bealgymnaalen,  Pre* 
gynuiaslen,  SehnUehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  BangewerinehnleB, 
Gewerbeseknlen,  Handelssehnlen,  teehn.  Torbereitnngssehnlen  aller  Arten,  gewerklMe 
FortbUdnngBsehnlen,  Akademien,  ünlTorsltäten,  Land-  nnd  ForstwIssensehaftasdiBleB, 
MlUtSnehnlen,  Torbereltnngs-Anstalten  aller  Arten  als  i.  B.  för  das  El^}ikrig-Frei- 
wllUge-  nnd  Offliiers-Ezamen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  tedinischen  iiod 
Aatnrwisaenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  för  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
Sammlung  inunerwShrend  an  ihre  hi  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorioi  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  sum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  geseigt,  welche  sie  bei  ihren  Prttftingen  zu  lösen  haben,  sugleich  aber  ancb 
die  ttberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefiUirt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stiltio  för  den  Schol- 
nnterricht  geboten  werden,  indem  lur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Diniplinen  —  nun  Auflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
ttbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toD- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Anfigraben  in  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätie  etc.  anmwenden  und  praktisch  in  Terwerten.  Lait,  Uebe 
nnd  TersUndnis  für  den  Schnl-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenoasen  aller  Art,  Mllitirs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  mr  Anttrischnng  der  erworbenen  und  vielleieht  Tergessenefi 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  sugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Benfi* 
iwelgen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Terlethen  ond 
somit  den  Antrieb  su  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschongen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  nnd  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Naaen 
Tcrbreitet  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yttikuer, 
Dr.  Klfifer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  nnd  wird  deren  BrIedifQBf 
thnnliehst  berfieksichtigt. 

Stattgart  Die  TerlAgahand^piig. 
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Pignr  51. 


B 


£rkl.  151«  Das  Parallelogramm  (nnd  ebenso 
das  Deltoid  nnd  Antiparallelogramm)  ist  dnrch 
drei  Bestimmnngsstflcke  bestimmt,  also 
dürfen  in  einer  Gleicbnng  je  yier  Grössen  auf- 
treten, von  denen  drei  bekannt,  die  vierte  un- 
bekannt ist.  Fflr  die  zweite  Höhe  des  Parallelo- 
gramms wird  die  Projektion  von  a  auf  d  ebene: 


_a^'\-}ß'-f^  _  e2.^a2— &«       __ 


26 


26 


,Ä6  =  ;/&«-}«. 


Weil  also  aha  ==  6*^6,  so  wird: 


a  v^a« — i>«  =  &  l/6«  —  3«, 
oder  a*  —  6«  =  o^p«  —  h'^^xtUti^  Gleichung  zwi- 
schen a,  d,  j7,  q, 

Erkl.  152.  Das  Ergebnis  e^^f^  =  2(a2-f  6S) 

oder  a*  +  6*  =  -g-  («^  -|-  /^)  lässt  sich  in  dem 

Satze  aussprechen:  Im  Parallelogramm  ist 
die  Summe  der  Quadrate  der  beiden 
Seitenstrecken  gleich  der  halben  Summe 
der  Quadrate  der  beiden  Diagonalen, 
oder  die  Summe  der  Quadrate  aller  vier  Seiten 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  beiden 
Diagonalen. 

Dies  stimmt  überein  mit  den  Ergebnissen 
der  vorigen  Antwort  der  Frage  60,  indem  beim 
Rhombus  a  =  &,  also  «24-/*  =  *«^»  ^«i™ 
Bechteck  «  =  ^  also  o«  +  ^*  =  «*  =  /^>  \i€\m 
Quadrat  a  =  6  unde  =  /;  2a2  =  «2,  e  =  a\/2; 

Figur  52. 


A  ^  B 

ErU»  158»  Die  Operationen,  welche  mit  den 
nebenstehenden  Gleichungen  vorgenommen  wur- 
den sind  folgende:    Ist 

««  =  a2 4- &2 _ 2ai>  und 
e2  =  62  +  c«  — 2cp, 
so  entsteht  durch  Erweiterung: 

c.««  =  c(a2-|-62)  — 2a«c-|?  und 
a.g2  =  a(62  4-«^)  +  2a-c.i?, 
also  durch  Addition: 

e2(a  +  c)  =  c(a2  +  62) -I- ö(62  + c2); 

und  dnrch  Division  mit  dem  beiderseits  gemein- 
samen Faktor  a'\-e  entsteht  €^=i}fi-^ac^  wor- 
aus einzeln:    

Ve2— 6«  7^2^52 

6  =  V^«2-_ac,     e  =  l/62_|-ac.    

Sachs,  Ebene  Elementar-Geometrie.  V. 


den  Eckpunkten  C  nnd  D  anf  a  die 
kongruenten  Dreiecke  AED  und  BtC. 
Bezeichnet  man  nun  darin  die  gleichen 
Stücke  -4JE?=  jBF  mit  p  als  Projektion 
der  Seite  6  =  rf  auf  a,  so  wird  nach 
dem  ei-weiterten  pythagoreischen  Lehr- 
satze in  den  Dreiecken  ABB  für  e  bezw. 
ABC  für  f\ 

«2  =  a2 -1-62-1- aap,  /«  =  a2  +  62_2a.i>, 
««  +  /^  =  2.(a2-h62), 

^"~  2a  ""  2a         ' 

^  =  l/a5«— i>2. 

Dadurch  sind  Gleichungen  gewonnen 
zwischen  je  yieren  der  Stücke  a,  6,  e, 
/*,  p,  A:  man  kann  also  immer  eines 
dieser  vier  Stücke  berechnen,  wenn  die 
drei  andern  gegeben  sind. 

2)  Bezeiclmet  man  beim  Deltoid  die 
Abschnitte  der  Diagonale  f  mit  x  und  y, 
so  erhält  man: 

^  =  .-(0,^=»-(0, 

also: 

a:2  -  y2  ==  a2-  &2  =  (a.+y)  (ar-y)  =  f{^x  -  y), 

so  dass  durch  Division  einzeln: 

und  hieraus  durch  Addition: 

also  wieder  die  Beziehungen  zwischen 
flf,  6,  e,  /*  durch  Gleichungen  fest- 
gelegt. 

3)  Beim  Antiparallelogramm  er- 
hält man  ähnlich  wie  beim  Parallelo- 
gramm zwei  gleichgrosse  Pi'ojektionen|) 
der  gleichen  Seiten  b=id  auf  die  paral- 
lelen Seiten  a\\c.  Dadurch  wii-d  in  den 
Dreiecken  ABC  bezw.  ACD\ 

g2  =  «2-1-62  — 2a-i)  =  62-j-c2-j-2c|), 
also  durch  Erweiterung  der  ersten  Gleich- 
ung mit  c,  der  zweiten  mit  a: 

e2(a  +  c)  =  a62-|-ac2-|-ca2-[-c62 
=  62  (a  +  c)  -|-  ac{a  +  c), 


e2  =  624-ac,  p: 


a2-|-62  — «2  _^  g2-_62_c2 


2a 


2c 


Ä  =  v^62-^2; 
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Frage  62.  Welche  Beziehung  zwi- 
schen Diagonalen  und  Seiten  lässt  sich 
beim  beliebigen  Viereck  nachweisen? 

Figur  53. 


Erkl.  154.  Fasst  man  das  nebenstehende 
Ergebnis  in  Worte,  so  entsteht  der 

Satz.  Die  Snmme  der  Quadrate  der 
yier  Seiten  eines  beliebigen  Vierecks 
ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der 
Diagonalen  vermehrt  um  das  vierfache 
Quadrat  der  Verbindungsstrecke  der 
beiden  Diagonalenmittelpunkte. 

In  diesem  Satze  sind  die  vorhergehenden 
Eigenschaften  der  Parallelogramme  enthalten, 
denn  bei  allen  Parallelosrrammen  schneiden  die 
Diagonalen  einander  im  Mittelpunkte,  also  wird 
die  Verbindungsstrecke  v  =  0,  und  es  bleibt: 

a«  +  6«  +  a2-f  62  =  ^24- /•2 
oder : 

Fttr  das  Deltoid  wird: 

2(a«  +  6«)  —  («2  +  /^)  =  4i?2, 

fttr  das  Antiparallelogramm  wird  v  = 


2 


Antwort.  Im  beliebigen  Viereck 
AB  CD  (siehe  Figur  53)  entstehen  durdi 
die  Diagonale  e  die  zwei  Dreiecke  ABC 
und  ADC.  Verbindet  man  hierin  die 
Diagonalenmitte  Z  mit  7?  und  D,  so 
sind  KB  und  KD  Mittellinien  der  Drei- 
ecke ABC  und  ADC;  daher  wird  nach 
Satz  17: 


und 


,2  +  d^  =  2[(-|-y+2>ir2)]. 


also: 
a2  4-  ^2  4-  c«  +  c?3  =  «2  -^  2.(5 iT«  +  DK^). 

Betrachtet  man  nun  wieder  BK  und 
DK  als  Seiten  des  Dreiecks  BDK,  so 
ist  f  die  dritte  Seite  und  JK  die  zu- 
gehörige Mittellinie,  oder  nach  demselben 
Satze  17: 

Bezeichnet  man  also  die  Strecke  JA' 
etwa  mit  dem  Buchstaben  v,  so  wird: 

2  (SÄ-»  +  D  £-2)  =  4  f-^  +  i;«l  = /2  +  4r2, 

also: 

a^  +  h'^  +  ci  +  d^  =  e^  +  fi  +  4iß. 


wie  sich  ans  der  Differenz  der  Mittelparallelen 
je  zweier  Dreiecke  mit  Omndseiten  a  nnd  c  er- 
gibt.   In  der  That  wird  dann: 

a«  +  2&2  +  c2  =  262  +  4(-2^y, 

a«-j-c2+262  =  2c2+a2+c2— 2ac;  c2=&2+rtc. 


7)  üeber  die  Verwandlung  der  Figuren, 

Frage  63.   Was  versteht  man  unter 
Verwandlung  der  Figuren?  Antwort.     Unter  Verwandlung 

der  Figuren  versteht  man  die  Auif- 
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Brkl.  155.    Wenn  man  sagt,  ein  Viereck  suchung  einer  neuen  Figur  von  vor- 

weide  in  ein  Dreieck  verwandelt  oder  ein  geschriebener   Gestalt,    welche   den- 

Bechtcck  in  ein  Qnadrat  n.  s.  w.,  so  wird  also  ®  i^^«  li^is«!,^«;«!*«!*  1.«+     ^a^  r.i^^ 

dabei  nicht  eigentlich  das  Viereck  selbst  oder  selben  Flächeninhalt  hat,  Wie  eine 

das  Rechteck  selbst  verwandelt,   sondern  nnr  gegebene  Figur.    Dabei  Wird  also   die- 

diejenige  Flächengrösse,  oder  derjenige  selbe  Flächengrösse,   welche  erst  in 

Flächeninhalt,  welcher  erst  durch  die  Qestalt  einer  ersten  Figur  dargestellt 

Seiten  des  Vierecks  oder  des  Rechtecks  be-  ^^^      .      .  ^^^^      .„^^    „^^««„    n.^«+«u 

grenzt  war,  nunmehr  durch  die  Seiten  einer  ^ar»    m    irgend    einer   andern   Gestalt 

andern  Figur  umgrenzt.  nochmals  dargestellt 

Frage  64,    Wie  wird  bei  der  Ver- 
wandlung von  Flächen  verfahren?  Antwort.     Bei   der  Flächenver- 

Wandlung  wii'd  so  verfahren,  dass  für 

C  Slb^ni  rp'oÄT^wtier  einzelne  Teüe  derselben  auf  Grund  der 

Strecken   erscheinen.     Diese   können   sein:  bekannten  Sätze  Über  deren  Inhalt  solche 

Gmndseite,  Höhe,  Diagonale  u.  s.  w.    Bleiben  Figurenteüe  von  veränderter  Gtestalt  ein- 

beide  Faktoren  fttr  die  neue  Figur  gleicto^^  gesetzt   werden,   für   welche  das  den 

80  bleibt  auch  der  Inhalt  gleichgross;  wird  der  ?^i«^i,^„'    t,„ix     j«««xmi^«j^    t>«^j«i^ 

eine  Faktor  verkleinert,  so  mussderaiidereent-  Flächeninhalt    darstellende    Produkt 

sprechend  vergrössert  werden  u.  s.  w.  denselben  Wert  erhält,  wie  zuvor. 

Fra^e  65.   Wie  verwandelt  man  ein 
Rechteck   in  ein  anderes  Rechteck, 

dessen  eine  Seite  die  Hä^lf  t  e,  das  Antwort.  Da  der  Inhalt  eines  Recht- 
Doppelte,  das  n-fache  der  vongen  ^^j.^  ^^^^  g^t^  1  das  Produkt  der  zwei 
öeite  ist.  Seiten  ist,  so  muss,  wenn  die  eine  Seite 

halb  so  gross,  doppelt  so  gross, 

V  i.*i?*- ^^X- J^l\  ^*H  **  ^*!^  dabei  jeden  ^j^^l  SO  gross  (oder  SO  klein)  wird, 

beliebigen  Wert  über  oder  unter  1  erhalten:  ^  ^«     jV    6*"°''   ^  o    . .       ,       ^  ix      ' 

^3  dafür  die  andere  Seite  doppelt  so 

wird  etwa  die  eine  Seite -|j- der  vorigen  ersten,  gross,  halb  SO  gross,  nmal  SO  klein 

^.      ^      4  ^  .,  (oder  so  gross)  werden.   Dann  wird  das 

Bo  muss  die  andere  ^  der  yongen  zweiten  wer-  ^^^^^^  ^.^^^  Aas^elhe,  denn: 

den.    Denn  man  hat  für  n  =  ~:  a-b  =  —.26  =  2a~  =:na~=z  — -nd. 

*  2  2  n         n 


Frage  66.     Wie  kann  auf  Grund 
der  vorigen  Antwort  ein  Rechteck  in 

ein  anderes  Rechteck  von  ge-  Antwort.      1)   Man    suche    durch 

gebener  Seite  verwandelt  werden?  Messung   der  einen  Seite   des   ge- 
gebenen Rechtecks,  sowie  der  gegebenen 

«i.'^^V^^^*    ?'!  ®!?*5  Aiurführungsart  der  ^^^^5^  g^ite  zu  ermitteln,   das   wieviel- 
nebenstehenden Antwort  deckt  sich  unmittelbar  ^^^^^  ^^^  ^^^^^^  ^^  ^^^^^  ^^^^^^^ 

mitder  vorigen  Antwort,  dass  n-o^  =  ab.  Die  multipliziere  die  andere  Seite  des  vor- 

zweite  Ausführung  lässt  sich  folgendermassen  handenen    Rechtecks    mit    dem    reci- 

rechnerisch  darstellen:  Sind  die  Seiten  desge-  proken   Werte   dieses   Faktors   und 

gebenen  Rechtecks  a  und  6,  jene  des  gesuchten  Q^hme  dieses  Produkt  als  zweite  Seite 

aber  a'  und  6',  so  muss  a-ft  =  a'.ft'  sem;  da  ^^^  ^^^^^  Eechtecks. 

nun  «'gegeben  ist,  so  findet  man  sofort  &  = -^.  ^^  q^^^  ^^  ^^^^  ^i^  Masszahl  der 

gegebenen  Rechtecksfläche,  dividiere 


Digitized  by 


Google 


68 


Ebene  Elementar-Geometrie.  —  V.  Teil. 


Erkl»  159»  Wenn  a  und  a'  inkommensurabel 
sind,  so  wird  die  erste  Auflösung  und  ebenso 
aber  auch  die  zweite,  nur  annäherungsweise 
möglich.  Für  diesen  Fall  ist  überhaupt  eine 
solche  Ausführung  dieser  Aufgabe  vorzuziehen, 
welche  nicht  auf  Rechnung,  sondern  auf  Kon- 
struktion beruht,  und  wie  sie  später  in  diesem 
Abschnitte  sich  vorfindet  (siehe  Frage  73). 


dieselbe  durch  die  Masszahl  der  ge- 
gebenen Seiten  länge  und  nehme  diesen 
Quotienten  als  zweite  Seite  des  neuen 
Rechtecks. 


Frage  67.   Wie  verwandelt  man  ein 
Parallelogramm  in  ein  Rechteck?       Antwort.     Nach  Satz  2  geschieht 

dies  durch  Zeichnung  der  parallelen 
Höhen  des  Parallelogramms  in  zwei 
Endpunkten  derselben  Seite. 


Frage  68.  Wie  verwandelt  man  ein 
Parallelogramm  in  ein  anderes 
Parallelogramm 

a)  mit  gegebener  Seite  (oder  Höhe) 
und  Beibehaltung  der  Winkel, 

b)  mit  einer  gegebenen  Seite  und 
Beibehaltung  der  andemSeite(oderHöhe), 

c)  mit  gegebenem  Winkel  und  Bei- 
behaltung einer  Seite  (oder  Höhe)? 


Erkl.  160.  Dass  die  Frage  68  a  sowohl  für 
Seiten  als  Höhen  wörtlich  gleich  bleibt,  geht 
hervor  aus  der  Antwort  der  Frage  53  und 
Figor  45,  aber  auch  schon  ans  der  Antwort  der 
Frage  145  und  Figur  116  im  III.  Teile.  Denn 
wenn  die  senkrechte  Höhe  verdoppelt,  allgemein 
ver-M-facht  wird,  so  wird  der  Inhalt  ver-n-facht 
und  dasselbe  gilt,  nach  Antwort  der  Frage  58, 
wenn  eine  Seite  ver-n-facht  wird.  Aus  Antwort 
der  Frage  145  im  III.  Teil  geht  aber  unmittel- 
bar hervor,  dass  die  Seite  sich  ver-n-fachen  muss, 
wenn  die  Höhe  ver-»-facht  wird,  sowie  um- 
gekehrt. 


£rkL  161.  Man  erkennt  aus  Figur  4,  dass 
die  Aufgabe  b)  jeweils  scheinbar  zwei  Lösungen 
erhält,  z.  B.  AB  CD  und  ABC^D^m  Figur  4, 
weil  der  mit  der  gegebenen  Strecke  als  Radius 
um  A  beschriebene  Kreis  die  Gegenseite  in  zwei 
Punkten  schneidet.  Dass  diese  beiden  Lösungen 
aber  doch  kongruent  sind,  und  zwar  ungleich- 
wendig kongruent,  geht  daraus  hervor,  dass 
alle  vier  Seiten  und  Winkel  beidemale  gleich- 
gross  ausfallen  nur  in  umgekehrter  Umlaufs- 
folge. —  Ist  die  gegebene  Seite  aber  kürzer, 
als  die  zur  Grundseite  gehörige  Höhe,  so  ist 
die  Auflösung  unmöglich. 


Antwort,  a)  Die  Beantwortung  der 
ersten  Frage  fällt  genau  zusanunen  mit 
jener  der  Fragen  65  und  66.  Man  mul- 
tipliziere die  zweite  Höhe  (oder  Seite) 
mit  dem  reciproken  Werte  des  Faktors, 
durch  den  die  neue  Seite  (oder  Höhe) 
aus  der  entsprechenden  yorherigen  ent- 
steht —  oder  man  dividiere  die  Flächen- 
grösse  durch  die  gegebene  Hohe  oder 
Seite,  um  die  zweite  Seite  oder  Höhe 
zu  erhalten. 

b)  Die  Beantwortung  der  beiden  an- 
dern Fragen  stützt  sich  auf  Satz  4  und 
Figur  4,  wonach  die  Ecken  C  oder  D 
beliebig  auf  der  Linie  CD  verschoben 
werden  können.  Um  also  Frage  b)  zu 
beantworten,  suche  man  einen  Punkt  D 
auf  der  Linie  CD,  der  von  A  die  gegebene 
Entfernung  hat,  und  veiTollständige  das 
Parallelogramm:  entweder  durch  die 
Parallele  BC\\ÄD^  oder  indem  man 
auch  Punkt  C  so  bestimmt,  dass  er  von 
B  die  gegebene  Entfernung  als  gleiche 
und  parallele  Gegenseite  erhält 

c)  Im  dritten  Falle  trage  man  in  den 
Punkten  A  und  B  die  gegebene  Winkel- 
grösse  an,  dann  werden  durch  deren 
Schenkel  auf  CD  zwei  Punkte  C  und  D 
ausgeschnitten,  welche  das  neue  Par- 
allelogramm vervollständigen. 
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Frage  69.  Wie  verwandelt  man  ein 
Dreieck  in  ein  anderes  Dreieck,  von 
welchem  eine  Seite  (oder  Höhe)  die 
Hälfte,  das  Doppelte,  allgemein  das 
n-fache  des  vorigen  ist? 

Erkl.  162»  In  der  Trigonometrie  wird  ge- 
zeigt, dasa  der  Inhalt  eines  Dreiecks  gleich  ist 
dem  halben  Produkt  zweier  Seiten  —  midti- 
plüdert  mit  einem  gewissen,  von  der  Grösse  des 
eipgescfalossenen  V^inkels  abhängigen  Bruche, 
welchen  man  den  Sinns  dieses  Winkels  nennt. 

Wird  also  eine  Seite  mit  n,  die  andere  mit  — 

n 

mnltipliziert,  der  Winkel  beibehalten,  so  bleibt 
dieser  Bruch  der  gleiche,  das  Produkt  der  beiden 
Seiten  ebenfalls,  also  auch  der  Inhalt  des  Drei- 
ecks. Dasselbe  Ergebnis  liefert  Satz  18  für 
zwei  solche  Dreiecke;  denn  sie  verhalten  sich 
wie  die  Produkte  der  den  gleichen  Winkel  ein- 
flchliessenden  Seiten:  dieses  Produkt  bleibt 
gleichgross,  also  auch  der  Lihalt. 


Antwort.  Da  der  Inhalt  eines  Drei- 
ecks nach  Satz  1  bezw.  Satz  18  bestimmt 
wird  durch  das  Produkt  aus  Grundseite 
und  Höhe  bezw.  das  Produkt  zweier 
anstossenden  Seiten,  so  bleibt  dieses 
Produkt  gleichgross,  wenn  der  eine 
Faktor  durch  ebensoviel  dividiert  wird, 
als  der  andere  multipliziert ,  und  um- 
gekehrt 

Wird  also  von  einer  Seite  (oder  Höhe) 
die  Hälfte,  das  Doppelte,  das  «-fache 
gesetzt,  so  bleibt  der  Inhalt  derselbe, 
wenn  statt  der  zugehörigen  Höhe  oder 
einer  anstossenden  Seite  (oder  der  zur 
Höhe  zugehörigen  Seite)  das  Doppelte, 

die  Hälfte,  das  — fache  gesetzt  wird. 


Frage  70,  Wie  verwandelt  man  ein 
Dreieck  in  ein  anderes  Dreieck 

a)  mit  gegebener  Seite  (oder  Höhe) 
und  Beibehaltung  eines  anliegenden 
Winkels, 

b)  mit  gegebener  Seite  und  Bei- 
behaltung einer  Seite  (oder  Höhe), 

c)  mit  gegebenem  Winkel  und  Bei- 
behaltung einer  anstossenden  Seite  (oder 
Höhe)? 

Figur  54. 


Erkl.  168«  Da  es  auf  der  durch  die  Spitze 
gehenden  Parallelen  zur  Qrundseite  zwei  Punkte 
gibt,  welche  yom  Eckpunkt  Ä  die  gegebene 
Entfernung  AC^  =  AC^  haben,  so  hat  die 
zweite  Frage  von  obigen  dreien  eine  doppelte 
Losung,  nämlich  ABC^  und  ^^C,  in  Figur  54. 
Beide  haben  gleichen  Inhalt  wegen  gleicher 
Gnmdseite  A  B  und  gleicher  Höhen  C^D=iC^  E, 


Antwort  a)  Bei  Beantwortung  des 
ersten  Teils  der  nebenstehenden  Frage 
ermittelt  man  den  Faktor,  mit  welchem 
die  entsprechende  Seite  (oder  Höhe)  des 
vorherigen  Dreiecks  multipliziert  wurde, 
um  die  neu  gegebene  zu  liefern  —  und 
multipliziert  dann  analog  der  vorherigen 
Antwort  mit  dem  reciproken  Werte 
dieses  Faktors  die  zugehörige  Höhe  oder 
die  anstossende  Seite  (oder  die  zugehörige 
Grundseite).  —  Oder  man  ermittelt  den 
Inhalt  des  gegebenen  Dreiecks  und 
erhält  die  gesuchte  Höhe  oder  zweite  Seite 
des  neuen  Dreiecks  mittels  Division 
dieser  Flächengrösse  durch  das  Doppelte 
der  gegebenen  Seite  (oder  Höhe)^ 

b)  und  c)  Da  die  Spitze  des  Dreiecks 
auf  der  PM^elen  zur  Grundseite  ver- 
schoben werden  darf,  so  sucht  man 
auf  dieser  Parallelen  die  Punkte, 
welche  vom  gegebenen  Eckpunkte  eine 
Entfernung  gleich  der  gegebenen 
Seite  haben,  bezw.  welche  vom  Schenkel 
eines  Winkels  von  der  gegebenen 
Grösse  ausgeschnitten  werden,  und  ver- 
bindet diesen  Punkt  mit  den  andern 
Eckpunkten  des  Dreiecks. 
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Die  Winkel  BÄC^  und  BA  C,  sind  supplementär, 
denn  AC,  =  AC^  bringt  ^AC^C^  =  AC^C^. 
Nun  ist  ^  EAC^  =  C^C^A  und  DAa  =  C^C^A, 
jedesmal  als  innere  Wecbselwinkel.  Folglich  ist 
EAC^  =  DACi  und 

^J?^C7,  =  180—  EAC^  =  ieO-^C,AD, 
Demnach  sind  ABC^  und  ABC^  zwei  solche 
Dreiecke,  bei  denen  zwei  Seiten  gleich  und  die 
eingeschlossenen  Winkel  supplementär,  folglich 
der  Inhalt  gleichgross  ist.  Demnach  sind  auch 
nicht  nur  die  Hohen  yon  C^  und  C,  auf  AB 
einander  gleich,  sondern  auch  jene  von  B  auf 
AC^  und  ^C,. 


A 


Figur  56. 


Frage  71.  Wie  wird  ein  Dreieck 
unter  Beibehaltung  der  Seite  AB 
verwandelt: 

a)  in  ein  gleichschenkliges^'mit 
AB  als  Grundseite, 

b)  in  ein  gleichschenkliges  mit 
AB  als  Schenkel, 

c)  in  ein  rechtwinkliges  mit  AB 
als  Hypotenuse, 

d)  in  ein  rechtwinkliges  mit  AB 
als  Kathete? 


Erkl.  164«  Frage  a)  lässt  die  einzige  Lo- 
sung ABCi  zu. 

Frage  b)  hat  ausser  den  beiden  Lösungen 
ABC^  und  ABC^*  auch  noch  die  beiden  Lö- 
sungen ABC\**  und  ABC^*".    Darunter  sind 
aber  ABC^^ABC^*'  und  ABC^* ^ABC^***, 
denn  sie  haben  jeweils  alle  Seiten  und  Winkel 
gleich.   Die  beiden  yerschiedenen  Dreiecke  ABC^ 
und  ABC^  aber  haben  wie  in  voriger  Antwort 
und  Figur  54  zwei  gleiche  Seiten: 
AB  ^  AC^:=z  AC4 
und  supplementären  eingeschlossenen  Winkel: 
BAC^  —  1800—^^(7,. 

Frage  c)  hat  ebenfalls  die  zwei  (ungleich- 
wendig) kongruenten  Lösungen  ABC.  und 
ABC^\  wenn  der  Halbkreis  über^B  die  Paral- 
lele in  zwei  Punkten  schneidet. 

Frage  d)  hat  stets  die  zwei  kongruenten 
Lösungen  ABC^  und  ABC^*, 


Antwort.  Die  Beantwortung  dieser 
Frage  stützt  sich  auf  die  Verechiebbar- 
keit  der  Spitze  des  Dreiecks  auf  der 
Parallelen  zur  Grundseite  zusammen  mit 
den  Eigenschaften  des  gleichschenkligen 
bezw.  rechtwinkligen  Dreiecks,  und  ge- 
schieht f olgendermassen : 

a)  Die  Mittelsenkrechte  der  Strecke 
AB  trifft  die  Parallele  zu  AB  m 
Scheitel  des  gleichschenkligen  Drei- 
ecks ABC^  mit  Grundseite  AB  und 
Spitze  Cj. 

b)  Der  Kreis  mit  Mittelpunkt  Ä  und 
und  Eadius  AB  trifft  die  Parallele  zu 
AB  in  zwei  Punkten  C^  und  C,',  deren 
Entfernung  von  A  gleich  ist: 

AC^z=AC^'=zAB. 

Also  sind  ABC^  und  ABC^*  gleich- 
schenklige Dreiecke  mit  SchenkelJÄ 

c)  Der  Kreis  mit  Durchmesser  AB 
trifft  die  Parallele  zu  -4  J?  in  zwei 
Punkten  C^  und  Cg',  deren  jeder  der 
Scheitel  eines  rechten  Winkels  AC.B 
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Inwiefern  von  der  Beziehnng  der  Seite  AB  ist  Folglich  ist  ÄC^B  ein  rechtwink- 
ror  gemeinsamen  Höhe  ÄaUer  Dreiecke  die  Lös-  jj^-^g  Dreieck  mit  Hypotenuse  AB 
barkeit  der  vier  Fragen  abhängt,  zeigt  die  ®,.  ^.  ^  ,  i_x  •  .i  j^hcl  j- 
Determination  dieser  Aufgaben  (siehe  Anf-  d)  Die  SenkrecMe  in  A  tnfit  die. 
gäbe  248  der  Aufgabensammlung  am  Schlüsse  Parallele  7M  AB  im  Punkte  C^  als  Eck- 
dieses  Teües).  punkt  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 

ABC^  mit  Kathete  AB. 

Frage  72.  Wie  verwandelt  man 
unter  Beibehaltung  einer  Seite  (oder 
Höhe)  und  eines  der  Winkel 

a)  ein  Dreieck  in  ein  Parallelo- 
gramm, Antwort.   Da  das  Dreieck  halb  so 

b)  ein  Parallelogramm  in  ein  gross  ist,  als  das  Parallelogramm  mit 
Dreieck?  gleicher  Grundseite  und  Höhe,  so  ent- 

^^«^  ^^-  steht: 

^  a)  ein   dem  Dreieck   inhaltsgleiches 

^'  ^^     Parallelogramm,  wenn  man  die  Hälfte 

einer  anstossenden  Dreiecksseite  (oder 
Höhe)  als  Parallelogrammseite  (oder 
Höhe)  nimmt,  und  umgekehrt: 

b)  ein  dem  Parallelogramm  gleiches 
Dreieck,  wenn  man  das  Doppelte  einer 
anstossenden  Parallelogrammseite  (oder 
Höhe)  als  Dreiecksseite  (oder  Höhe) 
nimmt,  und  jeweils  die  Figur  vervoll- 
ständigt. 

Erkl.  165.  Die  Lösung  für  jede  dieser  bei- 
den Fragen  ist  eine  doppelte,  wenn  die  Wahl 
des  beizubehaltenden  Winkels  freigesteUt  ist. 
Denn  man  kaim  in  solchem  Falle  jede  der  beiden 
an  die  gegebene  Seite  anstossenden  Seiten  hal- 
bieren bezw.  verdoppeln.  Man  erhält  also  (siehe 
Figur  56): 

a)  l:sABC  =  ^gtÄBEDi-^^a) 

=.:^gtÄBFG{^ß). 

b)  :^gtÄBCD  =  ^ÄBE(<^a) 

=  AÄBF(^ß). 


Frage  73.  Wie  verwandelt  man 
durch  Zeichnung  unter  Beibehaltung 
eines  Winkels 

a)  ein  Dreieck, 

b)  ein   Parallelogramm   oder 

Rechteck  Antwort,   a)  Ist  ABC  in  Figur  67 

in  ein  anderes  mit  gegebener  Seite?  Tn^^'^i?'  ^^frf''  Seite  ^5  die  Länge 
®  ^  AD  (m  Figur  57  a  grösser  als  ^5,  also 

D  ausserhalb  AB,  in  Figur  57  b  kleiner 
als  AB,  also  D  innerhalb  AB)  erhalten 
soll,  so  muss  dafür  auch  der  andere 
Schenkel  des  Winkels  a  eine  andere 
Länge  AE   erhalten,   und   zwar   eine 
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Fignr  57. 


Erkl«  166»  Man  hat  nach  dem  neben- 
stehenden in: 

Figur  57a:  Figur  57b: 

/\BEC  =  BED        /\DCB=iDCE, 
folglich  Dreieck  ABC  = 
ÄBE+BEC  ÄDC  +  DCB 

=  ABE+BED       —ADC-\-DCE 
=  ADE  =  ADE. 

Demnach  auch  ein  etwaiges  Parallelogramm: 
2'ABC=2'ADE, 

ErkL  167.  Die  Frage  78  ist  dieselbe,  wie 
die  Fragen  66,  68  a,  70  a,  welche  an  jenen  Stellen 
durch  Berechnung  der  andern  Seite  gelöst 
werden.  Die  nebenstehende  Beantwortung  aber 
sieht  von  der  Längenberechnung  vollständig  ab 
und  löst  die  Frage  allein  durch  Konstruktion. 
Sie  gewinnt  dadurdi  die  unmittelbare  Anwendbar- 
keit auch  auf  den  Fall,  wo  die  Seiten  AB  und 
AD  inkommensurabel  sind,  umgekehrt  folgt 
aber  aus  der  Beziehung  auf  die  Antworten 
der. obengenannten  Fragen,  dass  auch  in  den 
Figuren  57  die  Proportion  bestehen  muss: 

AB:AD  =  AE:AC, 
damit : 

AB'ACzzzAD'AE. 

Diese  Gleichung  zusammen  mit  Satz  19  bilden 
die  Hauptgrundlage  der  Lehre  yon  der  Aehnlich- 
keit  der  Figuren  (siehe  den  VI.  Teil  dieses 
Lehrbuches).  


kürzere  oder  längere,  je  nachdem 
die  erste  Seite  verlängert  oder  ver- 
kürzt wurde. 

Verbindet  man  nun  die  dem 
Punkt  Ä  zunächst  liegenden  Eck- 
punkte: 

Figur  57a:  Figur  57b: 

B  und  E  C  und  D, 

SO  wird  von  dem  ursprünglichen 

Dreieck    ABC    abgetrennt    ein 

Dreieck: 

ABE  ACD, 

welches  unverändert  bleibt,  und  ein 
Dreieck: 

BCE  BCDy 

dessen  Spitze  verlegt  werden  soll  von 
dem  Schenkel  : 

AEC  auf  ABD      ADB  auf  ACE. 

Betrachtet  man  also  für  dieses  Drei- 
eck als  Grundseite  die  Linie: 
BE  CD, 

SO  kann  die  Spitze  C  (B)  verschoben 
werden  auf  der  Parallelen  zn  BE  (CD) 
nach  D  (bezw.  E).  Dadurch  ist  der 
neue  Eckpunkt  gerunden. 

b)  Um  ein  Parallelogramm  oder  Recht- 
eck in  ein  anderes  mit  gleichem  Winkel 
und  gegebener  Seite  zu  verwandeln,  hat 
man  nur  durch  eine  Diagonale  desselben 
das  Dreieck  ABC  herzustellen,  dieses 
nach  vorigem  zu  verwandeln  und  aus 
dem  neuen  Dreiecke  ADE  mit  DE  9is 
Diagonale  das  neue  Parallelogranun  oder 
Rechteck  zu  vervollständigen. 


Frage  74.  Wie  verwandelt  man  ein 
Vieleck  in  ein  anderes,  welches  eine 
Ecke  weniger  hat? 

Erkl.  168.    Man  hat  in  Figur  58  ähnlich 
wie  oben: 
ABCDEA  =  ABCDA-^-ADE 

=  ABCDA-\- AD  D^  =  ABCDEA. 

Ist  so  das  Fünfeck  in  ein  Viereck  ver- 
wandelt, so  kann  durch  Wiederholung  dieser 
Konstruktion  daraus  ein  Dreieck  erhalten  wer- 
den, also  allgemein  ein  n-Eck  in  ein  Dreieck 
übergeführt  werden. 

Die  Verwandlung  eines  Vierecks  in  ein 
Dreieck  ist  in  Antwort  der  Frage  72  gesseigt 


Antwort.  Um  an  einem  Vieleck 
ABC  DE  (siehe  Figur  68)  etwa  die  E<*e 
E  zu  entfernen,  schneidet  man  aus  dem- 
selben durch  die  Diagonale  ^D  das 
Dreieck  ADE  ab.  Wird  nun  die  Spitze 
E  dieses  Dreiecks  etwa  auf  die  Verlän- 
gerung der  Seite  CD  nach  D^  verlegt,  so 
wird  der  Winkel  CDE  zum  Winkel 
CDD^  =  1800,  aiso  tritt  statt  der 
beiden  Ecken  D  und  E  nur  die  eine 
Ecke  Dj  auf. 
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worden.    Auch  jene  Vigat  66  b  sdmmt  mit  Zu  diesem  Zwecke  zieht  man  £2),  11 -4Z>, 

Ä^  ™ÄU**'^''^Tn^/?'i.*^r'?i  betrachtet  AD  als  Grundseite  des  Drei- 

B  mit  Ij  yerbinaet,  so  wira  BDuCiLj  eist  ,       ^rkin           i-^j»ci'j.        n       i> 

die  abgeschnittene  Ecke,  welche  nach  ^  auf  der  ^<*S  ADEy   verlegt   die  Spitze  E  auf 

Verlängerung  von  AD  verlegt  wird.  der  Parallelen  zur  Grundseite  nach  D^ 

und  verbindet  A  miDy    Dann  ist  das 

Figur  58.  Fünfeck  ABC  DE  =  Viereck  ABCD^. 


Frage  75.  Wie  findet  man  ein 
Quadrat,  das  gleich  der  Summe  oder 
Differenz  zweier  gegebenen  Quadrate 
ist? 

Erkl»  169«  Geometrisch  ist  der  erste  Teil 
der  nebenstehenden  Aufgabe  dadurch  zu  lösen, 
dass  man  auf  den  Schenkeln  eines  rechten 
Winkels  die  Strecken  a  und  h  abträgt  und  die 
Yerbindungsstrecke  der  Endpunkte  ds  Hypo- 
tenuse e  wählt  Fttr  die  zweite  Aufgabe  wird 
auf  dem  einen  Schenkel  des  rechten  Winkels 
die  Strecke  h  abgetragen,  und  um  den  Endpunkt 
ein  Kreisbogen  mit  Radius  e  gezeichnet,  der 
den  andern  Schenkel  schneidet  Dann  entsteht 
auf  letzterem  die  Strecke  a. 

Rechnungsmässig  gibt  die  erste  Aufgabe 
c  =  V'a*  -{-  5^  und  ist  nur  arithmetisch  zu  lösen : 
d.  h.  es  muss  a<  und  h^  einzeln  berechnet,  beide 
Ergebnisse  addiert  und  aus  der  Summe  die 
Quadratwurzel  gezogen  werden.  Im  zweiten 
Falle  ist  a  =  l/c«  —  &»,  was  ausser  derselben  Art 

auch  durch  Umformung  auf  V^Cc^-^)  (<?  — *) 
gelöst  werden  kann.  


Antwort.  Da  nach  dem  pythago- 
reischen Lehrsatze  das  Quadrat  der 
Hypotenuse  gleich  der  Summe  der  Ea- 
thetenquadrate  ist,  so  erhält  man  eine 
Strecke,  deren  Qua-drat  gleich  der 
Summe  zweier  gegebenen  Quadrate 
ist,  wenn  man  die  Hypotenuse  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  konstruiert,  wel- 
ches je  eine  Seite  der  gegebenen  Quadrate 
zu  Katheten  hat  Und  man  findet  eine 
Strecke,  deren  Quadrat  gleich  der 
Differenz  zweier  gegebenen  Quadrate 
ist,  wenn  man  die  zweite  Kathete 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  konstruiert, 
das  als  Hypotenuse  und  erste  Kathete 
die  Seiten  der  beiden  gegebenen  Qua- 
drate enthält 


Frage  76.  Wie  verwandelt  man 
ein  Rechteck  in  ein  Quadrat? 

Erkl.  170.  Welche  der  beiden  nebenstehen- 
den Lösnn^arten  man  in  einem  praktisch  vor- 
liegenden Falle  wählen  wiU,  wird  von  den 
Baumverhältnissen  der  vorliegenden  Zeichnung 
abhängen.  Man  kann  eine  Seite  p  manchmid 
nicht  um  eine  andere  q  verlängern,  ohne  den 
verfügbaren  Baum  zu  überschreiten,  dagegen 
wird  umgekehrt  manchmal  eine  senkrechte  Strecke 
h  diesen  Baum  überschreiten,  während  dieselbe 


Antwort.  Um  ein  Rechteck  in  ein 
Quadrat  zu  verwandehi,  kann  man  auf 
zwei  verschiedene  Weisen  vorgehen,  je 
nachdem  man  auf  Grund  des  Satzes  12 
oder  16  (bezw.  12  a  und  16  a  in  Ant- 
wort 41)  verfahren  will 

1)  Ist  ADGO^  in  Figur  26  das  ge- 
gebene Rechteck,  so  wähle  man  dessen 
eine  Seitenstrecke  ^ö^  =  -45  als  Durch- 
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Strecke  in  schiefer  Lage  b  noch  innerhalb  der 
gegebenen  Grenzen  liegt  Theoretisch  sind 
selbstverständlich  beide  Arten  yollständig  gleich- 
wertig. 

Bechnnngsmässig  ist  die  Verwandlung  eines 
Rechtecks  in  ein  Quadrat  die  Aufgabe,  aus 
dem  Produkt  zweier  Grössen  die  Wurzel  zu 
ziehen ;  denn  wenn  h^  =  e-qisty  so  ist  b  =  Yc-q, 

Wenn  b^  =  c-q  ist,  so  gilt  auch  die  Pro- 
portion c:b  :=b:q.  Und  daher  nennt  man 
auch  b  die  mittlere  Proportionale  oder  die  geo- 
metrische Proportionale  zwischen  c  und  q,  also 
nebenstehende  Konstruktion  die  Konstruktion 
der  mittleren  Proportionale  zweier 
Strecken. 

Figur  59. 


(^ 

vi 

B 


messer  eines  Kreises  in  Figur  59,  trage 
darauf  die  andere  Seite  AD  ab,  und 
verbinde  A  mit  dem  Schnittpunkt  C,  in 
welchem  die  in  C  errichtete  Senkrechte 
den  Kreis  trifft.  Dann  ist^C*  —  AB -Ah 
oder  wie  in  Figur  26: 

Quadrat  ÄCJJ^  =  Kechteck  ADOG^. 

2)  Da  femer  das  Quadrat  der  Höhe 
im  rechtwinkligen  Dreieck  gleich  dem 
Rechteckaus  denHypotenusenabschnitten 
ist,  so  erhält  man  eine  Strecke  DC  =  h 
in  Figur  69,  deren  Quadrat  gleich  dem 
Rechtecke  der  Strecien  p  und  q  ist, 
wenn  man  die  Summe  der  Rechtecksseiten 
p-]-  q  =  AB  als  Durchmesser  eines 
Kreises  wählt  und  im  Teilpunkte  D  die 
senkrechte  Halbsehne  errichtet  Denn 
dann  ist  wieder  CD^  =  DA-DB  oder 
h^=P'q, 


Frage  77.  Wie  verwandelt  man  ein 
Quadrat  in  ein  Rechteck  mit  ge- 
gebener Seite? 

Erkl.  171»  Bei  der  Konstruktion  zeichnet 
man  erst  das  rechtwinklige  Dreieck  ACD  aus 
b  und  q  bezw.  aus  h  und  q,  und  bringt  dann 
die  Verlängerung  von  AD  zum  Schnitt  mit 
einer  in  C  auf  A  C  erriditeten  Senkrechten.  Die 
dadurdi  entstehende  Strecke  AB  =  e  bezw. 
BD=ip  ist  dann  die  zweite  Seite  des  ge- 
suchten Bechtecks. 

Rechnungsmässig  stellt  diese  Auflösung  eine 
einfache  Division  dar,  indem  gesucht  wird: 

c  =  —  bezw.  p  =  — . 

Als  Proportionsaufgabe  aufgefasst  wird  wie- 
der q:b  =  b:c  oder  q:h  =  hip,  so  dass  man 
c  und  p  als  „dritte  Proportionale^,  und 
obige  Antwort  als  „Konstruktion  der 
dritten  Proportionale'^  ansehen  kann. 


Antwort.  Wenn  in  Figur  69  die 
Strecke  AC  =  b  bezw.  DC  =  h  ge- 
geben, und  ebenso  etwa  AD=  j,  so 
ludet  man  die  gesuchte  Strecke  AB  =  c 
bezw.  DB  =  py  indem  man  die  Figur  59 
aus  den  gegebenen  Stücken  vervoll- 
ständigt, also  je  eine  der  beiden  Kon- 
struktionen in  Antwort  der  Frage  76 
rückwärts  durchfuhrt. 


Frage  78.     Wie  verwandelt  man 
ein  Rechteck  in  ein  anderes  mit  ge-        .    .        ^     ^t       .    t>    ,_x    ,   •      . 
ffebener  Seite?  Antwort.    Um  ein  Rechteck  m  em 

anderes   mit   gegebener  Seite  zu  ver- 

p-M  17«    TMn»^  A«flx«««,,  A^.  k«,.u»  i^  wandeln,  kann  man  benützen  den  Vor- 

ErU.  17s.    Diese  Auflösung  der  bereits  in  ,       .,      '       ,      ,-.  .,  .    » 

Frage  66  gleichlautend  vorHegenden  Aufgabe  bereitungssatz  10  zuin  pythagoreischen. 

ist  eine  rein  geometrische  und  deshalb  besonders  Ist  demnach  (siehe  Figur  24  a  und  24  b 
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für  solche  Fälle  anzuwenden,  in  welchen  die 
nene  Rechtecksseite  mit  den  vorigen  inkonunen- 
sarabel  ist 

Bechnungsmässig  liegt  wieder  eine  einfache 
Division  vor,  denn  wenn  cq=:h*p  ist,  so  wird 

h  =  — —  oder  p  =  —r-» 
P  & 
Als  Proportionsaufgabe  ist  wieder  p:q=:c:h 
bezw.  b:e=:z  q:p,  also  Berechnung  bezw.  Kon- 
struktion der  vierten  Proportionale  zu 
drei  gegebenen  Strecken  verlangt  und  geo- 
metrisch gelöst.  ■ 


oder  25)  ÄDGGy  das  gegebene  Recht- 
eck, so  trage  man  die  gegebene  Seite 
des  neuen  Rechtecks  als  ÄF  oder  AJy^ 
unter  beliebigem  Winkel  an,  mache  dann 
AB  =1  AG^  und  verlängere  (?Z>,  so  wer- 
den die  Punkte  der  genannten  Figuren 
erhalten,  durch  welche  entsteht: 

ADQQ^  z=iAFJJy 

(Andere  Lösung  gibt  schon  Antw.  73.) 


8)  üeber  die  Teilung  der  Figuren. 


Frage  79.  Wie  wird  ein  Parallelo- 
gramm in  n  gleiche  Teile  geteilt? 

Erkl»  178.  Die  Teilung  einer  Strecke  in 
n  gleiche  Teile  ist  bereits  in  Antwort  146  des 
dritten  Teiles  behandelt  worden:  Sie  geschieht 
dadurch,  dass  man  auf  einer  Hilfsstrecke  von 
einem  Endpunkt  der  Strecke  aus  beliebige  n 
gleichgrosse  Teilstrecken  abträgt,  den 
letzten  mit  dem  zweiten  Endpunkte  der  zu 
teilenden  Strecke  yerbindet,  und  durch  die  übrigen 
Teilpunkte  zu  dieser  Verbindungslinie  Parallelen 
zieht.  Am  genannten  Orte  wurde  (durch  zen- 
trische Symmetrie)  bewiesen,  dass  dann  je  zwei 
benachbarte  der  so  entstehenden  Teilstrecken 

gleich  sein  mttssen,  also  jede  gleich  —  der  Ge- 
samtstrecke.  ^ 


Antwort.  Wenii  man  bei  einem 
ParaUelogramm  eine  Seite  in  n  gleiche 
Teile  teilt  und  durch  die  Teilpuiücte  zu 
den  andern  Parallelseiten  parallele  Linien 
zieht,  so  liegt  zwischen  je  zwei  solchen 
Teilungslinien  ein  Parallelogramm,  dessen 
Höhe  gleich  der  Höhe  des  ganzen, 
dessen  Grundseite  dagegen  gleich 
dem  n-ten  Teile  der  Grundseite  des 
ganzen  Parallelogramms  ist.  War  also 
die  Fläche  des  ganzen  Parallelogramms 
F=g'h,  so  ist  die  Fläche  eines  solchen 

Teilparallelogramms    gleich   —  «A    oder 

gleich  ^'R 


Frage  80.  Wie  wird  ein  Dreieck 
in  n  gleiche  Teile  geteilt? 

Erkl*  174«  Insbesondere  ist  zu  nebenstehen- 
der Antwort  zu  bemerken,  dass  jede  Mittel- 
linie eines  Dreiecks  dasselbe  in  zwei  gleich- 
grosse Flächen  teilt  (vergleiche  auch  noch 
Aufgabe  280). 

Von  den  n  Teildreiecken  eines  Dreiecks  ist 
das  die  H0he  enthaltende  oder  der  Höhe  zunäcbst- 
liegende  das  mit  dem  geringsten  Umfange.  Denn 
für  jedes  folgende  wird  jede  Seite  stets  grösser 
(weil  schiefer)  als  die  Seiten  des  vorhergehenden, 
also  ebenso  auch  der  Umfang.  Dementsprechend 
erscheinen  die  der  Höhe  naheliegenden  Teil- 
dreiecke kürzer  und  breiter,  die  femerliegenden 
länger  und  schmäler,  obwohl  sämtliche  gleiche 
Gmndseite  und  Fläche  haben. 


Antwort.  Wenn  man  bei  einem 
Dreieck  eine  beliebige  Seite  in  n  gleiche 
Teile  teilt  und  die  Teilpunkte  mit  der 
gegenüberliegenden  Ecke  yerbindet,  so 
fiegt  zwischen  je  zweien  dieser  Ver- 
bindungslinien ein  Dreieck,  welches  die- 
selbe Höhe  hat,  wie  das  ganze,  aber 
als  Grnndseite  den  w-ten  Teil  der 
Grundseite  des  ganzen.  Demnach  ist 
wieder,  wie  oben,  die  Fläche  des  ganzen 

Dreiecks  i^=  yS'-A,  und  die  Fläche 

eines  solchen  Teildreiecks  gleich: 

2    n  n  \2         J        n 


Frage  81.   Wie  wird  ein  Dreieck 
in  n  gleiche  Teile  geteilt,  wenn  die 

Teilungslinien   einer  Seite   parallel       Antwort.     Um  ein  Dreieck  durch 
sein  sollen?  Parallele  zur  Seite  c  in  w  gleiche  Teile 
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Erkl.  176.  Wenn  in  Fignr  60  n  Teilstrecken 
der  Seite  a  entstehen,  so  heisst  der  letzte  Teil- 
pnnkt  innerhalb  CB  Dm—i,  nnd  B  ist  Dh\ 
folglich  ist: 

CE^n-i  =  CDn-^lCB 
and 

Cl*«-i:C5*=  CDn^i'CBiCB^ 

=  CDn-i :  CJ?  =  (n  -  1)  :  n. 
Die  nebenstehende  Dnrchfllhmng  gilt  daher 
nnmittelbar  allgemein  für  eine  beliebige  Zahl  n, 
während  Figur  60  den  Einzelfall  n  =  4  auf- 
weist. 

Ans  der  fortlaufenden  Proportion: 
C7FiG^,:CF,ö,:...  CBÄ=i  l:2:3...:n 
erhält  man  einzeln: 

CF,G^:CF^G^  =  1:2, 
also: 

CF,Ö,  =  2.CFiöi 
oder: 

GF^G^-^CF^G,  =  CF^G,; 
also  Dreieck  CF^  G^  gleich  Trapez  F^  G^  F^  (?,. 
Ebenso  weiter: 

CF^G^:CFj^G^=z  1:8, 
also: 

oder: 

CF3Ö,  — 2.CFjö,  = 

CF,G,'^F,G,F^G,  =  CF,G,', 
also  Dreieck  CF^  G^  gleich  Trapez  JP,  G^  F^  Ö, 
u.  s.  w. 


Erkl»  176»  Dass  nicht  etwa  eine  Teilung 
der  Hohe  oder  Seite  in  n  ffleiche  Teile  un- 
mittelbar die  Teilung  des  Dreiecks  lieferte,  er- 
kennt man  daraus,  dass  Dreiecke  mit  Seiten 
C2>j,  CD,-'*,  deren  dritte  Seite  i|  c  wäre, 
wegen  ihrer  ebenfalls  gleichgrossen  Winkel  a, 
ß,  Y,  sich  verhalten  würden  wie: 

CDl^i^D^^i'"  =12: 2«:  8«...:«« 
=  1:4:9... :n« 
statt  wie   1 :  2 : 8 :  *  •  *  :  n.      Demnach  würden 
auch  die  entstehenden  Trapeze  nicht  gleichgross 
sein,  sondern  sich  verhalten  wie: 

1 : 8 : 5  :  7  . . .  :  (2n  —  1). 
Dagegen  ist  in  Figur  60: 

CF,  :CF,:CF,:  .  .  .  .  :  CB 
=  F,G,:F^G,:F,G,  •  •  •  :  AB 
=  CG^  iCG^iCG^:  '  -  '  '  :  CA 
=  1:  1/2":  /3": /«; 


ZU  teilen,  teilt  man  zunächst  eine  and^% 
Seite  a  in  n  gleiche  Teile,  errichtet  über 
derselben  den  Halbkreis  und  die 
senkrechten  Halbsehnen  in  den 
Teilpunkten  des  Durchmessers-  Die 
Schnittpunkte  J?  mit  dem  Kreise  verbindet 
man  mit  einem  Endpunkte  C  des  Dorch- 
messers  und  trägt  diese  Längen  von  C 
aus  auf  a  ab.  Die  Parallelen  zu  c  durch 
die  so  entstehenden  neuen  Teilpunkte 
auf  a  besitzen  die  verlang  Eigenschaft. 
Denn  in  Figur  60  (wo  n  =  4  gesetzt) 
hat  man  nach  Satz  12  a: 

C^i*  =  Ci>, . CB,    'CE^  =zCD^*CB  TLS.w^ 

also: 


:CJ5*  = 
:aj?=  1:2:8 


CD^iCD^iCD^ 

Die  Dreiecke  CF^G^,  CF^G^--. 
welche  durch  die  Parallelen  abgeschnit- 
ten werden,  besitzen  aber  sämtliche 
dieselben  drei  Winkel  a,  /J,  y; 
ihre  Flächen  verhalten  sich  also  nach 
Satz  19  wie  die  Quadrate  der  Strecken 
CF^,CF^,CF^'"  DaaberCJ^i  =  C£„ 
CF^  =  CE^  "'  abgetragen  wurde,  so 
verhält  sich: 

CF^G.iCF^G^'"  :CBA  = 

'CE^^  :  UE^^  :  . . .  C5*  =1:2:8...:«. 

Hieraus  ergibt  sich  endlich  (vergL 
Erkl.  176): 

A  CFj  Ö,  =  Trapez  i^^  G^  F,  G^ 

=  Trapez  F^G^F^G^  -.. 
=  Trapez  JV-i  ön-i  BA, 

^^ABC. 
n 

Figur  60. 
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Frage  82,  Wie  wird  ein  Dreieck 
in  »  gleiche  Teile  geteilt,  wenn  die 
Teilnngslinien  dnrch  einen  gegebenen 
Punkt  anf  einer  Dreiecksseite 
gehen  sollen? 

Figur  61. 


ErkL  177.  Wenn  in  Fignr  61  n  Teilungs- 
strecken auf  der  Seite  a  entstehen,  so  heisst  C 
auch  D^  oder  Eq\  der  letzte  Teilpnnkt  inner- 
halb Cß  heisst  Dn-i,  auf  AB  aber  Ä-i; 
B  ist  Dn  oder  E».  Für  jedes  der  Dreiecke  mit 
der  Qrondseite  AP  wird  die  Spitze  Dx  ver- 
schoben auf  einer  der  vielen  Parallelen  zu  ^P 
nach  Ea; ,  also  stets  A  PDx  =  A  PEx*  Auch  hier 
^t  also  die  nebenstehende  Durchführung  all- 
gemein, nicht  bloss  für  den  in  Fignr  61  dar- 
gesteUten  Fall  n  =  4. 

Die  den  Punkt  A  zwischen  sich  einschliessen- 
den  Teilnnplinien  {PE^  und  PK.  in  Figur  61) 
sind  die  einzigen,  welche  ein  Viereck  bilden 
statt  eines  Dreiecks. 

Fällt  Punkt  P  in  eine  der  Ecken  C  oder  B, 
so  werden  die  Parallelen  zvl  AP  parallel  einer 
Seite  und  erzengen  die  in  Antwort  der  Frage  80 
bereits  gefundenen  Teilpunkte  auf  der  andern 
Seite,  der  Gegenseite  jener  Ecke. 

Fällt  Punkt  P  auf  einen  der  Teilpunkte  der 
Seite  a  selbst,  so  wird  die  Verbindungslinie  AP 
auch  selbst  eine  der  Strecken  PE^  und  es  ent- 
steht kein  Viereck  unter  den  Teilflächen, 
weil  eben  eine  der  Teilungslinien  als  PA  selbst 
durch  Ecke  A  geht. 


Antwort.  Um  ein  Dreieck  durch 
Linien  von  dem  auf  Seite  a  liegenden 
Punkte  P  ans  in  n  gleiche  Teile  zu 
teilen,  teilt  man  zunächst  diese  Seite  a 
selbst  in  n  gleiche  Teile,  verbindet  den 
Punkt  P  mit  der  Ecke  Ä  und  zieht 
durch  die  Teilpunkte  auf  a  Parallele 
zu  dieser  Verbindungslinie.  Die  Ver- 
bindungslinien von  P  mit  den  gegenüber- 
liegenden Schnittpunkten  dieserParallelen 
sind  die  verlangten  Teilnngslinien.  Denn 
in  Figur  61  (wo  wieder  «  =  4  gesetzt) 
hat  man  durch  die  Teilnngslinien  ÄD^^ 
AD^"'  nach  Antwort  der  Frage  80: 

ACD,  :=zAD,D^  =  AD^D^'''  =  ^  *  ABC. 

Nach  Antwort  der  Frage  16  und 
Figur  7  ist  aber  wegen  gleicher  Grund- 
seite AP  und  Höhe: 

/\APD^  =  APE^,  APD^=zAPE^, 
APD^  =zAPE^'", 

also: 

ACD^  =  APC-'APD,z=  APC^APE, 

=:PCE,  =z—ABC, 
n 

AD,D^  =  APD,-^A  PD^  =  APE^  +  A  PE^ 

1 


=  PE,AE^P=^—ABC, 
AD^D^  =  APD^  —  APD^  =  APE^  —  APE^ 

=  PE^E^  =  —ABC    XL.  s.  w.,  bis 
ADn-i  B=i  APB  —  APDn-i 

z=zAPB  —  APEn-l 

=  PEh^iB=i—ABC. 
n 

Demnach  allgemein: 

PCE^  =  PE^AE^  =  pe^e^ 

=  PE^E^'"=.PEn-~\B, 


9)  üeber  das  graphische  Rechnen. 


Frage  83.  Was  versteht  man  unter 
graphischem  Rechnen? 

£rkl.  178.  Das  Wort  graphisch  stammt 
vom  griechischeu  Worte  yQUipay,  schreiben,  zeich- 
nen, konstruieren,  und  ist  dasselbe,  welches  auch 
enthalten  ist  in  den  Wörtern  Telegraph  (Fem- 


Antwort.  Unter  graphischem 
Rechnen  versteht  man  die  Ausführung 
derjenigen  Rechnungsoperationen  mit 
Strecken  oder  Flächen  durch  Kon- 
struktion oder  Zeichnung,  welche 
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Schreiber),  Photomph  (Lichtschreiber),  Litho-  mit  den  Masszahlen  dieser  Strecken 
graph  (Steinschreiber)  n.  8.  w.  q^q^  Flächen  durch  Rechnung  atts- 

zufuhren  sind. 


Frage  84.  Welche  Rechnungs- 
operationen können  durch  das  gra- 
phische Rechnen  ausgeführt  werden? 


£rkL  179«  Schon  im  ersten  Abschnitte  dieses 
Teiles  wurde  ausgeführt,  dass  das  Produkt 
(zweite  Potenz)  zweier  Strecken  geometrisch 
dargestellt  wird  durch  das  Rechteck  (Quadrat), 
welches  die  beiden  Strecken  zu  Seiten  hat,  also 
allgemein  ein  Produkt  zweier  Strecken 
durch  eine  Fläche,  und  demnach  umgekehrt 
der  Quotient  einer  Flächengrösse  durch 
eine  Länge  oder  auch  die  Quadratwurzel 
aus  einer  Flächengrösse  durch  eine  Strecke. 

Multiplikation  yon  mehr  als  zwei  Strecken- 
grössen  oder  gar  Flächen  lässt  durch  plani- 
metrische  Darstellung  keine  Deutung  mehr  zu: 
daher  die  Beschränkung  nebenstehender  Auf- 
zählung auf  Grössen  zweiter  oder  erster 
Dimension. 


Antwort.  Durch  graphisches 
Rechnen  lassen  sich  ausfuhren: 

Addition  und  Subtraktion  be- 
liebig vider  Strecken  oder  Flächen- 
grössen,  sowie  Multiplikation  und 
Division  solcher  mit  unbenannten 
Zahlen,  sowie  Division  durch  eine 
gleichartige  Grösse; 

Multiplikation  zweier  und  Qua- 
drierung einer  Streckengrösse; 

Division  von  Flächen  grossen 
durch  Längen; 

Quadratwurzelziehen  ans 
Flächen  grossen,  sowie  die  Konstruk- 
tion der  durch  Zusammensetzung  solcher 
Operationen  entstehenden  algebraischen 
Ausdrücke. 


Frage  85.  Wie  gestaltet  sich  geo- 
metrisch die  Addition  und  Subtrak- 
tion? 


Erkl.  180.  Die  Addition  oder  Sabtraktion 
von  Flächen  in  der  nebenstehenden  Weise 
ergibt  in  der  Begel  unregelmässig  gestaltete 
Vielecke.  Es  ist  daher  vorteilhaft,  solche  zn 
addierenden  oder  zu  subtrahierenden  Flächen 
erst  zu  verwandeln  in  Rechtecke  mit  einer 
gemeinsamen  Seite  oder  in  Dreiecke  mit  einer 
gleichen  Höhe  n.  s.  w. ,  um  auch  nach  der  Ad- 
dition nnd  Subtraktion  wieder  ein  Rechteck 
bezw.  Dreieck  zu  erhalten. 

Die  Grundformeln  nebenstehender  Antwort 
lassen  sich  folgendermassen  zusammenfassen: 

Strecke  +  Strecke  =  Strecke, 
Fläche  +  Fläche  =  Fläche; 
Strecke  •  Zahl  =  Strecke, 
Strecke  :  Strecke  =  Zahl, 
Strecke  :  Zahl  =  Strecke; 
Fläche  .  Zahl  =  Fläche, 
Fläche  :  Fläche  =  Zahl, 
Fläche  :  Zahl  =  Fläche. 


Antwort.  Um  Strecken  zu  ad- 
dieren oder  zu  subtrahieren,  wird  die 
eine  um  eine  andere  verlängert  oder 
verkärzt;  um  Flächen  zu  addie- 
ren oder  zu  subtrahieren,  wird  die 
zweite  ausserhalb  oder  innerhalb 
der  ersten  angetragen  und  beide  zu- 
sammen oder  der  unbedeckt  bleibende 
Teil  der  grösseren  als  Summe  bezw. 
Differenz  erhalten. 

Wiederholte  Addition  bezw.  Sub- 
traktion einer  gleichen  Strecke  oder 
Fläche  ergibt  Multiplikation  der 
letzteren  mit  der  Anzahl  dieser  Wie- 
derholungen, bezw.  Division  der  ur- 
sprünglichen Grösse  durch  die  abge- 
tragene Grösse. 

Teilung  einer  Strecke  oder  Flädie 
in  mehrfache  gleiche  Teile  ergibt  Divi- 
sion durch  die  Masszahl  derTeilgrö^« 
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Frage  86.  Wie  gestaltet  sich  geo- 
metrisch die  Multiplikation  von 
Strecken  nebst  den  zugehörigen  Rech- 
nungsarten? 

ErkL  181.  Auch  der  nebenstehenden  Ant- 
wort liegen  Gmndformehi  folgender  Art  nnter : 

Strecke -Strecke  =  Fläche,  (Strecke)«  =  Fläche; 

Fläche  :  Strecke  =  Strecke,  \/Fläche  =  Strecke. 

Zar  Ansfnhning  dieser  graphischen  Bech- 
nungsanfgaben  sind  nach  Nebenstehendem  er- 
forderlich die  Verwandlungen  verschiedener  ge- 
gebener Flächen  zunächst  im  Bechtecke,  dann 
in  solche,  wovon  eine  Seite  gegeben  ist,  dann 
die  Verwandlung  eines  Bechtecks  in  ein  Quadrat. 
Dies  sind  also  im  Gegensatze  zu  voriger  Ant- 
wort sämtlich  Operationen  der  zweiten  Dimen- 
sion, während  jene  Operationen  der  ersten  (bezw. 
nullten)  Dimension  sind. 


Antwort.  Eine  Strecke  wird  mit 
einer  Strecke  multipliziert,  indem 
man  die  Fläche  des  Bechtecks  her- 
stellt, welches  die  beiden  Strecken  zu 
Seiten  hat;  also  wird  eine  Strecke  mit 
sich  selbst  multipliziert  durch 
Konstruktion  ihres  Quadrats. 

umgekehrt  wird  eine  Flächengrösse 
durch  eine  Strecke  dividiert,  indem 
man  jene  Fläche  verwandelt  in  ein 
Rechteck,  welches  die  gegebene 
Strecke  (den  Divisor)  als  eine  Seite 
hat.  Die  entstehende  andere  Seite 
des  Bechtecks  ist  der  Quotient. 

Endlich  erhält  man  die  Quadrat- 
wurzel aus  einer  Flächengrösse,  indem 
man  dieselbe  in  ein  Quadrat  verwan- 
delt und  so  die  Länge  einer  Seiten- 
strecke als  Wurzel  findet 


Frage  87.  Was  für  zusammen- 
gesetzte algebraische  Ausdrücke 
lassen  sich  geometrisch  darstellen? 

Erid.  182.    Da  ^^^  =  Zahl   ist   nnd 
Strecke 

ein  Ansdmck  der  Form  Zahl  •  Strecke  gebildet 

werden  kann,  so  kann  anch  gebildet  werden: 

Strecke  •  Strecke 


oder: 


oder: 


Strecke 

Strecke  -  Strecke  «  Strecke 
Strecke  •  Strecke 

Fläche  •  Strecke 


Antwort.  Es  lassen  sich  alle  die- 
jenigen algebraischen  Ausdrücke  geo- 
metrisch deuten,  bezw.  durch  Kon- 
struktion herstellen,  welche  sich  aus 
Summen  und  Differenzen,  Produkten 
und  Quotienten,  zweiten  Potenzen  oder 
Quadratwurzeln  in  der  Weise  zusammen- 
setzen, dass  die  zweite  Dimension 
im  Ergebnis  nicht  überschritten 
wird.  Ein  solcher  Ausdruck  in  allge- 
meiner Form  wäre  etwa: 


Strecke  •  Strecke  ' 

was  jeweils  eine  Strecke  ergibt.    So  ist  ein 

Ausdruck: 

a-h-C'd 
X  = 

e-f-g 
zu  bilden,    indem  man  etwa  erst  bildet   die 

Strecke  m  =  — '- — ,  dann  die  Strecke  n  ;=  ■   '  ■ 


2a« 
h 


V^3c2- 


^dep 


bghi 


und  endlich  die  Strecke  x  z=. 


9 


Erkl.  182  a.  Es  darf  aber  in  einem  solchen 
Brache  anch  die  Anzahl  der  Faktoren  des 
Zählers  die  des  Nenners  um  zwei  übersteigen. 
Denn  da  Fläche  •  Zahl  =  Fläche  ist,  so  kann 
anch  in  dem  Ausdruck  Fläche  >  Zahl  diese  Zahl 

beliebig  oft  durch  einen  Quotienten 


Dazu  wäre  erst  zu  bilden  das  Qua- 
drat r*  und  das  Dreifache  dieser  Fläche. 
Sodann  das  Bechteck  d-e  und  durch 
Verwandlung  desselben  in  ein  Rechteck 

d  •  e 

mit  Seite  g  die  Grösse  m  = als 

^  ff 

dessen  zweite  Seite.  Femer  das  Qua- 
drat /"*  und  durch  Verwandlung  des- 
selben in  ein  Rechteck  mit  Seite  h  die 


Grösse  n  =  ~-  als  dessen  zweite  Seite. 
Weiter  das  Rechteck  m  •  n  =  — ^  •  -V 

ff  Ä 

und   durch  Verwandlung  desselben  in 

Strecke   ein  Rechteck  mit  Seite  h  die  Grösse: 
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oder    p.,,  ,       ersetzt   werden.     So  entstehen 
Fläche 

Ansdrficke  der  Art: 

Fläche  '  Strecke 

Strecke         ' 

Fläche  '  Strecke  »  Strecke 

Strecke  •  Strecke 

Fläche  •  Fläche 


Fläche 


n.  8.  w., 


was  jeweils  eine  Fläche  ergibt.    So  ist  ein 
Ansdrnck : 

a  •  h  '  c  '  d 


zn  bilden,   indem  man  etwa  erst  bildet  die 

Strecke  m  = ,  dann  n  =     *      nnd  end- 

c  f 

lieh  die  Fläche  m  •  n.    Oder  man  erhält  einen 
Ansdrnck : 


indem  man  erst    etwa  F^  als  Bechteck  k-l 

nnd 


darstellt,    dann   die  Strecken  m  =  —7^ 

k 


F 

n  z=.  — -^  nnd  znletzt  die  Fläche  m  •  n. 


Erkl.  188.  Es  ist  zn  beachten,  dass  Aus- 
drücke, welche  addiert  oder  subtrahiert  werden 
sollen,  gleichartig  sein  müssen,  d.  h.  von  der- 
selben Dimension.  Denn  nur  Fläche  ^  Fläche 
oder  Strecke  +  Strecke  kann  gebildet  werden, 
nicht  aber  Fläche  +  Strecke.  So  ist  in  dem 
nebenstehend  behandelten  Ausdrucke  innerhalb 
der  Wurzel:  3c«  von  zweiter  Dimension, 
Adef^  von  fünfter,  der  Nenner  6gh^  von 
dritter,  also  der  Quotient  wieder  von  zweiter 
Dimension ;  der  Badikand  ^kl  von  zweiter,  die 

\/^kJ^ also    von    erster    und    das    Produkt 

i'Y^kl  wieder  von  zweiter  Dimension. 


P  = 


d^e 


tL    1 

h   '  h 

Endlich  wäre 


h      -^     ff 

als  dessen  zweite  Seite, 
aus  dieser  Grösse  p  mit  Strecke  f  ein 
Rechteck  zu  hMen  p^f  und  davon  nach 
TeUung  in  ffinf  gleiche  Teile  ein  Fünftel 


abzuschneiden.    So  entsteht 


Ad-e-p 


als 


zweiter  Posten  des  Radikanden.  Znletzt 
hat  man  zu  konstruieren  Aas  Redited 
k'lj  dieses  zu  versechsfachen  und  die 
erhaltene  Fläche  in  ein  Quadrat  zu  v^- 
wandeln.  Der  Längenwert  dieser  Qua- 
dratseite wäre  Vßkl,  und  das  Rechteck 
aus  dieser  Quadratseite  und  der  Strecke  i 
ist  der  dritte  Posten  des  Radikanden. 
Die  Summe  der  beiden  ersten  Posten 
wird  sodann  um  den  dritten  vermindert, 
die  erhaltene  Fläche  in  ein  Quadrat 
verwandelt  und  dessen  Seite  als  Wurzel- 
wert w  erhalten.  Bildet  man  noch  das 
Quadrat  a*,  verwandelt  es  in  ein  Recht- 
eck mit  Seite  b,  so  ist  die  zweite  Seite 

dieses  Rechtecks  =  -r-,  und  der  Ge- 
samtausdruck entsteht,  wenn  aus  der 
doppelten  Länge  dieser  Seite  und  der 
Strecke  w  ein  Rechteck  gebildet  wird. 


Frage  88.  In  welchen  Fällen  wird 
die  graphische  Darstellung  algebraischer 
Ausdrücke  besonders  einfach? 


Erkl.  1S4.  In  den  nebenstehenden  Fällen, 
welche  sich  ans  den  Ergebnissen  der  Ab- 
schnitte 4, 5, 6  leicht  yerme&en  Hessen,  besteht 
die  Erleichterung  darin,  dass  man  nicht  alle 
Einzelposten  des  gegebenen  Ausdruckes  zu  kon- 
struieren braucht,  z.  B.  nicht  einzeln  zu  bilden 


Antwort.  Die  graphische  Darstellung 
wird  besonders  bei  solchen  Ausdrücken 
eine  einfache  Konstruktion  gestatten,  wo 
diese  Ausdrücke  sich  als  Werte  irgend 
einer  leicht  zu  konstruierenden  einzelnen 
Strecke  oder  Fläche  einer  bestimmten 
Figur  herausstellen.    So  ist  z.  B.: 

die  Hypotenuse  bezw.  Kathete  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  mit  Seiten  'i 
und  6; 


Digitized  by 


Google 


Prtiagekrönt  in  Frankfort  a,  M,  1881,; 

Der  ansffthrliohe  Prospekt  nnd  das  ansfflhrliohe  Inhalts- 
ferzelchnis  der  ,,Yollstaiidig  gelösten  Anfgabensammlniig  Yon 
Dr.  Ad,  Kleyer**  kann  Yon  jeder  Bnchhandlnng,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  nnd  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  sofortigan  aad  dauern- 
den Oebranch  sn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  snthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverseichnis,  Berichtigungen 
nnd  Erldärongen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Anf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8-— 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreiae  von  26  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenlölge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis  ist,  wie  aus  dem  Froipekt  endohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
ffir  die  Interessenten. 

9).  Das  Werk  enthUt  AUea,  was  sich  Oberhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  nnd  Regehi  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Au^ben  in  yollstftndig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  YortreffUchen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktlaohea  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  daa 
beste  Handbuch  für  Lehrer  nnd  Examinatoren,  daa  voraügliohate  Lehrbuch 
■um  Selbatatudium,  daa  vortreffliohate  Nachaohlagebuoh  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlangen  nehmen  Bestellongen  entgegen. 


M^  Das  vollatindige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbiihriich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  HeHe. 


__    _  ._  » , 

Druok  Ton  0»r1  Hammer  in  Stottgarl 
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de.  Heft«  (Planimetrie).   5.  Teil. 

•         B  !      Die  Flächen  der  geradlinigen  Figuren. 


I  177-  ^^2iL^,  <^       LJSÄHpfi^^Fo'^^s-  ^'  Heft  1185.  —  Seite  81-9G.  i 


-El 


■EJ 

I 

■2J 


MAR  10  ^^'- '^     j 


Aufgaben  -  Sammlung 


I       -  nebst  Anhängen  ungelfister  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

ABiiabe  nsd  Entilclifliiü  der  bonntiteB  Satze,  Fomeln,  RogelB  in  Fragen  und  ABtiorten 

erl&iitert  durch 

viele  Eolzsclinitte  &  litliograpli.  Tafeln, 

am  allen  Zweigen 
d€r  BMheBkmiBty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  a.  ipkirlaolieB 


"L* 


1  Trigonometrie,  eynthetiBchen  Geometrie  etc.)  n.  hSheren  Mathematik  (höhere  Analyiii, 

Ij  Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  -— 

5i  am  aUen  Zweigen  der  Physik^  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geedftsie,  Nantlky 

I  BUithmat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strafeen-,  Eisenbahn-,  Waaser-i 

I  BHIeken-  n.  Hoehban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  o. 

I  Parallel-PerspeetiTe,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

d  für 

I  Sehttler,  Studierende,  Eanaidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Hilit&rs  etc. 

I  zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

I  Studium,  zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationallen  Verwertung 

I  der  exakten  WiBäenschaften , 

I  herausgegeben  von 

1  Ifr.  Adolph  Kleyer^ 

[3J  Mathematiker,  vereideter  kOnigl.  preuii.  Feldmeiser,  yereideter  greish.  heeiieoher  OeomeUr  I.  KUeie 

I  in  Frankfurt  a.  M. 
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4  Fünfter  Teil. 

\  Die  Flächen  der  geradlinigen  Figuren. 

I  Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J.  l^^achs. 

I  Forts.  V.  Heft  1185.  —  Seite  81—96.     Mit  3  Figuren.       .  | 
%                                                                 Inhalt: 

?}      Ueber  das  graphiscbo  Bechnen.  —  Auffrabensammlang. —  GoIOste  uad  ungelöste  AnfRaben  fiber  das  Meilen 
^      nsd    die  Maiseinbeiten.    —    Gelöste   und    ungelöste  Aufgaben    über    das  Becbteck  und  Parallelogramm.  — 

II  OelOite  Aufgaben  «ber  das  Dreieck  und  die  flbrigen  Vielecke. 
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PreisgekrSnt  in  Frankfart  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei  Werk,  welchem  kein  ftknliehes  lur  Seite  steht,  encheint  monatlich  in  8 — i 
Heften  su  dem  billigen  Preise  tod  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
oten  and  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik)  ¥kjtßii 
jftt^chanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  deb  Masehinen-,  Strassen-,  EisaibAlui-, 
BrOeken-  and  Hochbanes,  des  konstruktlTon  Zeiehnens  etc.  etc.  and  iwar  in  ToUstibidig 
geiSster  Form,  mit  Tielen  Fignren,  Erkilrnngen  nebst  Angabe  and  Entwlekelmgr  ^ 
benatsten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Löming 
jedermann  Yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  In  ihrer  Gesamtheit  ergSnxen  and  alsdann  noch  «Ue 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbstiadigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  det 
eigenen  Lösnng  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aofgaben)  des  Stndierendeo 
aberlassen  bleiben,  and  zngleich  von  den  Herren  Lehrern  fttr  den  Schnlanterricht  benntit 
werden  können.  —  Die  LOsnngen  hierzn  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schiasse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhältsrerseleh- 
nis,  Beriehtignngen  and  erläntemde  ErklAmngen  über  das  betreffende  Kapitel  zarAna^abe. 

Das  Werk  behandelt  znnftchst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natnrwiu«!- 
Bchaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schalen:  Bealsehalen  I.  nnd  IL  (hrd.,  glelek- 
berechtigten  hlHieren  Bfirgerschnlen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pr*- 
gymnasien,  Sehnllehrer- Seminaren,  Polyteehnlken,  Teehnlken,  BangewerksehniM, 
Gewerbesehnlen,  Handelssehnlen,  teehn.  Torbereitangrssehalen  aUer  Arten^  gewerklS^e 
Fortbildnngssehnlen,  Akademien,  ünlTersitftten,  Land-  nnd  Forstwissensoliaftsselialen» 
MlUtlrsehalen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  a.  B.  für  das  Eli^fthrig^Frel- 
willige-  nnd  Offlaiers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Stadlerenden  nnd  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  uia 
natarwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelSste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  In  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfiingen  zu  lösen  haben^  zugleich  aber  auch 
die  flberans  grosse  Fmchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  fOr  den  Schul- 
nnterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematisdien 
Disziplinen  —  mm  Auflösen  ron  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voB- 
Btändige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
and  Terständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingeniearen,  Architekten,  Technikern  und  Fachgeno9S<)n  all«r  Art,  Mllltän 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  znr  Antfrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergesseses 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Benfft- 
zweigen  vorkommenden  Anwendangen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertangen  und  weiteren  Forschangen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  nnd  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  det  Naass 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verihsser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfart  a.  IL  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  nnd  wird  deren  Eriedigsoif 
thunHehst  berücksichtigt. 

Btatfegmrt  Die  Y^rJ^handliuig. 
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bat  das  Qnadiat  a^,  Quadrat  (>,  Bechteck  ap,  a^  +  h^  +  2ab 

letzteres  verdoppelt  2ai>,  alle  drd  addiert  nnd  ^^  Quadratfläche  mit  Seite  a  +  b: 
die  Summe  in  ein  Quadrat  verwandelt  •  •  •  Beun  vtu«>^^c*i>xia.vai^  um,  i^^xw.  ^zl:^, 

letzten  der  nebenstehenden  Ansdrttcke:  ya'^  +  h^±2ap 

l.V(a+h+c)(-a+b+c)(a-h^c){a-^h-c)  ^i?   dritte   Seite   eines   stmnpf-   bezw. 

*  spitzwinkbgen  Dreiecks  mit  den  Seiten  a 

ffieTÄdlJ*  ÄalCÄ  'Z^i  ^^  *  «^»d  der  Projektion  p  von  h  auf  «; 

das  Rechteck:  _5L  i/g" 

(a  +  ft  +  c)(-a  +  5  +  c)  2    *^ 

gebüdet  nnd  in  ein  Quadrat  (Seite  m)  ver-  ^?  Höhe   eines  gleichseitigen  Dreiecks 

wandelt  werden,  dann  ebenso  das  Rechteck:  mit  Seite  a; 

(a  — 6-f  c)(a  +  5  — c)  -l\/(a-h64-c)(-a  +  6  +  c)(a-6+c)(a-f  6-c) 
in  ein  Quadrat  (mit  Seite  n),  um  endlich  das 

Rechteck  aus  den  Hälften  dieser  beiden  Quadrat-  die  Fläche  eines  Dreiecks  mit  Seiten  a,  by  c. 
Seiten  m  und  n  zu  erhalten  mit  Fläche : 


n 

"sT 


Frage  89.  Wie  kann  das  graphische 
Rechnen  zu  Verwandlungsanfgaben 
verwandt  werden,  z.  B.  um  ein  Qua- 
drat in  ein  gleichseitiges  Drei- 
eck zu  verwandeln? 


Antwort.  Wenn  die  Höhe  des 
Quadrats  a  ist  und  jene  des  ge- 
suchten gleichseitigen  Dreiecks  A, 
so  ist  der  Inhalt  des  Quadrats  a^,  der 
des  gleichseitigen  Dreiecks  aber  nach 

Antwort   der  Frage  59   gleich  . 

Es  wird  also: 


«2: 


Ä« 


V8 


oder  Ä«  =  a«  .  >/8. 


Man  erhält  also  die  Seite  des  ge- 
suchten gleichseitigen  Dreiecks,  wenn 
man  den  Ausdruck  a^  Vs  als  Qua- 
drat   mit    Seite   h    konstruiert      Nun 


ErkL  185.    In  Figur  62  ist  zunächst: 
AB  CD  =  a«, 
ÄBE  das  gleichseitige  Dreieck  mit  Seite  a; 
und  dessen  Höhe: 

BF=^^  \/^=BG 

abgetragen,  und  AJ  =z  AB  =  a-y  also: 

BJ=2a,    BG  =  -j  1/3"; 

Af  Mittelpunkt  von  J(?,  BH  senkrecht  JO  im 
Teilpunkte,  also: 

BH^  z=  BJ'BG  =  2a~l/3"=  o»  Yb. 

Folglich  ist  die  Ecke  des  gesuchten  Dreiecks 
der  Schnittpunkt  K^  in  welchem  die  verlängerte 
Sachs,  Eigene  Elementar-Oeometrie.  V. 


ist  y  V3    die    Höhe    eines    gleich- 
seitigen Dreiecks  mit  Seite  a,    a*V3 


aber  =  2a  • -j  Vs. 


Konstruiert  man 


also  (siehe  Figur  62)  jenes  gleichseitige 
Dreieck  über  der  Seite  a,  trägt  seine 
Höhe  in  der  Verlängerung  der  Quadrat- 
seite an  und  konstruiert  die  Halbsehne 
im  Halbkreise  über  dem  Durchmesser 

2a  +  YV3,    so   ist   diese  Senkrechte 

die  Höhe  des  gesuchten  gleichseitigen 
Dreiecks. 
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Seite  ÄE  die  durch  H  zn  AB  gezogene  Par- 
allele HK  trifft.    Und  es  wird: 

/\AKL=i[JÄBCD.  


Frage  90,  Wie  kann  das  graphische 
Rechnen  zn  Teilungsaufgaben  ver- 
wendet werden,  z.  B.  um  eine  Strecke 
nach  dem  ,,goldenen  Schnitte'^  zu 
teilen,  d.h.  so,  dass  das  Quadrat  des 
einen  Abschnitts  gleich  sei  dem  Recht- 
ecke aus  dem  andern  Abschnitt  und  der 
ganzen  Strecke? 

Figor  63. 


Erkl.  186.    Die  Lösung  der  quadratischen 
Gleichung  geschieht  f olgendermassen : 
x^-j-px  +  q  z=zOj 


oder: 


('+f)"=4-.. 


Antwort.  Wenn  der  eine  Ab- 
schnitt X  ist,  so  ist  der  andere  a — x. 
also  das  Quadrat  x^  gleich  dem  Recht- 
eck a(a  — ar).    Darum  wird: 

ar2  =  a*  —  ax   oder  ar«  -f-  aa?  —  a*  =  0. 


Die    Lösung 
Gleichung  gibt: 


dieser    quadratischeD 


-  =  -T±Vf+-- 

Um  diese  Strecke  x  zu  konstruieren^ 
zeichnet  mau  zunächst  ein  rechtwink- 
liges Dreieck  mit  Katheten  a  und  y, 
dann  ist  dessen  Hypotenuse: 


In  nebenstehender  Gleichung: 
x^  +  ax  —  a^  =  0 
ist  p  ^  a^  q  z=.  —  a2,  also : 

*  =  -|  +  V?77«  =  |-(-l±v/5). 

Jedoch  ist  es  zur  Konstruktion  vorteilhafter, 
die  unentwickelte  Formel  auszuführen. 


Zieht  man  davon  y  ab,  so  bleibt 

die  Strecke  x  übrig,  welche  auf  a  ab- 
zutragen ist    Dann  ist: 

a  (a  —  a?)  =  «2, 
also  in  Figur  63: 

ÄE^  =  AB .  EB, 

(Man  vergleiche  die  rein  geometrische 
Lösung  dieser  Aufgabe  in  Antwort  der 
Frage  68  im  VI.  TeUe  dieses  Lehrbuches.) 


Frage  91.  Wie  kann  das  graphische 
Rechnen  zu  allgemeinen  Eonstruk- 
tionsaufgaben  verwendet  werden, 
z.  B.  ein  Dreieck  zu  zeichnen  aus 
einer  Seite,  der  zugehörigen  Höhe  und 
der  Differenz  der  zwei  andern  Seiten: 
c,  hc,  a  —  b  =z  d? 


Antwort.  Da  nach  der  Antwort 
der  Frage  44  die  Höhe  hc  den  Wert 
hat: 
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=^j^V{^  +  h  +  e){a  +  b^c)(a^h  +  e){^ 

SO  kann  man  schreiben: 


a  +  h  +  c), 


Äc  =  ~  V[(a  +  6)  +  o][(a  +  6)-c][c  +  (a-6)][c-(a-6)] 
^  \^[(a  +  h)^  -  c2]  [c«  -  (a  -  6)*]. 

In  dieser  Gleichung  kennt  man  alle 
Grössen  ausser  a+6;  also  wird: 


Und  hieraus: 


=  V^(«  +  &)*  — c^- 


Bezeichnet  man  nunmehr  vorüber- 
gehend o-|-6  durch  5,  a  —  b  durch  d, 
so  wird  nach  Konstruktion  obigen  Aus- 
druckes: 


«  =  y(«  +  ^, 


ft  =  ~(*-d). 


Q^a-* 


Damit  kennt  man  die  drei  Seiten 
bj  c,  also  das  ganze  Dreieck. 
Zur  Ausführung  des  Ausdruckes: 


ErU.  187.     In  Figur  64  und   aUe  Kon- 


konstruiert  man: 

1)  Vc*  —  cP  als  die  zweite  Kathete 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  Hypo- 
tenuse c  und  Kathete  d; 

2)  das  Bechteck  mit  Seiten  c  und  h 
und  das  Doppelte  desselben; 

3)  man  verwandelt  dieses  Rechteck 
in  ein  solches  mit  einer  Seite   gleich 


fltroktionen  aneinander  angeschlossen:  1)  d  cds  der  im  vorigen  gefundenen  Kathete; 
Sehne  BC  in  den  Halhkreis  üher  AB  =  c.  so  4)  ^ie  zweite  Seite  dieses  Rechtecks 
dasa  die  andere  Sehne  ^C  die  andere  Kathete  ^|„  <•  ^:^^  „^j  ^i„  „„^14.^  Tr^4.\.^4.^ 
wird.  Anfder8elhenStreckeliegtzn2)^i>  =  Ä  ^  ^le  eine  und  c  als  zweite  Kathete 
als  Bechtecksseite  nnd  zn  8)  jene  Kathete  als  emes  rechtwinkbgen  Dreiecks  ergeben 
Bechtecksseite  AE  =  AC,  Die  Yerwandlnng  als  Hypotenuse  die  Grösse  a4-6.  Dann 
des  Kechtecks  nach  Antwort  der  Frage  26  und  ^ . 


Erkl.  57  dnrch  die  Diagonale  AF  von  A  nach 
dem  Schnittpunkt  mit  der  Parallelen  EF,  Diese 
liefert  den  Punkt  G  und  die  Parallele  GH. 
Daim  ist  4)  ABB  das  rechtwinklige  Dreieck 
mit  Hypotenuse  a-|-5.  Rechts  danehen  ist  dann: 

P,Ä,  =  a  +  h^d; 
also  5)    P,ft  =  ip,i?,  =  a, 
1 


6) 


_   a  +  h  +  d 


a  +  ft-d 
^  = 2 


P,Q,=z-^P,B,  =  b. 


'^*   »)IH- 
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Aufgaben-Sammlung. 


I)   Aufgaben  über  das  Messen  und  die  Masseinheiten. 

(Zu  Abschnitt  1.) 

a)  Gelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  1.  Es  sollen  Unterschiede 
angegeben  werden,  welche  zwischen  solchen 
Flächen  bestehen  können,  die  nicht  kon- 
grnent,  aber  entweder  ähnlich  oder 
gleichgroBS  sind? 

firkl.  1S8.  Da  alle  Qnadrate  vier  rechte 
Winkel  nnd  nnter  sich  gleiche  Seiten  haben,  so 
sind  sämtliche  möglichen  Qnadrate  ähnlich; 
ebenso  haben  alle  gleichseitigen  Dreiecke  gleiche 
Winkel  nnd  (infolge  dessen)  anch  nnter  sich 
gleiche  Seiten;  alle  regelmässigen  Vielecke  (wo- 
von Qnadrat  nnd  gleichseitiges  Dreieck  Einzel- 
föUe  sind)  haben  dieselben  Winkel  nnd  gleiche 
Seiten:  folglich  sind  alle  regelmässigen 
n-Ecke  nnter  einander  ähnlich.  Mankann 
sie  mit  irgend  einem  der  gleichen  Winkel  anf- 
einander  legen  nnd  nndet,  dass  dann  das 
eine,  kleinere,  vollständig  in  das  andere  grössere 
hineinfällt,  dass  also  bei  Vergrössernng  von 
dessen  Seiten  bis  znr  Gleichheit  anch  vollständige 
Decknng  herbeigeftOirt  würde. 

Ist  von  zwei  gleichgrossen  Dreiecken 
oder  Rechtecken  das  erste  lang,  das  andere 
knrz,  so  muss  dafdr  das  zweite  breiter  sein, 
als  das  erste,  damit  eben  derselbe  Flächeninhalt 
von  ihnen  eingeschlossen  werden  kann.  Eine 
solche  Verschiedenheit  der  Gestalt  ist  aber  z.  B. 
beim  Kreise  nnmöglich.  Daher  sind  Kreis- 
flächen kongruent,  wenn  sie  gleichgross  sind: 
der  Kreis  kann  angesehen  werden  als  Grenzfignr 
der  regelmässigen  Vielecke  mit  unendlich  vielen 
Ecken. 

Erkl.  188  a«  Die  Bedingungen  der  Flächen- 
gleichheit sind  im  vorliegenden  Teile  dieses 
Lehrbuches  behandelt,  diejenigen  der  Flächen- 
ähnlichkeit sind  Gegenstand  späterer  Betrach- 
tungen. Solche  liefern  dann  auch  den  genauen 
Nachweis  im  einzelnen  dass  zur  Aehnlichkeit 
die  Winkelgleichheit  nötig  ist,  dass  Flächen- 
gleichheit entsteht,  wenn  znr  Aehnlichkeit  noch 
Gleichheit  einer  einzigen  entsprechenden  Seite 
hinzutritt  u.  s.  w.  (vergl.  die  nächsten  Teile 
dieses  Lehrbuches).  


AnflSsnng.  1)  Wenn  zwei  Flächen  ähn- 
lich  sind,  d.h.  in  Beziehung  anf  ihre  For- 
men übereinstimmen,  so  muss,  wenn  die  erste 
Figur  z.  B.  ein  Quadrat  ist,  auch  die  zweite 
ein  Quadrat  sein;  oder  wenn  die  erste  Figur 
ein  langes  und  schmales  Dreieck  ist,  auch 
die  zweite.  Solche  Figuren,  die  wegen  ihrer 
AehnMckeit  gleiche  Winkel  haben,  haben 
aber  keine  gleichen  Seiten:  es  muss  die- 
jenige mit  den  kleineren  Seiten  auch 
kleineren  Inhalt  haben  wie  die  andere 
mit  den  grossem  Seiten,  nnd  umgekehrt 
Denn  wfbrden  zu  den  gleichen  Winkeln  aoeh 
gleichgrosse  Seiten  hinzutreten,  so  ^tstfinde 
die  Kongruenz,  also  anch  die  Gleich- 
heit des  Inhaltes. 

2)  Wenn  mehrere  Flächen  gleichgross 
sind,  d.  h.  in  Beziehung  auf  die  Anzahl 
ihrer  Flächenelemente  übereinstimmen,  so 
können  sie  gänzlich  verschiedene  Gestalt 
haben,  z.  B.  die  erste  Figur  ein  Quadrat, 
die  zweite  ein  langes  und  schmales  Dreieck, 
eine  dritte  ein  kurzes  breites  Dreieck,  eine 
vierte  ein  Sechseck  u.  s.  w.  Denn  die  Ge- 
stalt an  sich  bleibt  vollständig  ausser  der 
diesbezüglichen  Betrachtung.  Solche  Figuren, 
welche  gleichen  Flächeninhalt  haben,  haben 
also  deswegen  weder  gleiche  Seiten 
noch  gleiche  Winkel;  würde  die  Gleich- 
heit der  Seiten  oder  der  Winkel  zur  Flächen- 
gleichheit hinzutreten,  so  entstünde  die  Kon- 
gruenz,  also  gleichzeitig  die  Aehnlich- 
keit der  Figuren. 


g«- 


Aufgabe  2.   Eine  Fläche  ist  3  qm  15  qdm 
7qcm  gross;  man  soll  die  Grösse  dieser        AnflösnnK.     Nach  der  in  ErkL 
Fläche  in  einheitUchem  Mass  angeben.  gebenen  Tabelle  ist: 

0,08  qDm  =  8  qm  =  300  qdm  ==  dOOOOq<m 

0,0016  qDm  =     0,15  qm  =:     15  qdm  =    1500qcfflt 

0,000007  qDm  =  0,0007  qm  =  0,07  qdm  =         7  qc», 
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Erkl*  189.    Man  hat  besonders  daranf  zu  also  kann  man  die  gegebene  Fläche  gleich- 
achten,  dass  beim  Uebergang  in  eine  höhere  setzen  0,031507  qDm  oder: 
JSr^Bt^^irÄ^l'iÄ         M607,.  =  816,07  ,dm  =  81607qc„. 
aber  9  qcm  =  0,09  qdm;  ist  also  eine  einstellige 
Ziffer  gegeben,  so  mnss  eine  Knll  einge- 
schoben werden.  Bei  den  Längenmassen  f ulen 
derartige  Vorsichtsmassregeln  vollständig  fort 


Au^be   3. 

25,382  qm  soll 
drückt  werden. 


Eine   Flächengrösse    von 
in  andern  Einheiten  ansge- 


Erkl.  190.  In  ümkehning  der  Erkl.  189 
mnss  beim  Uebergang  in  eine  niedere  Flächen- 
einheit eine  Null  angehängt  werden,  wenn 
die  Anzahl  der  Dezimalstellen  hmter  dem  Komma 
eine  ungerade  ist.  


AnflSsnng.    Zerlegt  man  die  Zahl  25,382 
folgendermassen: 

25-1  +  88-0,01  +  20-0,00001, 
so  erhält  man  nach  ErkL  20: 

25  qm  38  qdm  20  qcm. 


An^rftbe  4.  Ein  Banplatz  wird  gebildet 
durch  Ankauf  dreier  Geländestücke  von 
46,3  qm,  5325,7  qdm  und  4830  qcm.  Wie 
gross  wird  derselbe?  Auflösung. 

46,3  qm  =  46  qm     30qdm  =:    4630  qdm, 
53,257  qm  =  53  qm  25,7  qdm  =  5825,7  qdm, 
0,433  qm  =    0  qm  43,3  qdm  =     43,3  qdm  =  4330  qcm. 

Also  wird  die  Gesamtfläche: 
99,99  qm  =  99  qm  99  qdm  =  9999  qdm  =  999900  qcm. 

ErkL  19L  Man  kann  nur  gleichnamige 
Flächengrössen  addieren  oder  subtrahieren.  Da- 
her müssen  ungleichnamige  Werte  erst  so  um- 
gewandelt weiden,  dass  gleiche  Benennungen 
vorliegen.  Dann  aber  entstehen  gleiche  Werte, 
wie  man  auch  die  Benennung  gewählt  hat 

Jede  über  100  betragende  Ziffer  einer  Flächen- 
masseinheit liefert  so  viele  Einheiten  der 
nä(^  höheren  Mase^össe,  als  sie  Hunderter 
der  nächst  niederen  angibt.  


Aui^abe  5.  Ein  Grundstück  von  1  qKm 
soll  wegen  Erbteilung  in  sieben  gleichgrosse 
Stücke  zerlegt  werden.  Welche  Grösse  be- 
kommt ein  Teil? 

Erkl.  192.  Man  dividiert  eine  Flächengrösse 
wie  eine  ganze  Zahl  und  setzt  nach  jeder  Gruppe 
von  zwei  Dezimalstellen  die  nächst  niedere 
Masseinheit  als  Benennung.  


Auflösung.     TJm    1  qKm  zu  dividieren 
durch  7,  kann  man  schreiben: 

1:7  =  0,142857142857  •  *  • ; 
also  beträgt  ein  Teil: 
14,2857  qHm  oder  14,2857  ha  =  1428,57  qDm 
oder    1428,57  a  =  142857  qm. 


Au^be  6.  Was  kosten  28,17  ha  eioes 
Geländes,  wenn  1  qm  auf  5  -^  kommen  soll? 

EiU.  198.  Man  konnte  auch  umgekehrt 
rechnen:  5  ^  für  1  qm  sind  5  «/^  für  1  a,  oder 
500 Ui^  für  1  ha,  also  500-23,17  =  11606  JC  für 
23,17  ha. 


AuflSsung.   Da  1  ha  =  10000  qm  ist,  und 
5  ^  ==  —  UK,  so  kosten  die  23,17  ha: 


3,17.10000.-—- UK  =  -?^ 


10  «4^ 


=  115d,5.10Ui^  =  11585  JC 
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Angabe  7.     Wie  viele  Bauplätze  yon 
125  qm  liefert  ein  Omndstück  von  15  a? 


Auflöfnng.      Da   15  a  =  1500  qm,  und 


ErU.  198a.    Auch  hier  konnte  nn.gekehrt  'T^Z:  l'J .Z^J! 'a,Z.J^ 


gerechnet  werden: 

125  qm  =  1,25  a;  15  a :  1,25  a  =  12. 


12  Plätze  der  verlangten  Grösse. 


Anfjgabe  8.  Wie  viele  Qnadratfnss  bat 
1  qm,  wenn  10  Fnss  =  3  m? 


Wenn  3  m  =  10  Fnss,  bo 


AuflSsiing. 

10  '       ^ 

ErkL  194.    Im  bttrgerlichen  Leben  wird  an  ^^  1  m  =  -g-  Fuss.    Also  hat  das  Quadrat 
manchen  Orten  noch  nach  dem  früher  lirebränch-  XO 

liehen  Flächenmasse  gerechnet,  das  anf  der  Länge  von    1  m  Länge  -ä~  Längsstreifen    von  je 
3  o  ' 

von  1  Pnss  =  -tt^  m  sich  anfbante.  ^^  r\    ^    ^r         j 

10  -ö-  Qnadratfnss  oder  im  ganzen: 


10 


_10 
8 


100        11  1   n     ^    ♦^ 
-^  ==  ^^  y  Q^Ädratfnss. 


Anfjgabe  9.  Wieviel  qm  hat  ein  Mor- 
gen, wenn  die  Qnadratseite  des  Morgens 
200  Fnss  hat? 

Erkl*  194  a.  Andere  Rechnnngsweise  ergibt 
für  die  Qnadratseite  des  Morgens: 

200  Fnss  =  20-10  Fnss  =  20-3  m; 
demnach  ist  der  Inhalt: 

60-60  qm  =  3600  qm  =  36  a. 


AnflSsnng.    Wenn  die  Qnadratseite  200 
Fnss  hat,  so  hat  das  ganze  Qnadiut: 

200.200  =  40000  Qnadratfüss. 
Nnn  ist  10  Fnss  =  3  m,  also  1  Fnss  =  0,3  m 
nnd    1  Qnadratfnss  =  0,3-0,3  =  0,09  qm. 
Also  hat  1  Morgen  40000  0,09  ==  3600  qm 
oder  36  a. 


Anfgabe  10.  Wieviel  (englische)  Qnadrat- 
zoll  bekommt  ein  Qnadratfnss,  wenn  1'  ==  12''  ? 

ErkL  195.  Der  englische  Zoll  (inch)  ist  der 
86  te  Teil  nnd  der  englische  Fnss  (foot)  der 
dritte  Teil  einer  englischen  Elle  (yard);  nach 
letzterer  ist  z.  B.  anf  Fadenspnlen  ans  England 
jeweils  die  Länge  des  aufgewickelten  Fadens 
angegeben.  


AnflSsnng.  Wenn  die  Qnadratseite  in 
12  Längeneinheiten  geteilt  wird,  so  zerfällt 
das  ganze  Qnadrat  in  12  Streifen  von  je 
12  Qnadrateinheiten  in  der  Länge,  also  hat 
das  ganze  Qnadi-at  12- 12  =  144  Fläeheneiih 
heiten  der  nächst  niedem  Ordnung. 


Anfgabe  11.  Wie  viele  Qnadratmeilen 
hat  das  Königreich  Württemberg,  wenn  das- 
selbe 19504  Quadratkilometer  hat? 

Erkl.  196.  Eine  Quadratmeile  wäre  zu  zer- 
legen ia  7  -^  Streifen  von  je  1  km  Breite  und 

7  -5-  Quadratkilometer  Inhalt. 


AnflSsnng.  Da  eine  Qnadratmeile  (siehe 
Erkl.  18)  56,25  Quadratkilometer  gross  ist, 
so  hat  man  die  Anzahl  der  QuadraÜdlometer 
durch  56,25  zu  dividieren,  um  Quadratmeüen 
zu  erhalten,  also  346,8  rund  350  Quadrat- 
meilen. 


Aufgabe  12.  Wie  viele  Quadratkilometer 
hat  das  deutsche  Reich  bei  9818  Quadrat- 
meilen Grösse? 


Auflösung.  Ist  eine  Quadratmeile  55,0564 
qkm,    so    sind    9818   Quadratmeilen  gleich 
Erkl.  197.     Bechnet  man  bei  so  grossen  0818-55,0564  =  540540  qknu 


Werten  genauer  1  geograph.  Meile  =  7420  m, 
so  wird  die  QuadratmeUe : 

7,42-7,42  =  55,0564  qkm, 
1  qkm  =  0,^1816  Quadratmeile. 


Digitized  by 


Google 


Angaben  über  das  Messen  und  die  Masseinheiten.  87 

b)  Ungelöste  Aufgaben. 

Angabe  13.    Man  soll  die  Fläche  von 
17  qm  49  qdm  35  qcm  in  einheitüehem  Masse        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
"^®^^°-  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  2. 

Aui^abe  14.     Eine  Flächengrösse    von 
42,43921  qDm  in  Einzehnassen  auszudrücken?        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  3. 


Aui^abe  16.  Eine  Gemeinde  besitzt  17)ia 
53  a  70  qm  Wald,  153460  qm  Wiesengmnd, 

50,829  a  Aecker.  Wie  gross  ist  ihr  Gesamt-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gnmdbesitz?  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  4. 

Aufjgabe  16.    Von  einem  Bauplatz  von 
2  a  23,5  qm  werden  109,2  qm  überbaut.  Wie-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
viel  Fläche  bleibt  frei?  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  4. 

Aufgabe  17.     Der   wievielte  Teil    des 
Gesamtbesitzes  in  Aufgabe  15  entfällt  auf        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
jede  einzehie  der  drei  Abteilungen?  ^^^^^  jg^  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  7. 

Aufgabe  18.    Wie  gross  muss  ein  Schul- 
zimmer für  60  Kinder  sein,  wenn  auf  ein        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Kind 0,88  qm  Bodenfläche  kommen  soU?        g^be  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  6. 

Aufgabe  19.     Wie   hoch  kommt   1  qm 
eines   Geländestücks,  wenn  dasselbe  0,75  a        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
beträgt und  92,25  JC  kostete?  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  6. 

Au^be  20.     Man  soll  beweisen,  dass 
ein  Ar  soviel  Mark  kostet,  als  ein  Quadrat- 
meter  Pfennig;    aber   auch  ein  Ar  soviel        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Pfennig, als  ein  Hektar  Mark.  gäbe  stützt  sich  auf  die  Tabelle  in  Erkl.  20. 

Aufgabe  21.    Wieviel  Grasertrag  bringt 

eine  Wiese  von  82  ^  a,  wenn  auf  1  qm  |  ^        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gerechnet werden  darf?  gäbe  ist  ancQog  der  Auflösung  der  Aufgabe  6. 


Aufgabe  22.     Wieviel  Gartenbeete  von 
je  3  qm  Fläche  lassen  sich  in  einem  Garten 

von  l  a  anlegen,  wenn  15  qm  auf  die  Wege       Andeutung.    Die  Anflösong  dieser  Auf- 
kommt?  gäbe  ist  ancQog  der  Auflösung  der  Aufgabe  7. 

Aufgabe  23.  Wie  gross  würde  nach  Auf- 
gabe 12  die  durchschnittliche  Grösse  je  eines 

der  26  Staaten  des  deutschen  Reiches,  wenn        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
alle gleich  wären?  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  5. 
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Aufgabe  24.    Wieviel  Quadratmeter  hat 
ein  Bauplatz  von  17345  Qnadratfdss?  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gäbe  igt  analog  der  Auflösung  der  Au^rabe  8. 


Aufgabe  26.     Wieviel  Morgen  hat  ein 
Grundstück  von  13,25  ha?  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  9. 


Angabe  26.    Wieviel  Quadratfuss  gehen 

auf  -^  Morgen?  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

^^  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  9. 


Angabe  27.    Wieviel  Quadratmeter  sind 

fs  Morgen?  o-    ^   

°  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  9. 


Morgen?  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 


Aufgabe  28.     Wie  viele  Quadratmeilen 
hat  Europa,  wenn  dasselbe  rund  10  MiUionen        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Quadratmeter enthält?  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  11. 

Erkl.198.  DiegenaueGrö88eist9940500qkm. 

Aufjgabe  29.   Wie  viele  Quadratkilometer 
beträgt  dass  russische  Reich  mit  400000  Qua-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
dratmeilen  ?  ^y^  jg|.  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  12. 

^>->  ■>)!(<'  >K" 

2  a)   Aufgaben  über  das  Rechteck  und  Parallelogrramm. 

(Zu  Abschnitt  2  a.) 

a)   Gelöste  Aufgaben. 

Angabe  SO.    Man  bestimme  den  Inhalt 
eines  Rechtecks  mit  den  Seiten  21  y  cm 

und  8  m.  Auflösung.     Nach  Satz  1  hat  man  die 

.  Seiten  mit  einander  zu  multiplizieren,  um 

Erkl.  199.  Die  Multiplikation  21  -^  -  0,8  er-  den  Inhalt  des  Rechtecks  zu  erhalten.  Ve^ 

gibt  die  Ziffer  17,2,  aber  weder  in  Quadrat-  "^"ff  "^^  ^^*^«  Längenangaben  in  dm, 

meter,  noch  in  Quadratcentimeter.    Da  ^^  ^^^  ™*°- 

aber  eine  Fläche  in  Quadrateinheiten  angegeben  2,15  dm  *  8  dm  =  17,2  qdm  =  0,172  qm  =  1 720  qcm. 

werden  muBs,  so  darf  die  Multiplikation  erst  aus-  Dasselbe  Ergebnis  entsteht,  wenn  man  die 

geftlhrt  werden,  wenn  beide  Längen  auf  das-  ^^eiden  Längen  in  m  verwandelt: 
selbe  Längenmass  gebracht  smd.     Dann  ^®  -      ^^  ^,„- 

erst  gibt  das  Produkt  als  Flächenmass  das  0,216 m- 0,8 m  =  0,172 qm 

Quadrat  über  dieser  Längenmasseinheit  oder  beide  in  cm: 

21,6  cm-  80  cm  =  1720  qcm. 


Aufjgabe  SL     Wie  gross  ist  der  Inhalt 
eines  Rechtecks  mit  Seite  2,4  m  und  Höhe        Auflösung.    Nach  Satz  1  und  Erkl.  199 
1Ö»5  dm?  ^^ij^  ^^,  Ijjjalt: 


24  dm-18,6  dm  =  444  qdm  =  4,44  qm. 
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Aufgabe  32.   Wie  hoch  kommt  ein  Bau- 
platz von  62,2  m  Länge  und  27,5  m  Breite,        Auflösung.   Die  Fläche  ist  62,2-27,5  am, 
wenn  1  qm  8,80  JL  kostet?  also  der  PrSs: 

62,2-27,5*8,8.^  =  15052,40  UK 


Angabe  SS.  Wie  viele  rechteckige  Ze- 
mentplättchen  von  10  ycm  Breite  und  18  cm 
Länge  braucht  man  zur  Belegung  einer  Boden- 
fläche von  6,3  m  Breite  und  8,4  m  Länge?  Auflösung.    Die  Fläche  eines  Plättchens 

ist   10,5  cm*  18  cm  =  189  qcm,   die  Fläche 

ErkL  200.   Im  vorliegenden  Falle  kann  die  des  Bodens   6,3  m-8,4  m  =  52,92  qm.     Um 

Belegung  und  auch  die  Ausrechhung  in  zwei-  zu  finden,  wie  oft  erstere  Fläche  in  letzterer 

facher  Weise  geschehen,  da  man  sowohl  Länge  enthalten  ist,  verwandelt  man  letztere  eben- 

als  Breite  der  grossen  Fläche  durch  Länge  und  f^Us  in  qcm  und  dividiert: 

Breite  der  klemen  dividieren  kann.    Legt  man  eonoAn          lo«             «oaa 

nämlich  die  Plättchen  längs  den  8,4  m,  so  529200  qcm :  189 qcm  =  2800. 

V      uxi    .    ^     XV         8,4m        ^^  2    .    ,  Also  braucht  man  2800  Plättchen.    Und  zwar 

brauchts  m  der  Länge  -j^^  =  46-,  in  der  ^.^^  dieselben  nach  Erkl.  200  am  besten  der 

Breite   —^ =  60,    also    in   der   Fläche  Breite  nach  aufzulegen. 

Q         0,0  m 

46 --.60  =  2800.  Legt  man  die  Plättchen 
längs  den  6,3  m,  so  braucht's  in  der  Länge 
—         =  85,  in  der  Breite  -r^r^  =  80,  also  in 


18  cm  ' 10,5 

der  Fläche  wieder  35-80  =  2800. 


Aufgabe  S4.   Man  suche  die  Länge  eines 
Rechtecks  von  5,60  qm  Fläche  und  14  dm        Anflösunir.  Ist  die  gesuchte  Länge  gleich 
Breite.  ^  "*  6.6 

ar,  so  ist  5,60  =  1,4-ir,  also  x  =  yj-  =  4  m. 

Erkl«  801.  Allgemein  kann  man  sagen,  dass 
beim  Bechteck: 

T«  Fläche     -,    .^         Fläche 

Länge  =  -^-^r-r.  Breite  = 


Breite  '  Länge 


Aufjgabe  S6.    Man  bestimme  die  Seiten 
eines  Rechtecks,  dessen  Umfang  und  Fläche        Auflösung.    Sind  die  Seiten  a  und  b,  so 

gegeben  sind:  i*  =  22  m,  i^  =  30  qm.  jgt  ^ie  Fläche  «  +  ft  =  30,  der  Umfang  ist: 

£rkl.2a2.  EinLehrsatz  über  die  quadratische  a  +  b  +  a  +  h  =  2a  +  2h  =  2(a  +  h)  =  22, 

Gleichung  aß+px  +  q  —  0  besagt,  daaap  die  also  a  +  ft  =  11.    Daher  sind  a  und  b  die 

negative  Summe,  g  das  Produlrt  der  Lösungen  i,eiden  Lösungen  einer  quadratischen  Glei- 

ML    (Vergl.  Bhnd,  Lehrbuch  der  Gleichungen  ^^        ^^^  ^^^  p^^. 

2.  Grades.)  ^      ^,      ,  ^^ 

^  a-«  — lla?  +  30  =  0, 

ErkL  208.  Allgemein  erhält  man  als  Lösung  ^  —   i  k  e  i  t/iTKi — öä  —  j_  r  k  _l  t/TTöir 

der  nebenstehenden  Angabe  die  Gleichung:    "^  ^  =  +^fi±  V^fi' "^  -  +5,5 ±  V 0,25 

=  5,5  +  0,5. 


*~T-^+^=^»*i  =  «  =  T+v¥^ 


Also: 

a?i  =  a  —  5,5  +  0,5  =  6m, 


Li  der  That  ist  dann  der  Inhalt  gleich 
oder:  5  •  6  =  30,  der  Umfang  gleich  2  (5  -f-  6)  =  22. 


_  w       1  /  w«        „  ir,  =  6  =  5,5  —  0,5  =  5,H. 

^»  ~  *  —  T~"  V  16"        '  Li  der  That  ist  dann  der  Inha 

a  =  -i-(t*+l/«2— 16i^), 

b  =  4-(w-l/««  — 161?'). 

4 
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Aufgabe  36.    Man  bestimme  die  Fläche 
eines  Quadrats  von  0,03  m  Seite.  AnflSrang. 

0,03  m  •  0,03  m  =  0,0009  qm  =  0,09  qdm = 9  qcm. 


Aufgabe  37.    Wie  gross  ist  die  Fläche 
eines  Quadrats  von  20,48  dm  Umfang?  Auflösung.     Ist  der  Umfang  20,48  dm, 

Erkl.  204.    Ist  allgemein  der  Umfang  u,  so  ist  die  Seite -j-  =  5,12,  also  der  Mah: 
80    ist    die   Seite  ~,  und   der  Flächeninhalt        5.12.6,12  =  26,2144 qdm  =  2621,44 qan. 
«_  ^  _  J^ 
4*4  ■"   16  *  


Aufgabe  38.    Wie  gross  ist  die  Seite 
eines  Quadrats  von  7921  qm  Fläche?  Auflösung.    Ist  die  Seite  gleich  a,  so 

muss  a*  =  7921  sein,  also: 

Erkl.  205.    Die  Ausrechnung  der  Quadrat-  ^  _.  1/7921  =  89  m. 

Wurzel  kann  folgendermassen  geschehen: 

\/W2i  =  89 
152  :  16 
81 
0  


Aufjgabe  89.    Wie  teuer  kommt  1  qm, 
wenn  ein  quadratischer  Platz  von  25  m  Länge        Auflösung.    Ist  die  Seite  gleich  25  m 
auf  3437,5  JC  kommt?  bo  ist  die  Fläche  625  qm.  Und  kosten  625 qm 

3437,5  ur,  so  kostet  1  qm: 

8437,5  :  625  =  5,5  JC 

Aufgabe  40.    An  Stelle  eines  Quadrats 
von  der  Seite  a  =  14,2  m  soll  ein  gleich- 

grosses  R^f^^S.H^^^^^^  ««^^^^       Auflösung.     Ist  die  gesuchte  Breite  ^ 

werden.    Wie  breit  wird  dieses?  ^^  ^^^^  14,2-14,2  =  32  ft  sein,  also: 

14,2.14,2         201,64  , 
^""         32  32 


Aufgabe  41.     Wie  verhalten   sich    die 
Inhalte  mehrerer  Quadrate  von  den  Seiten       Auflösung.     Die  Inhalte  verhalten  sich 

«1,  «2--»  ^®2W.  mehrerer  Rechtecke  von  ^j^  V-V-V*'»  ^^zw.  wie: 
den  Seiten  a,,  b^]  «j,  b^]  «3,  b^?  a^'b^ia^-b^za^'b^: -" 

Aufgabe  42.     Wie  verhalten  sich   die 
Inhalte  mehrerer  Rechtecke,  welche  sämtlich 

eine  gleichgrosse  Seite  a  haben?  Auflösung.    Sind  die  ungleichen  Setten 

.^,    ^       &.,  ftj,  ftg,  so  verhalten  sich  die  Inhalte  wie 
,    Erkl.20e.  Während  allgemem  zwei  Flächen  ^bJuJ^ia^b^  -  - -,  also  wie  b,:b,:h- 
sich  verhalten  mttssen  wie  zwei  andere  Flächen,         1         »         »       »  1    » 

80  erhält  man  hier  wegen  der  Gleichheit  einer 
Seite  die  Proportion: 

Fläche :  Fläche  =  Strecke :  Strecke. 
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Aufgabe  43.    Es  sollen  zwei  Becktecke 
addiert  werden,  welche  eine  gleiche  Seite        Auflösung.   Man  verlängert  die  ungleiche 
^^^'  Seite   des  einen   um  diejenige  des  andern 

Rechtecks    und   vervoUständ^    das   ganze 

Erkl.  207.    Ist  das  erste  a*5j,  das  zweite  Bechteck. 
a'\,  80  ist  das  neue  Bechteck: 

ö  (K  +  h)  =  »-^  -+-  ^'K       

Aufgabe  44.    Man  berechne  den  Inhalt 

eines   Parallelogramms    mit   Seite    4-^  m,        Auflösung.   Die  Fläche  ist  nach  Satz  3: 

11 
HKi^o   Qo  ^    ««.  4~m.  92— cm  =  45  dm.  9,22  dm 

Hohe  92 -g-  cm.  2  5  3 

=  414,9  qdm  =  4  -^  qm. 

Aufgabe  46.    Welchen  Umfang  hat  ein 

Khombus  von  369  qcm  Inhalt  und  14,4  cm  '     ^^g^^g.     Ist  die  Seite  a,  so  muss 

^^^®  ^  a '  14,4  =  36  sein,  also  : 

36  1 

Erkl.  208.    Allgemein  wttrde:  a  =  -j^  =  "^y 

a-h  =  Fj    a  =  -T- ,     u  z=z  — ^.  Dann  ist  der  Umfang: 

*  ^     u  =  4a  =  80. 

Aufgabe   46.     Von    einem    Bhombus 
kennt  man  den  Inhalt  72  qcm  und  weiss, 

dass  die  Höhe  halb  so  gross  ist  als  die        Auflösung.    Ist  die  Seite  a,  der  Umfang 
Seite.    Wie  gross  ist  der  Umfang?  ,      ^  .      ,.    _^,      a       ,  ,.   __    , 

also  4a,  so  ist  die  Höhe  y  und  die  Fläche 

Erkl.  209.  Ist  allgemein  a  =  n*^,  so  wird:  a^a 

^       a.a       ,             /— „  "•'9--  =  72;  also: 

-P= unda=\/n.JP.  ^           ^       ,..              .^              .^ 

n                       '  a2  =  144,    a  =  12,    u  =  48, 


b)    Ungelöste  Aufgaben. 

Aulgabe  47.     Man  soll  den  Inhalt  der 
Bechtecke  bestimmen,  deren  Seiten  sind:  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

a)  30  km  und  1243  m ;  gäbe  ist  analog  der  Auflösong  der  Aufgabe  30. 

b)  7.3  m  und  52,9  cm ; 

c)  98,5  mm  und  0,24  dm.         

Aufgabe  48.    Man  bestimme  den  Inhalt 

der  Bechtecke  zwischen  zwei  Parallelen  von  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

3,02  m  Abstand  und  Seiten :  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  31. 
a)  2,98  m,    b)  32,5  cm,    c)  17  dm. 

Aufgabe  49.    Wieviel  Zentner  Heu  gibt 
eine  Wiese  von  243,5  m  Länge  und  78,2  m        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Breite,  wenn  je  1  Ar  32  kg  Heu  gibt?  g^be  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  32. 

Au^abe  50.   Wieviel  gewöhnliche  Back- 
steine (12  cm  breit,  25  lang)  braucht  man 

zur  Belegung  von  drei  Küchenböden  von  je  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

3,60  m  Länge  und  2,65  m  Breite?  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  33. 
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Aufgabe  61.   Wie  hoch  ist  ein  Rechteck 
von  3,5  qm  Inhalt  nnd  21  dm  Seite?  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  34. 


Au^abe  62.  Welche  Seiten  hat  ein  Recht- 
eck von  18  m  Umfang  und  18  qm  Fläche?  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  35. 


Aufjgabe  63.     Welches  ist  die  Fläche 
eines  Quadrats  mit  Seite:  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  An^g;abe 

a)  287  km,    b)  53,2  m,    c)  573  mm?  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgaben  36 

und  37. 


Aufjgabe  64.    Welches  ist  der  Umfang 
eines  Quadrats  von  Fläche:                                Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Anf- 
a)  49  ba,    b)  629  a,    c)  75,69  qm,           gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  38. 
d)  204,5  qcm,    e)  906  qmm  ?  

Aufgabe  66.  Wie  teuer  kommt  der  Ver- 
putz auf  1  qm,  wenn  vier  Zimmerdecken  von       Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
je  4,1  m  Breite  und  5,4  m  Länge  den  Betrag  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  39. 
von  26,60  JC  kosteten?  •— o  o 

Aufjgabe  66.  Wie  gross  ist  die  Seite  des 
Quadrats,  welches  gleich  ist  einem  Rechteck        Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 

von  3,2  m  Breite  und  doppelt  so  grosser  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgaben  40 

Länge?  und  38. 


Aufjgabe  67.   Man  beweise,  dass  inhalts- 
gleiche Rechtecke,  wenn  sie  eine  gleich-        Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auijg^abe 

grosse  Seite  haben,  auch  die  zweite  gleich-  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgaben  41 

gross  haben  müssen.  und  42. 


Aufjgabe  68.     Ebenso,    wenn   sich    die 
Diagonalen  unter  demselben  Winkel  schneiden.        Andeutung.  Man  beachte  die  Hälften  der 


Rechtecke. 


Aufjgabe  69.  Man  subtrahiere  zwei  Recht- 
ecke, welche  eine  gleiche  Seite  haben.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  43. 


Aufgabe  60.    Man  berechne  den  Inhalt 
von  ParaUelogrammen  bezw.  Rhomben  mit        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Seiten und  Höhen :  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  44. 

a)  0,342  m  und  1,07  m, 

b)  7,86  dm  und  54,3  cm, 

c)  2  m  und  51  mm.  


Aufgabe    61.     Welche   Höhe    hat    ein 
Rhombus  von  23  qdm  Inhalt   und   16  dm        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Umfang  ?  g^be  ist  analog  der  Auflösung  der  Au^be  45. 
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Aufgabe  62.  Man  beweise  folgende  Sätze : 

a)  Parallelogramme  von  gleicher  Fläche 
und  Seite  haben  gleiche  zugehörige  Höhe; 

b)  Parallelogramme  von  gleicher  Fläche 
imd  Höhe  haben  gleiche  zugehörige  Seite; 

c)  Parallelogramme   von  gleicher  Höhe  und  1^2! 
verhalten  sich  wie  die  zugehörigen  Seiten; 

d)  Parallelogramme   von   gleicher   Seite 
verhalten  sich  wie  die  zugehörigen  Höhen. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgaben  41 


Au^be  63.  Man  zeichne  mehrere  Par- 
allelogramme,  messe  nach  Figur  5  deren 
Seiten  und  Höhen  und  vergleiche  die  Ergeb- 
nisse in  nebenstehender  Weise. 


«1 

*. 

^i'K 

«1 

Ä, 

a,.*. 

Mittelwert 

Fehlergrenze 
in  Prozent 

1)... 

2)... 

5,2 
17,8 

6,8 
25 

85,36 
482,5 

9,1 
24 

3,9 

18,5 

85,49 
444 

86,4(25) 

438(,25) 

Erkl«  210.  Zur  Fehlerbestimmung  dividiert 
man  mit  dem  Mittelwerte  in  die  100  fache  Dif- 
ferenz a^hi  —  a^hj,  


Aufgabe  64.  Man  wähle  verschiedene 
Quadrate  und  Bechtecke,  z.  B.  das  Buch, 
Tisch,  Thöre,  Fenster,  neu  gezeichnete 
Rechtecke  u.  s.  w.,  schätze  ihren  Inhalt 
nach  Augenmass,  messe  sodann  ihre  Seiten 
nnd  berechne  daraus  den  Inhalt  und  ver- 
gleiche beiderlei  Ergebnisse  nach  neben- 
stehender Tabelle. 


Schätzung 

Messung 

Fehler 

«1 

«» 

ar«j 

absolut 

in  Prozent 

1). . . 

2)... 

4  qdm 

,  1 
l-^qm 

1,7  dm 
1,1m 

2,4  dm 
=  l,lm 

4,08  qdm 
1,21  qm 

—  0,08 
+  0,04 

-20/0 
+  8lo/o 

>' ixf  ^- 


2  b)   Aufgaben  über  das  Dreieck  und  die  übrigen  Vielecke. 

(Zu  Abschnitt  2  b.) 

a)   Gelüste  Aufgaben. 

An^be  65.  Man  bestimme  den  Inhalt 
verschiedener  gezeichnet  vorliegender  Drei- 
ecke, indem  man  für  jede  Seite  und  Höhe 
die  Masszahl   sucht   und   einen  Mittelwert 


Digitized  by 


Google 


94 


Ebene  Elementar-Geometrie.  -^  V.  Teil. 


festsetzt  zwischen  den  drei  Werten  des  In-        .    -.^  tv,     *    is.u         j-        i  / 

}„j^^  Aafl5siing.    Die  Ausführong  dieser  Auf- 

gabe kann  wie  bei  den  vorigen  in  Form  einer 
Tabelle  geschehen,  wie  folgt  zn  Figur  651 
und  II  in  cm: 


1 
a     '    ha 

a-ha 
2 

b 

,      1   ft.Äft 
**    i      2 

c 

*«    1     8 

^   grenze 

1)... 

8,24 

3,9 

6,318 

4,01 

3,14 

6,296 

4,61 

8,78 

6,869 

6,89(4) 

4- 

2)  .  .. 

2 

1 

2,12 

2,12 

3 

1,46 

2,175 

4,68 

0,98 

8,168 

8,14(9) 

4-. 

Erkl.  211.  Das  Mittel  dreier  Zahlen  ist  der 
dritte  Teil  ihrer  Summe ;  die  Fehlergrenze  kann 
annähernd  geftmden  werden,  indem  man  die 
Differenz  der  äossersten  Werte  verhundertfacht 
und  durch  den  Mittelwert  dividiert. 

Figur  651. 


Figur  6511. 


Aufjgabe  66.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  den  Inhalt  und  die  Höhe;  welches  ist 
die  Grundseite? 

i?'=:20qcm,    ä  =  12  cm. 


Erkl.  212.    Allgemein  wird: 


AnflSiung.  Da  F=  -^^,  so  wird  hier 


,_  l^'ff  ^ 


^9. 


9  = 


2F 


h  = 


2F 


also: 


20        .  1 


Angabe  67.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  die  zwei  Seiten  a,  b  und  die  Höhe  zur 
einen.    Wie  gross  ist  die  Höhe  zur  andern? 


Auflösung.    Es  ist: 

a^ha         h-hb 


F  = 


2  2     ' 

also  findet  man  hb  aus  der  letzten  Oleichnng: 

,  a-ha 

hb  =  — r — . 


Angabe  68.    Man  soll  den  Satz  5  un- 
mittelbar aus  dem  Satz  1  ableiten,  ohne  auf       Auflösung.  Da  die  Bechtecksfläche  gleich 
das  Parallelogramm  zurückzugehen.  dem  Produkt  zweier  Seiten  ist  und  durch 
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die  Diagonale  halbiert  wird,  so  ist  zanächst 
die  Fläche  des  durch  Halbierung  entstehen- 
den rechtwinkligen  Dreiecks  gleich  der  Hälfte 
des  I^oduktes  der  Katheten.  Jedes  beliebige 
Dreieck  aber  wird  durch  jede  der  Höhen  als 
Summe  oder  Differenz  zweier  rechtwinkligen 
Dreiecke  dargestellt,  welche  diese  Höhe  als 
eine  Kathete  haben  und  deren  Seitenabschnitte 
als  die  andere.  Durch  Zusammenfassung 
dieser  beiden  folgt  dann  wieder  für  die 
Fläche  des  ganzen  Dreiecks  die  Hälfte 
des  Produktes  von  Grundseite  und 
Höhe. 

Der  Beweis  kann  ohne  Anwendung  der 
Subtniktion  durchgeführt  werden,   da  auch 
beim  stumpfwinkligen  Dreieck  immer  eine 
ErU.  218.  Ausgeführt  an  den  Figuren  65 1  Seite,    nändich    die    dem   stumpfen  Winkel 
und  II  erhält  man  folgende  Entwicklung  in  je  gegenüberliegende,  von  der  Höhe  innen  ge- 
dreifacher Auswahl:  troffen  wird. 


In  Figur  65 1 : 

ABC  —  ^ahepe  +  ^hheqc 

^c  ■  JPc     ,      he  -  qe 


2 


2 


Äc  ,       ,       .  hc  •  c 

=  -ö-(Pe+qe)  = 


2 
Oder:    ABC=  /\ehaqa  +  A^haPa 

hg  '  qa     ,      ha  •  Pa 


2 


2 


In  Figur  65 11 : 

ABC=  ^ahePc  +  A^^Qc 
hc  '  pe    I    hc  '  qe 

hc  .       ,       V  hc  -  c 

=  -2"^^"'"^'^~~"2~ 
Oder:    ABC  =  /Schaqa-- A^haPa 

ha  •  qa  ha  *  pa 


2 


2 


ha    j.        .        X  ha  '  ö 

Oder:    ABC=  A«*>Pft  + A«^^?* 
_  hb'Pb    ,     hb  '  qt 


ha  ,  X         ha  •  a 

Oder:    ABC  =z  Achbpb  —  A<^^bqb 
hb  '  pb         hh  '  qb 


2 


2 


2 


hb'  h 


hb 


=  "2-  (jPft  —  ?ft)  = 


hb'  h 


Angabe  69.  Wie  gross  ist  die  Höhe 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  welchem 
auf  sonstigem  Wege  gefunden  sind  die  drei 
Seiten  6,  8,  10? 


C'h. 


a-h 


AnflSsung.     Da  — ö— =  ~ör-i  ^^  ™^*8 


die  Höhe 


a-b 


63 
10 


4,8  sein. 


Au^be  70.  Zwischen  zwei  gegebenen 
Parallelen  im  Abstand  b  =  b  soll  ein  recht- 
winkliges Dreieck  von  der  Fläche  24  ein- 
gezeiduiet  werden;  wie  gross  muss  seine 
Grundseite  gewählt  werden,  damit  die  andere 
Kathete  zu  den  Parallelen  senkrecht  stehe?    ^'^  =  24,  folglich  a  =  —  =  9,6  sein. 


Auflösung.     Es  muss 


2  ^' 

48 


also 


Au^be  TL   Ein  Dreieck  von  gegebenem 
Flächeiünhalt  F  soll  so  konstruiert  werden, 

dass  seine  drei  Eckpunkte  auf  einem  ge-        Auflösung.     Man   trägt   in    den  Kreis 
gebenen  Kreise  liegen.  eine  beliebige  Sehne  als  Grundseite  a  ein, 
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Erkl«  214.  Wie  ans  der  LQsung  dieser  dividiert  2F  durch  die  Lftnge  von  a  nnd 
Antokbe  hervorgeht,  kann  dieselbe  auf  Behr  erhält  so  die  Höhe  des  Dreiecks;  zieht  man 
vielfache  Art  gemacht  werden;  also  dürften  ^^nn  zu  a  im  Abstand  h  die  Parallele,  so 
auch  ^ur  gestellten  Aufgabe  noch  vielfach  Ein-  ^^^^^  ^^^  ^^  ^^^^^^  Schnittpunkte  mit 
schrÄnkungen  hinzutreten.  ^^^  ^^.3^   ^  zv^eifache  Lösung  für  die 

dritte  Ecke. 


Aufgabe  72.  Man  soll  beweisen,  dass 
die  Fläche  eines  Trapezes  gleich  ist  der 
Fläche  jedes  andern  Trapezes  zwischen  den- 
selben Parallelen,  dessen  Schenkelseiten  durch 

die  Mittelpunkte  der  nicht  parallelen  Seiten        AnflSsung.     Jedes    solche   Trapez  hat 
des  ersten  Trapezes  gehen.  identisch  dieselbe  Mittellinie  und  Höhe,  also 

auch  denselben  Inhalt  m-h. 

ErU«  215.  Unter  diesen  inhaltsgleichen 
Figuren  befinden  sich  auch  Parallelogramme 
und  ein  Rechteck. 


Anfjgabe  73.  Von  einem  beliebigen  Punkte 
auf  der  einen  Parallelseite  eines  Trapezes 
(oder    deren  Verlängerung)   werden  Linien 

gezogen  durch  die  Mittelpunkte  der  nicht  AuflSsung.  Das  Dreieck  ist  stets  gleich- 
parallelen Seiten.  Wie  gross  ist  der  Inhalt  gross  dem  Trapez,  da  seine  Grandsdt« 
des  entstehenden  Dreieckis?  2*m  werden  muss,  also  sein  Inhalt: 

2m.  Ä  , 

— ^ —  =  m  •  Ä. 


Aufgabe  74.  Wie  gross  ist  der  Inhalt 
eines  Trapezes,  dessen  Parallelseiten  sind 
5,3  und  2,8  m  und  dessen  Höhe  gleich  4  m? 


AnflSsung. 


=  -^(6,3  +  2,8).4=:  2.8,1 
=  16,2  qm. 


Aufgabe  76.  Was  kostet  die  Schiefer- 
bedeckung eines  Daches  von  Trapezform, 
wenn  die  Firstlänge  7,2  m,  die  untere  Kante 
12,8  m,  die  Höhe  7,6  m,  und  wenn  1  qm 
Schieferdeckung  auf  4,50  JC  zu  stehen 
kommt? 


Auflösung.    Die  Fläche  ist: 
1 


2 


(7,2  +  12,8)  .  7,6  =  76  qm, 


kostet  also  76*4,5  :=  342  JC 


Aufgabe  76.    Welche  Tiefe  hat  ein  Bau- 
platz von  7-2"  Ar  Fläche,   dessen  Vorder- 
grenze 24  m  hat,  während  die  ßtickenlinie        Auflösung.    Es  ist 
1  .     .  ^1 


nur  20 ym  misst? 


also: 

folglich 

oder: 


F=:^(a  +  hyh, 


750  qm  = -(24  +  20-1).*, 


h  = 


2F 


a  +  h 
h  =  1500 :  44,6  =  83,7  m. 
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Preisgekrönt  in  Frankfaurt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ftknUehes  lur  Seite  iteht,  encheint  monatliek  in  : 
Heften  in  dem  billigen  Preise  tod  25  /^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten and  praktischBten  Anfgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Hathenatik,  Pkjilki 
ffeehanik,  math«  Geographie,  Astronomie,  defe  Mascblnen-,  Strassen«,  EisenbakB-i 
Brücken*  nnd  Hoebbanes,  des  konstruktlTen  Zeichnens  etc.  etc.  and  swar  in  ToUstibidlg 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklftmngen  nebst  Angabe  und  Entwickelnsg  der 
benatiten  S&tze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Ltamg 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Ansahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieb  in  ihrer  Gesamtheit  erginien  nnd  alsdann  anch  aUe 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  angelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  da 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  beiflglichen  gelösten  Anfgaben)  des  Studierendoi 
Qberlassen  bleiben,  nnd  sugleich  tou  den  Herren  Lehrern  fto  den  Schulunterri^t  benutit 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hiersu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fftr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  efnes  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InbaltSTersdeh* 
nis,  Beriebtlgnngen  und  erlAutemde  Erklärungen  ttber  das  lietreirende  Kapitel  sur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  sun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsebulen  L  nnd  II«  Ord.,  gleieb- 
bereebtlgten  höheren  Bttrgersehnlen,  PriTatsebulen,  Gymnasien,  BealgTumaslen,  Pro- 
gymnasien,  Sehnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Teehnlkon,  Bangewerksehnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  teehn.  Torbereitungssebulen  aUer  Arten,  gewerblleke 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  üniTersltftten,  Land-  und  Forstwlssensdiallssehulen, 
Militlrsebnlen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  i.  B.  IBr  das  El^^Uulg-Frol* 
wlUige-  und  Oflliiers-Ezamen,  etc. 

Die  Sehlller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
aaturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  bi  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  lum  unfehlbaren  Anfinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  geseigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflffnngen  su  lösen  haben,  sugleich  aber  auch 
die  überaofl  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  TorgefOhrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlong  eine  kräftige  Stiitse  fftr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  lur  Erlernung  des  praktisehen  Teiles  der  mathematiBchen 
Disaiplinen  —  mm  Auflösen  ron  Anfgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
abrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  häoslichen  Arbeiten  dne  yöU- 
Btändige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lösen,  die  ge* 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  ansuwenden  and  praktisch  m  rerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Terständiüs  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erbalten  nnd  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  nnd  Fachgenossen  aller  Art,  Xllltirs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlang  mr  AuffHschung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berulli- 
Bweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit. Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt,  der  Yerfbner, 
Dr.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  ^wmk  Eriedtgung 
thunliehst  berOcksichtIgt. 
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Angabe  77.  Man  beweise  dnrch  Eon- 
strnktion,  dass  ein  Trapez  gleicbgross  ist 
mit  einem  Dreieck  gleicher  Höhe,  welches 
als  Grandseite  die  Summe  der  Parallelseiten 
hat 


ErkL  216.  Dass  A  EDF^  CBF  ist,  kann 
bewiesen  werden  durch  zentrisdie  Symmetrie 
bezw.  halbe  Umdrehung  um  Punkt  J^,  oder 
auch  nach  dem  vierten  Kongruenzsatze,  indem 
^2>  ^=z  BC  und  alle  Winkel  gleicbgross  als 
Scheitelwinkel  bezw.  Wechselwinkel. 


Auflösung.  Macht  man  in  Figur  66 
BC=ED  =  c,  so  ist  ^C=a  +  c.  Da 
nun  ED^BC  ist,  so  müssen  BD  und  CE 
einander  im  Mittelpunkt  treffen,  also : 

<^BCF^DEF, 
also: 

ÄBFE+  EDF  =  ABFE+  BCF, 

oder  Trapez  ABDE  =  Dreieck  ÄEC. 

Rechnend  beweist  man  unmittelbar: 


ABED=  —  {a  +  c)*h. 


und 


AEC  =  ^>AC'h 
also  ebensogross. 


2 


(a  +  c).Ä, 


Aufgabe  78.    Man  berechne  die  Fläche 
eines  Deltoids,  dessen  Diagonalen  sind  5,3        Auflösung.   Nach  Antwort  der  Frage  19 

*      *  ist  der  Inhalt  gleich  -2-5,3-2,8  =  7,42  qm. 


Aufgabe  79.  Wie  gross  ist  das  Dia- 
gronalenprodukt  eines  Rhombus  von  4  m  Seite 
und  2,  5  m  Höhe? 


Auflösung.    Sind  die  Diagonalen  e  und  /, 
so  ist  die  Fläche  -g-  oder  auch: 

^  =  1-4.2.6  =  5, 
also  Diagonalenprodukt  =  10. 


Aufgabe  80.  Man  bestimme  den  Wert 
der  Diagonale  des  Quadrats  von  10  m  Seiten- 
länge. 

ErkL  217.  Allgemein  findet  man  hier  schon, 
wie  erst  später  durch  den  pythagoreischen  Lehr- 
satz: 

^  


Auflösung.     Ist  die  Diagonale  gleich  e, 
so  ist  nach  Antwort  der  Frage  19  die  Fläche 

Dieselbe  ist  aber  auch  gleich  100,  also : 


2 


2 


4-  =  100,  «  =  V^200  =  10.  l/2  =  14,14. 


•m. 


Aufgabe  8L  Man  bestimme  den  Inhalt 
der  vier  in  Figur  67  vorliegenden  Taugenten- 
vierecke. 


Erkl.  218.    Es  bedarf  keiner  näheren  Er- 
örterung, dass  in  der  That  in  den  vier  Fällen 
die  Fläche  AB  CD  sich  jeweils  darstellt: 
F^  wa^F^^ABM  +  BCM-^CDM-^-DAM, 

Sachs,  Ebene  Elementar-Oeometrie.  V. 


Auflösung.    Nach  Satz  8  und  Antwort 
der  Frage  20  ist  dieser  Inhalt  zu  setzen 

gleich  •^{(i  +  h  +  c-\-d)y  je  nachdem  der 

Kreis  im  Innenwinkel  ß,  y  oder  ö  liegt 
oder  nicht  Man  hat  also  in  Figur  671  und 
67 IV: 


F  =  -|-(a  +  6  +  c  +  (J). 
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Ebene  Elementar-Geometrie.  —  V.  Teil. 
Figur  67 1  und  11. 


Figur  67  HI  und  IV. 


dagegen: 

F,  und  F^  =  ABMDÄ—CBMDC 

=  (ABM+  DAM)  —  {BCM+  CDM) 
=zABM-BCM—CDM+DAM, 


dagegen  in  Figur  6711  und  IIL: 

Nun  ist  die  Strecke  q  jedesmal  die  gleiche, 

nämlich  1  cm.    Femer  ist: 

a,  =  2,7     h,  =  1,4    c,  =  1,8  d,  =  3,0 

a,  =  3,5    6s  =  1,2    Cj  =  0,6  d,  =  4,0 

ttj  =  2,4    feg  =  1,1     c,  =  0,8  d,  ==  2,6 

a^  =  5,4    b^  =  2,6    c^  =  1,8  d^  =  4,6, 

also: 

F,  =  1(2,7  +  1,4  +  1,8  +  8,0)  =  i-.8,9  =4,45qcm 
F,  =  i-  (3,5  -  1,2  -  0,6  -h  4,0)  =  i-.6,7  =  2,85  qcm 
F,  =  1  (2,4  ~  1,1  -0,8  +  2,6)  =  i-.8,l  =  l,65qan 
F,  =  4-  (5»4  +  2,6  +  1,8  +  4,6)  =  -J-  IM  =  7,2  qcm. 
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Angabe  82.  Von  einem  Dreieck  seien 
gegeben  die  drei  Seiten  a  =  15,  ft  =  41, 
c  =  52  nnd  ausserdem  schon  gefanden 
^=234.  Man  bestimme  die  Werte  der 
Badien  des  Inkreises  nnd  der  drei  Ankreise. 

Erkl.  219.  Das  nebenstehend  genannte  Drei- 
eck gehört  zn  den  sogen,  rationalen  Dreiecken, 
d.  h.  Seiten,  Fläche  nnd  Badien  bleiben  rationale 
Grössen.  Das  Dreieck  hat  gegenüber  der  grössten 
Seite  e  einen  stumpfen  WiiSiel  (von  IBQ^)  nnd 
folglich  anch  den  grössten  Ankreis,  gegenüber 
der  kleinsten  Seite  a  den  kleinsten  Winkel 
(von  120)  und  den  kleinsten  Ankreis. 


Anflösnng.     Zar  Bestimmang   der  vier 
Badien  bildet  man  zunächst: 

a  +  b  +  e  =  28  =  108 
«  =  54 


8  —  a  =  39,  8  —  6  =  18, 
Dann  ist  nach  Erkl.  52: 
F        284 


0  =  2. 


?o=  — ■ 


54 


Qb  = 

Qc  = 


=  4 

284 


F     _  234  _  .. 
T^  -  "13"  -  1^» 


234 


i  —  c 


=  117. 


Aufgabe  83.  Einem  gegebenen  Kreise 
mit  Badius  10  wird  ein  Deltoid  eingeschrieben 
(angeschrieben),  dessen  gleiche  Seitenpaare 
die  Werte  9  und  5  haben.  Welches  ist  die 
Fläche  des  Deltoids? 


Auflösung.    Nach  Antwort  der  Frage  22 
hat  man  für  das  umgeschriebene  Deltoid: 

F  =  ^,-  .(a  +  c)  =  10-14  =  140, 
und  für  das  angeschriebene  Deltoid: 
F=  Qaia—e)  =:  10-4  =  40. 


Angabe  84.  Man  suche  den  Badius  für 
den  Inkreis  eines  Bhombus  von  140  qcm  Fläche 
und  10  cm  Seite. 


Auflosung.    F=a'h  gibt  140  =  10 ä, 
h  =  14,  also  Q=z-jh  =  7. 


Aufgabe  85.  Es  soll  der  Flächeninhalt 
der  beiden  in  Figur  68  dargestellten  16-Ecke 
berechnet  werden. 

Figur  68. 


Auflösung.   Nach  Antwort  der  Frage  28 
ist  die  gesuchte  Fläche  dargestellt  durch  die 

— — s-  =  S'ü'Q,    Misst  man  nun  q 


Formel 


jedesmal  =  1  cm,  und  die  Seite  des  grösseren 
zu  1,5,  die  des  kleineren  zu  0,65  cm,  so 
wird  jPj  =  12  qcm,  Fj  =  5,2  qcm.  Der 
Unterschied  beider  von  6,8  qcm  verteilt  sich 
auf  die  acht  Deltoide  und  ergibt  für  jedes 
0,85  qcm. 


Erkl.  220.    Einzeln  gerechnet  für  eines  der 
Deltoide  nach  Figur  6711    oder  Antwort  der 
Frage  22  ergibt  sich: 
F=Qa{a'-'C)=z  1. (1,5  —  0,65)  =  0,85  qcm. 
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Aufgabe  86.     Die  Gestalt  eines  Grand- 
stückes    sei    in    Figar   69    in    1000-facher 

fl^^pT!;?'^'T^  *^^f '^^^       ^'.^fu        Auflösung.     1)  Zieht  man  die  Diagonale 
?.^!1L^^^^®  auf  verschiedene  Weise  ermittelt  ^^  ^ebst  din  zugehörigen  Loten,  srerhält 

man  für  die  Abschnitte  x  und  y  folgende 
Werte  in  Millimetern: 


werden. 


1 

2 

8 

4 

5         6         7 

X 

3,3 

6,8 

10,8     18,8 

29,6 

86,4 

52,8 

x^  =  AE  =  bbfi 

Sf 

20 

17 

13,3 

9 

15,1 

33,1 

18,5 

Figur 


Demnach  wird: 
^JXs  =  -^  =  5,4.13,8, 


^BX,  =  -^  =  3,4.17, 


EDX,= 


2 


=  13.15,1, 


X^X,FG 
Erkl.  221«    Von  den  nebenstehenden  drei 
Ausführungen  derselben  Aufjgfabe  hat  jede  ein-        Also : 
zelne  Vorteile  und  Nachteile  für  die  Praxis,   ABCDEFGHJ 


EFX,  =  ^^^      '''^'^'   =  1,4.18,5. 
Femer: 

2  « 

XXGH=  (*«-»i)(y.  +  y,)   _  83,1-63,1^ 

xxBC=  («^«— *»)(y»+y«)  ^  12-26 

2  A 

x,x,cD  =  (^^-^^)<y^+y^>  =  10.8-2^^  ^ 

__  (^7-^,)(y,  +  P,)  _  16,4.51,6 
—  2  ""  2        * 


welche  je  nach  den  vorliegenden  Umständen  der 
einen  oder  andern  den  Vorzug  geben  lassen. 
So  ist  es  ein  Vorzug  der  ersten,  dass  die  Senk- 
rechten alle  auf  einer  einzigen  Linie  aufstehen, 
also  sämtlich  parallel  sind,  und  dass  auf  dieser 
einzigen  Linie  mehrfach  Messungen  vorgenommen 
werden,  bei  der  zweiten  Art  hat  man  den  Vor- 
teil, alle  Subtraktionen  zu  vermeiden,  bei  der 
dritten  gehen  alle  Messongen  der  Senkrechten 
von  einem  möglichst  vorteilhaft  zu  wählenden 
Punkte  aus,  die  übrigen  Längen  sind  die  Seiten- 
strecken der  Figur  selbst. 


=  6,4.13,3  +  3,4.17  +  13.15,1  +  1,4.18,5 

+  i(—  7,6.33,8  +  33,1.53,1  + 12-26 

+ 10,8.24,1  +  16,4.51,6)  =  71,82  +  67,8 

+  196,8  +  25,9  +  Y  (—  249,75  + 1767,61 

+  312  +  260,28  +  846,24)  =  361,82 

+  -^.2944,38  =  1824  qmm,  rund  18  qcm. 

2)  Teilt  man  das  Polygon  durch  die  Dia- 
gonalen ÄC,  CE,  EG,  GJ,  JC  und  dann 
noch  JE,  so  entstehen  sieben  Dreiecke: 


A^BC  =  -i-^CÄi  =  i. 20-11,8  =  118,00 
/\CDE=:  ^'CE'h^  =  4-37,2.8,2  =  162,52 
/:^EFG  =  ^'EG'h^  =  -i. 37,7. 7,3  =  137,61 
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AOHJ  =  —GH'h,  =  i-.34,8.8  8  ==  144,42 
^JAC  =  —ACH,  =  -i^. 20,4. 16,2  =  165,24 
A  CEJ  =  ^'EJ'h^  =  4-46,8.19,4  =  453,96 
/\GEJ  =  ^'EJ'h,  =  4-46,8.26,4  ==  617,76 

«  i3  


Erkl.  222.  In  der  zweiten  und  dritten  Aus- 
fübmng  kommen  mehrere  Dreiecke  identisch  yor. 
Dieselben  werden  aber  mit  verschiedenen  Grand- 
seiten und  Hohen  behandelt,  können  also  auch 
kleine  Unterschiede  im  Ergebnis  liefern.  So 
wird  Dreieck: 
ABC  erst  118,00, 

dann  116,96  :  Differenz  —  0,88  o'o, 
CDE  erst  152,62, 

dann  151,98  :  Differenz  —  0,86  o/o, 
ACJ  erst  165,24, 

dann  166,68 :  Differenz  +  0,84  o/o. 


Erkl.  228.  Während  in  Figur  691  das 
Trapez  X^X^JH  abgezogen  werden  muss, 
weil  Dreieck  AX^  J  und  Trapez  X,X^GH  dessen 
Fläche  doppelt  überdecken,  gilt  dasselbe  in 
Figur  69 III  vom  Dreieck  CJfi,  denn  Dreieck 
CGE  bedeckt  ein  Stttck  der  Ebene,  welches 

far  nicht  zum  Polygon  gehört,  und  femer  ein 
tück  des  Dreiecks  ACJ  doppelt,  und  diese 
beiden  überschüssigen  Stücke  ergeben  zusammen 
das  Dreieck  CJH^  so  dass  dieses  von  der  Summe 
der  übrigen  abgezogen  werden  muss. 


Also  ABCDEFGHJ=  1790  qmm, 
rund  18qcm. 

8)  Teilt  man  das  Polygon  bloss  durch 
Linien  vom  Punkte  C  aus,  so  entstehen  wie- 
der sieben  Dreiecke,  welche  die  Polygon- 
seiten zu  Grundseiten  und  die  Senkrechten 
darauf  von  C  aus  als  Höben  haben. 

/\ABC  =  Y-a-Ä,  =  i-. 17,2. 13,6  =  116,96 
A  CDE=^'d'h^  =  -i-.29,8.10,2  =  151,98 
A  CEF  =  Y-«-Ä8  =  -i-. 19,6. 47,1  =  863,68 
A  CFG  =  l./^.Ä,  =  1.22,0.44,2  =  486,2 
A  CGH  =  ^'9'K  =  y -35,0.32,4  =  567,0 
-ACÄ7=  — -i-.Ä.Äe=  —  y-9,2.11,0  =  -50,60 

A  CJA  =  i.t'.Ä,  =  -i-.  17,0.19,8  =  166,63. 

Addiert  man  nun  sämtliche  Dreiecke  bis 
auf  das  negativ  zu  rechnende  /\,CJH,  so 
kommt  1852,  35  —  50,60  =  1802  qmm,  also 
wieder  rund  18  qcm. 

Für  die  Naturgrösse  wären  nun  statt  der 
mm  Meter  zu  setzen,  also  statt  cm  Dekameter, 
so  dass  die  Fläche  des  zu  messenden  Grund- 
stücks auf  18  Ar  sich  ergibt. 

Figur  69 III. 


Erkl.  224.  Für  das  Gesamtergebnis  erhält 
man  genau: 

1)  1824  qm 

2)  1790  qm 

3)  1802  qm 

Mittel  5416  : 8  =  1805  qm  oder  18  Ar  5  qm. 

Da  1802  nahe  in  der  Mitte  von  den  beiden 
äussersten  Massen  liegt,  so  kann  man  rechnen, 
dass  die  Fehlergrenze  unter  2  o/o  liegt.  Die 
Grundfläche  18  Ar  in  runder  Zahl  wird  für  die 
praktische  Verwendung  mit  genügender  Genauig- 
keit erreicht. 
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b)   Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  87.    Man  zeicbne  Dreiecke  nnd 
bestimme  deren  Inhalt  auf  dreifache  Weise:        Andeutung.     Man  zeichne  und  recline, 

a)  ^  =  325,79  m,  h  =  67,83  m,  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  65. 

b)  g  =  763,05  m,  Ä  =  9,37  cm?      

Aufgabe  88.     Von    einem  Dreieck    sei 
i^=  7325,26  qm,   ^  =  58,97  m,   wie  gross 

ist  die  Höhe?  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  66. 


Aufgabe  89.     Von    einem  Dreieck  sei 
F==  625,8305  Ar,  Ä  =  1275  cm,  wie  gross 

ist  die  Grundseite?  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  66. 


Aufgabe  90.    Man  kennt  von  einem  Drei- 
eck Äa  =  7,  Ä6  =  9,  a  =  10,  wie  gross  ist  h  ?        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösimg  der  Aufgabe  67. 

Aufgabe  91.    Von  einem  rechtwinkligen 
Dreieck  kenne  man  a  =  0,3,  b  =  0,4,  hc = 0,24,        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

wie  gross  ist  c?  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  69. 

Aufjgabe  92.  Ueber  gegebener  Grundseite 
AB  soll  ein  Dreieck  gezeichnet  werden  mit        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
vorgeschriebenem ^  y  und  Fläche  F.  ^Y)e  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  71. 

Aufgabe  93.    Welche  Grundseite  erhält 
ein    Parallelogramm   von    beliebiger   Höhe, 

dessen  Seiten  durch  die  Mitten  der  nicht-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
parallelen  Seiten  eines  Trapezes  gehen?  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  72. 


Aufgabe  94.     Welche   Figur   entsteht, 
wenn  in  Aufgabe  73  eine  Ecke  selbst  als        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Dreiecksspitze  gewählt  wird  ?  gäbe  ist  analog  den  Auflösungen  der  Auf- 

gaben 73  und  77. 


Angabe  95.    Von  einem  Trapez  kennt 
man  i^=  10,  Ä  =  5,  a -  c  =  2;  wie  gross  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
ist a  und  cf  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  74. 

Aufjgabe  96.    Von  einem  Trapez  kennt 
man  -F=  90,  m  =  6,  a  —  c  =  6,  wie  gross  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aut- 
ist a,  c,  Ä  ?  gj^lje  jg|.  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  74. 

Aufjgabe  97.    Von  einem  Trapez  kennt 

man  F,  Ä,  c,  wie  gross  ist  a?  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  76. 
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Aufgabe  98.    Ein  Deltoid  hat  F=  24, 
tf  =  4.    Wie  gross  ist  f?  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  78. 

Aufjgabe  99.    Welche  Diagonalen  hat  ein 
Rhombus  von  4m  Höhe,  6  m  Seite,  wenn        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
die  Summe  der  Diagonalen  14  ist?  g^be  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  79. 

Aufgabe  100.  Ein  gleichschenkliges  recht- 
winkliges Dreieck  hat  Hypotenusenlänge  8.        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Weiche  Fläche,  welche  Schenkel  ?  ^^be  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  80. 

Aufgabe  101.  Ein  gleichschenkliges  recht- 
wmkliges  Dreieck  hat  SchenkeUänge  8.   Wel-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
che  Fläche  und  welche  Hypotenuse  ?  g^be  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  80. 

Aufgabe  102.  Einem  Kreis  mit  Eadius  22 
ist  ein  Fünfeck  umgeschrieben  mit  den  Seiten 

a  =  41,  6  =  26,  c  =  35,  d  =  dl,  e  =  81.        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Man  bestimme  seine  Fläche.  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  81. 

Aufgabe  103.   Welche  Berührnngsradien 
hat  ein  Dreieck,  von  welchem  man  kennt:  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

a  =  6,  fc  =  6,9,  c  =  7,3,  F  =  16,56?  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  82. 

Aufjgabe  104.    Ein  umgeschriebenes  Del- 
toid   hat    die    Seitenpaare  6    und   10    und 

Fläche  40.     Welches  sind  die  Eadien  des        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
ein- und  angeschriebenen  Kreises?  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  83. 

Aufgabe  106.    Einem  Kreise  von  2  cm 
Kadins  soll  ein  Ehombus  von  82  qm  Fläche 

umgeschrieben    werden.     Wie   gross    muss        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
dessen  Seite  werden?       t  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  84. 

Aufgabe  106.     Es  soll  nach  den  drei 
Arten  der  Aufgabe  86  die  Fläche  der  Figur  16        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
bestimmt werden.  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  86. 

Aufgaben  107  bis  110.   Man  soll  folgende 
Sätze  beweisen: 

a)  Dreiecke  mit  gleicher  Fläche  und  Grund- 
seite haben  gleiche  Höhe. 

b)  Dreiecke  mit  gleicher  Fläche  und  Höhe  ^.  ^J'^''^^^\  ^?f  ^ft^A   ^^  Tk^^"" 
haben  gleiche  Grundseite.  v^JweSJfl?'^^^^  dieselben  für 

c)  Dreiecke  mit  gleichen  Grundseiten  ver- 
halten  sich  wie  ihre  Höhen. 

d)  Dreiecke  mit  gleichen  Höhen  verhalten 
sich  wie  ihre  Gmndseiten. 


Aufigabe  111.  Wie  verhalten  sich  die 
Inhalte  zweier  Trapeze  zwischen  denselben 
ParaUelen? 
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3)   Aufgaben  über  besondere  Flächen beziehungren. 

(Zu  Abschnitt  8;  Grösster  Inhalt.) 

a)  Gelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  112.  Man  soll  in  ein  gegebenes 
Parallelogramm  die  Ergänznngsparallelo- 
gramme  so  eintragen,  dass  deren  eines 
(Ecke  B)  ein  Khombns  wird. 

Figur  70. 


Auflösung.  Damit  das  Parallelogramm 
EBFP  in  Figur  17  ein  Rhombus  wird, 
muss  die  Linie  ^Pals  Diagonale  desselben 
die  Winkel  EBF  und  FPE  halbieren. 
Man  findet  also  den  Punkt  P,  indem  man 
die  Halbierungslinie  des  Winkels  ß  mit  der 
Diagonalen  A  C  zum  Schnitt  bringt  und  durch 
diesen  Pankt  die  Parallelen  zieht 


Erkl.  225.  Im  allgemeinen  kann  die  Hal- 
bierende des  Winkels  bei  B  nicht  mit  der  Dia- 
gonale des  grossen  Parallelogramms  zusammen- 
fallen. Ist  dies  doch  einmal  der  Fall,  so  muss 
auch  das  grosse  Parallelogramm  ein  Ehombus 
sein. 


Aufgabe  113.  Man  teile  die  Diagonale 
eines  Parallelogramms  in  5  gleiche  Teile, 
ziehe  durch  den  dritten  Teilpunkt  die 
Parallelen  und  bestimme  die  Fläche  der 
Figurenteile. 

Figur  71. 


ErkL  226.  In  den  Ecken  ^  und  C  müssen 
immer  Parallelogramme  entstehen,  deren  Flächen- 
teile eine  Quadratzahl  bilden,  da  die  Seiten  AE 
und  AH  m  gleich  viele  Teile,  und  auch  GF  und 
CG  in  gleichyiele  Teile  durch  die  Hilfslinien 
zerlegt  werden.  Dagegen  müssen  die  Ergänzungs- 
parallelogramme wegen  ihrer  ungleichen  Seiten 
solche  Produkte  bilden,  dass  mit  jenen  beiden 
Quadratzahlen  das  Quadrat  der  Teilungszahl 
entsteht. 


Auflösung.  Ist  ^P  in  Figur  71  gleich 
drei  Fünfteln  und  PC  gleich  zwei  Fünfteln 
von  ACj  so  kann  man  sich  durch  die  übrig^en 
Teilpunkte  ebenfalls  Parallelen  gezogen  den- 
ken, und  erhält  so  das  Parallelogramm  zer- 
schnitten sowohl  in  5  gleichgrosse  Quer- 
streifen,  als  in  5  gleiche  Längsstreifen,  also 
im  ganzen  in  25  gleichgrosse  Parallelogramme. 
Von  diesen  liegen  im  Parallelogramm  ^^P^ 
neun,  im  Parallelogramm  PFCG  vier,  und 
in  jedem   der  Ergänzungsparallelogramme 

je  sechs,  also  ist  jedes  der  letztem -^  des 


9 


ganzen,  die  beiden  andern  -^  und 
2.6  +  9  +  4 
25 


4 
25' 


zu- 


sammen 


25 


Aufgabe  114.  Was  für  Ergänzungspar- 
allelogramme entstehen,  wenn  das  grosse 
Parallelogramm  ABCD  ein  Rhombus  ist? 


Auflösung.  Wenn  ABCD  ein  Rhombus 
ist,  so  werden  auch  AEPH  und  PFCG 
Bhomben,  also: 
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ErU.  227.  Die  Kongruenz  der  Ergänznngs- 
Parallelogramme  folgt  beim  Bbombos  anch  aus 
der  acbsigen  Symmetrie  der  gesamten  Figur  zur 
Diagonale  als  Achse.  Daraus  erkennt  man  auch, 
dass  die  Ergänzungsparallelogramme  ungleich- 
wendig  kongruent  sind. 


BF=  EP=  HP  =  DG 
und 

BE=  FP=GP=  DH. 

Daher  haben  die  Ergänzungsparallelogramme 
gleiche  Seiten  und  gleiche  Winkel,  sind  also 
kongruent. 


Aufjgabe  115.  Man  bestätige  Antwort 
der  Frage  26  am  Quadrat  der  Strecke 
(3a  +  2a). 

ErkL  228.  Es  bedarf  nicht  der  Zeichnung 
einer  neuen  Figur,  wenn  man  sich  bloss  in 
Figur  71  vorstellen  kann,  dass  die  Winkel  rechte 
und  die  Seiten  sJle  gleichgross  seien.  Es  zeigt 
sich  dabei  zugleich  die  Üebereinstimmung  der 
Formel  mit  der  Figur,  dass  nämlich  die  Gesamt- 
fläche sich  zusammensetzt  aus  den  beiden  un- 
gleichen Eckenquadraten  plus  den  beiden  gleichen 
Ergänzungsparallelogrammen.  


Auflösung.  Zeichnet  man  die  Strecke  a 
fünfmal,  so  bildet  das  Quadrat  25 a^.  Dies 
setzt  sich  aber  zusammen  aus  9a^  als  Qua- 
drat AEPH(YeTgl  Figur  71  und  ErkL  228), 
4a^  als  Quadrat  PFCG  und  zweimal  je  Ga^ 
als  „Ergänzungsrechtecke"  ^5i^P  und 
GDHP^  also  zusammen  in  der  Zusammen- 
stellung der  Formel: 

(3a  +  2a)«  =  9a2  +  2.6aÄ  +  4a2  =  25a2. 


Aufgabe  116.    Man  konstruiere  den  Aus- 
druck (a  +  &  +  c)2. 

Figur  72. 


Auflösung.  Trä^  man  auf  einer  Strecke 
die  Summe  dreier  Strecken  an,  und  über  dem 
Ganzen  das  Quadrat  samt  Parallelen  durch 
alle  Teilpunkte,  so  wird  (siehe  Figur  72) 
auch  die  Figur  am  leichtesten  übersichtlich, 
wenn  man  zusammenfasst  (a  -|-  ^)  ^^^  ^' 
Dann  hat  man  erst  ein  Quadrat  (a  -f"  ^Y  ^6" 
stehend  aus  a^,  h^,  2- ab.  Daran  legt  sich 
das  Quadrat  c^  und  zwei  Rechtecke,  je  gleich 
(a-|-^)*^»  zerlegt  in  a-c-f-^-^.  Also: 
(a-f&  +  c)2  =  a«-f  &2-|_c2-[-2a6+2ac+2fcc. 


Erkl*  229*  Man  kann  auch  zusammenfassen 
(&  H~  c)2  als  Quadrat  in  der  rechten  obern  Ecke, 
bestehend  aus  fe2  4-2&c  +  c2.  Daran  legt  sich 
dann  a^  und  zwei  Bechtecke  je  gleich  a{b-\-  c), 
letzteres  zerlegt  in  seine  Teile  a-h  und  a^c. 


Aufgabe  117.  Man  verschiebe  eine  ge- 
radlinige Strecke  längs  eines  gebrochenen 
Geradenzuges  und  beweise,  dass  die 
überstrichene  Fläche  dieselbe  ist,  als  ob  die 
Strecke  aus  der  ersten  Lage  geradlinig 
in  die  letzte  verschoben  worden  wäre. 


Auflösung.  Sind  A^,  A^,  A^  u.  s.  w. 
die  Punkte,  welche  Punkt  A^  durchläuft,  so 
besteht  die  von  AB  überstrichene  Fläche 
aus  einer  Reihe  von  Parallelogrammen,  deren 
Grundseiten  sämtlich  parallel  und  gleich  sind: 
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Verlängert  man  nnn  diese  Grondfieiten  bis 
zum  Schnitt  mit  dem  dnrch  geradlinige  Be- 
wegung von  AqBq  nach  AnBn  entstehendai 
Parallelstreifen,  so  werden  auch  aus  diesem 
solche  Parallelogramme  ausgeschnitten,  die 
sämtlich  dieselbe  Grandseite  :\^AqBq  haben 
nnd  deren  jedes  zwischen  denselben  Psu^elen 
liegt,  also  gleiche  Höhe  hat  mit  einem  der  längs 
A^A^A^  •••  entstandenen  Parallelogramme. 
Daher  ist  einzeln  jedes  Parallelogramm  mit 
einem  der  andern  gleich  nnd  folglich  andi 
die  Summe: 
AqA^BqB^  +  A^A^B^B^  +  A^A^B^B^  H 

=  A^AnB^Bn. 


Erkl.  280.  Betrachtet  man  den  Geraden- 
zug Ä^Ä^A^'-'  An Aq  als  eine  geschlossene 
Figur,  so  kann  man  in  Erweiterung  der  Sätze 
in  Antwort  der  Fragen  80  und  81  auch  aus- 
sagen :  Das  Parallelogramm  über  der  Yielecks- 
seite  Jo  An  ist  gleich  der  Summe  aller  Parallelo- 
gramme von  gleichlanger  und  gleichgerichteter 
Seite  über  allen  andern  Seiten  des  Vielecks. 
Dabei  ist  zunächst  vorausgesetzt,  dass  die  Seite 
Aq  An  das  grösste  aller  Parallelogramme  wirk- 
lidi  liefert,  d.  h.  dass  die  Verschiebung  der 
Parallelen  längs  A^  An  stets  in  derselben  Rich- 
tung stattfindet.  


Aufgabe  118.  Man  soll  allgemein  den 
Satz  beweisen  I  dass  eine  Strecke  bei  Ver- 
schiebung längs  n  —  l  Seiten  eines  beliebi- 
gen n-Ecks  eine  Gesamtfläche  überstreicht 
gleich  dem  durch  Verschiebung  längs  der 
nten  Seite  erzeugten  Parallelogramm. 

Figur  74. 
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Auflösung.  Um  den  nebenstehenden  Satz 
zu  beweiseui  ist  zunächst  festzustellen,  dass 
zwei  Verschiebungen  mit  ungleichen  Vor- 
zeichen versehen  werden  müssen,  wenn  die 
bewegte  Gerade  auf  einer  beliebigen  Schnitt- 
geraden in  ungleichem  Sinne  (vor-  und 
rückwärts)  verschoben  wird.  Unter  dieser 
Voraussetzung  erkennt  man  in  Figur  74  so- 
fort, dass  das  Parsdlelogramm  über  BC  sich 
von  dem  über  AB  subtrahiert,  und  dass 
ebenso  das  Parallelogramm  über  EF  negativ 
zu  nehmen  ist.  Dann  wird  in  der  That  die 
Summe: 


#g^B- 


Erkl.  281.  In  Figur  74  sind  in  dem  Parallel- 
streifen längs  AF  durch  Pfeile  die  Eichtungen 
angedeutet,  in  welchen  jedes  einzelne  der  Teil- 
parallelogramme zu  nehmen  ist.  Durch  wieder- 
holten Auf-  und  Niedergang  gelangt  man  so 
wirklich  von  A  nach  F. 
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Anfgabe  119.  Welches  ist  der  grösste 
und  welches  der  kleinste  Wert  der  Pro- 
jektion einer  Strecke  a  auf  eine  Linie  g, 
nnd  wann  wird  jeder  erreicht? 

ErU.  282.  Wenn  a||^,  so  bilden  die  Pro- 
jektioDsstrahlen  mit  a  nnd  g  ein  Rechteck  von 
beliebiger  Höhe ;  wenn  a  \g^  so  fallen  die 
Projektionsstrablen  mit  a  selbst  zusammen,  die 
Projektion  wird  ein  Punkt.  Jede  Bewegung 
von  a,  bei  der  a  nicht  sich  selbst  parallel  bleibt 
bringt  Aenderung  der  Projektion. 


Auflösung.  Der  grösste  Wert,  den 
die  Projektion  erhalten  kann,  ist  gleich  a 
und  wird  erreicht,  wenn  a\\g\  der  kleinste 
Wert  ist  Null  und  wird  erreicht,  wenn 
a  J-  ^ ;  jedesmal  ohne  alle  Kncksicht  auf 
nahe  oder  ferne  Lage  von  a  und  g. 


Anfjgabe  120.  Man  soll  beweisen,  dass 
unter  sdlen  Dreiecken  mit  gleichem  Inhalt 
über  gleicher  Grundseite  das  gleichschenk- 
lige Dreieck  dasjenige  ist,  welches  den 
kleinsten  Umfang  hat. 

ErkL  288.  In  Aufgabe  103  des  III.  Teiles 
wurde  bewiesen,  dass  von  allen  Punkten  einer 
Linie  derjenige  die  kleinste  Abstandssumme  yon 
zwei  festen  Punkten  liefert,  fUr  welchen  diese 
Abstände  beiderseits  gleiche  Winkel  mit  der 
Linie  bilden. 


Auflösung.  Die  Grundseite  ist  allen  Drei- 
ecken gemeinsam,  die  Seiten  des  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  bilden  mit  der  Parallelen  zur 
Grnndseite  durch  die  Spitze  beiderseits  gleiche 
Winkel,  also  ist  nach  Aufgabe  103  des  IILTeiles 
ihre  Summe  kleiner  als  jede  andere  Summe 
zweier  Verbindungsstrecken. 


Aufgabe  121.    Welches  Dreieck  mit  ge- 
gebenem Inhalt  hat  den  kleinsten  Umfang? 

Erkl.  284.    Man  kann  nach  nebenstehenden 
Eigebnissen  den  Satz  aussprechen: 

Satz.  Unter  allen  Dreiecken  mit  gleichem 
Flächeninhalt  hat  das  gleichseitige  den 
kleinsten  Umfang. 

Umgekehrt: 

Satz.  Unter  allen  Dreiecken  mit  gleichem 
Umfange  hat  das  gleichseitige  den  gröss- 
ten  Inhalt. 


Auflösung.  Ist  irgend  eine  Seite  des 
gesuchten  Dreiecks  gleich  a,  so  müssen 
wegen  des  Ergebnisses  der  vorigen  Aufgabe 
die  beiden  andern  Seiten  einander  gleich  sein. 
Da  man  aber  als  diese  erste  Seite  a  eine 
beliebige  von  den  dreien  herauswählen 
kann,  so  muss  das  gesuchte  Dreieck  gleich- 
seitig sein. 


Aufgabe  122.  Man  beweise,  dass  auch 
unter  aUen  Dreiecken  mit  gleichem  Um- 
fang über  derselben  Grundseite  das  gleich- 
schenklige den  grössten  Inhalt  hat. 

Erkl.  285.  Nebenstehender  Beweis,  den  man 
als  einen  indirekten  bezeichnen  kann,  ist  auch 
der  Beweis  zu  der  Umkehrung  des  in  Erkl.  284 
ausgesprochenen  Satzes,  der  dort  behufs  Zu- 
sammenstellung bereits  ausgesprochen  wurde. 


Auflösung.  Izi  ABP  irgend  eines  dieser 
Dreiecke,  so  gibt  es  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  ABQ,  welches  mit  ABP  gleiche 
Grundseite  und  Höhe,  also  gleichen  In- 
halt hat.  Dabei  hat  aber  ABQ  kleinem 
Umfang  als  ABP,  Dasjenige  gleich- 
schenklige Dreieck  -4i?C  aber,  welches 
mit  ABP  gleichen  Umfang  hat,  muss 
folglich  grösser  sein  als  das  gleichschenklige 
Dreieck  ^J9^,  folglich  auch  grösser  als  ^J9P 


Au^^abe  123.  Man  soll  beweisen,  dass 
dasjenige  unter  allen  Vielecken  mit  gleich- 
grosser  Seitenzahl  und  gleichem  Inhalte, 
welches  den  kleinsten  Umfang  hat,  ein 
gleichseitiges  sein  muss. 


Auflösung.  Würden  sich  zwei  ungleiche 
Seiten  finden,  so  könnte  man  aus  ihnen  mittels 
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Erkl.  286.   Als  Umkehrang  dieses  Beweises  einer  Diagonale  ein  Dreieck  bilden,  dasselbe 

kann  man  ebenfalls  den  Satz  aufstellen:  abschneiden  und  statt  seiner  das  gleichschenk- 

Satz.    Dasjenige  unter  allen  Vielecken  üge  vom  gleichen  Inhalte  ansetzen.    Dadurch 

mit  gleichgrosser  Seitenzahl  und  gleichem  bliebe  der  Gesamtinhalt  gleich,  der  ümfaog 

Umfange,  welches  den  grössten  Inhalt  aber  würde  verringert  —  und  das  so  lange, 

hat,  ist  ein  gleichseitiges.  als  noch  zwei  ungleiche  Seiten  vorhanden 

wären. 


Aufgabe  124.  Man  soll  in  einen  Kreis 
ein  möglichst  grosses  Dreieck  ein- 
zeichnen. 

Erkl.  287.  Man  erhält  aus  nebenstehender 
Ueberlegung  den  Satz: 

Satz*  Unter  allen  einem  Kreise  einge- 
schriebenen Dreiecken  ist  das  gleichseitige 
das  grösste. 

Hiernach  wäre  also  auch  Aufgabe  71  so  weit 
einzuschränken,  dass  der  gegebene  Dreiecks- 
inhalt dieses  Maximum  nicht  übersteigt  


Auflösung.  Das  gesuchte  Dreieck  moss 
das  gleichseitige  sein,  denn  wenn  ein 
ungleichseitiges  Dreieck  im  Kreise  ist,  so 
wird  sein  Inhalt  vergrössert,  indem  man 
eine  Seite  als  Grundseite  festhält  und  die 
beiden  andern  gleich  macht,  denn  dieses 
neue  Dreieck  hat  gleiche  Grundseite,  aber 
grössere  Höhe  als  das  vorige. 


Angabe  125.  Man  beweise,  dass  unter 
allen  einem  Kreise  eingeschriebenen  Vielecken 
derselben  Seitenzahl  das  gleichseitige 
den  grössten  Inhalt  hat. 

Erkl.  288.  Nach  Aufgabe  141  des  IV.  Teiles 
ist  dieses  Vieleck  ein  regelmässiges,  und 
als  Erweiterung  der  Aufgaben  123  und  125  wird 
sich  später  zeigen,  dass  diese  unter  allen  Viel- 
ecken mit  gleichem  Umfange  den  grössten  In- 
halt haben. 


Auflosung.  Man  beweist,  wie  in  Auf- 
gabe 124,  dass  wenn  irgendwo  zwei  un- 
gleiche Seiten  wären,  dann  durch  Abschneiden 
derselben  ein  Dreieck  wegfällt,  statt  dessen 
ein  solches  gleichschenkliges  mit  grösserem 
Inhalt  angefügt  werden  könnte. 


b)   Ungelöste  Aufgaben. 

Aufigabe  126.    Man  soll  in  ein  gegebenes 
Rechteck  die  Ergänzungsparallelogramme        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aof- 

so  eintragen,  dass  davon  eines  ein  Quadrat  gäbe    ist    analog   der  Auflösung  der  Auf- 

wird.  gäbe  112. 


Angabe  127.    Können  die  Ergänznngs- 
Parallelogramme    beide    Rhomben    oder        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
beide  Quadrate  werden?  gäbe  ist   ansdog   der  Auflösung    der  Auf- 

gabe 112. 


Aufgabe  128.    Man  ziehe  die  Parallelen 
durch  das  erste  Drittel  der  Diagonale  und        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
bestimme die  Teilflächen.  gäbe  ist   analog    der  Auflösung   der  Auf- 
gabe 113. 


Aufigabe  129.    Wann  schneiden  sich  die 
Diagonalen  der  Ergänzungsparallelogramme        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
auf der  Hauptdiagonale?  gäbe  ist    analog    der  Auflösung    der  Auf- 
gabe 114. 
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Aafjg;abe  130.   Wann  sind  die  Diagonalen 
der  Ergänznngsparallelogramme  parallel?  Andeutung.    Die  Auflösong  dieser  Auf- 

gabe ist   analog    der  Auflösung    der  Auf- 
gabe 114. 


Aufgabe  131.    Man  beweise  durch  Kon- 
struktion,   dass   das  Quadrat  einer  Strecke 

gleich  ist  dem  vierfachen  Quadrat  der  halben         .    ,     .  -rw-     a  in«  j.         *   i. 

Strecke  und  gleich  einem  Viertel  des  Quadrats      ^Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
über  der  doppelten  Strecke.  S^^^  ^*   ^^^S   der  Auflösung    der  Auf- 

gabe 115. 

Aufgabe  132.    Man  konstruiere  die  Aus- 
drücke (a  +  5  —  cy  und  (a  -[-  ^  +  c  -f-  d)^.        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist   analog    der  Auflösung    der  Auf- 
gabe 116. 


Aulgabe  133.    Der  Satz  in  Antwort  der 
Frage  30  soll  nach  Aufgabe  117  bewiesen        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
werden, gäbe  ist   antdog    der  Auflösung]  der  Auf- 
gabe 117. 


Aufgabe  134.    Man  beweise,  dass  wenn 
eine  Strecke  längs  dem  Gesamtumfang 

emes   beliebigen   n-Ecks   verschoben  wird,         .    ,     .  t.-     a  n-  j.         *  i. 

die   tiberstrichene   Gesamtfläche    den  Wert        Andeutung.    Die  Auflosung  dieser  Auf- 
Null  hat.  ^^^^  ^^   analog    der  Auflösung    der  Auf- 

gabe 118. 


Aufgabe  136.   Wie  muss  eine  Strecke  a 
gedreht   werden,    damit   ihre  Projektion         .    ,     .  t.»     a  m-  j.         *  i. 

auf  eine  Gerade  g  grösser  oder  kleiner        Andeutung.    Die  Auflosung  diwer  Auf- 
yfir^^  iT^he   ist   analog   der  Auflösung   der  Auf- 

gabe 119. 


Aufgabe  136.     Man  beweise,  dass  bei 
gegebenem  Umfang  das  gleichseitige  Dreieck        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
den  grössten  Inhalt  hat  gäbe  ist   analog    der  Auflösung    der  Auf- 

gaben 120  bis  122. 


Aulgabe  137.     Man  beweise,  dass  von 
allen  I>eiecken,  welche  zwei  gleichgrosse  -r..     *  i» 

Seiten  haben,    das   rechtwinklige    den        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
grössten  Inhalt  hat.  S^^^  ^st   analog   der  Auflösung    der  Auf- 

gaben 120  bis  122. 


Aufgabe  138.    Man  beweise,  dass  unter 
aUen    Vielecken    gleicher    Seitenzahl    und 

glichen  Umfanges  dasjenige,  welches  den        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
grössten  Inhalt   hat,   gleichseitig   sem  g^be  ist  Malog   der  Auflösung   der  Auf- 


muss. 


gäbe  123. 
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Aufgabe  139.    Man  beweise,  dass  unter 
allen  Rhomben   mit   gleichem  Umfang   das        Andentnng.    Die  Anflösong  dieser  Aof- 
Qnadrat  den  grössten  Inhalt  hat.  gäbe  ist   analog    der  Anflösnng   der  Auf- 

gabe 123. 


Aufgabe  140.  Man  beweise,  dass  anch 
nnter  allen  beliebigen  Vierecken  mit  gleichem 

Umfange  dasjenige  Quadrat  den  grössten  In-         .    ,    ^  t^.     a  nu         j«        a  r 

halt  hat,  welchis  das  Viertel  des  ümfangs      ^Ande^tung.    Die  Auflösung  dieser  Anf- 
als  Seite  hat  ^^^^   ^*^    analog    der  Auflösung    der  Auf- 

gabe 123. 

Erkl.  289.  Durch  die  Aufgabenreihe  186 
und  188  bis  140  ist  der  in  Erkl.  238  angedeutete 
allgemeine  Satz  für  das  Dreieck  und  Viereck 
YoUständig  bewiesen. 


4)   Aufgaben  über  den  pythagoreischen  Lehrsatz. 

(Zu  Abschnitt  4.) 

a)   Gelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  141.    Man  soll  aus  der  Gruppe 
5, 12, 13  andere  Ziffemgruppen  bilden,  welche 

die  Seiten  eines  rechtwinkligen  Drei-        AuflSsung.    Da  52-}-i22==  13*  ist,  so 
ecks  bilden  können.  ist   auch   (5n)^  +  (12w)*  =  (13n)2,  wo  « 

jede  beliebige  ganze  oder  gebrochene  Zahl 

Erkl.  240.  Wird  «>1  genommen,  so  ent-  bedeuten  kann;   also  ist  eine  Gruppe  von 
stehen  grössere,  für  n<l  kleinere  Zahlen  als  Zahlen  der  verlangten  Eigenschaft  jede  von 
5,  12,  13.   So  50,  120,  130  und  0,05,  0,12,  0,13;   der  Form  5n,  12n,  13n. 
oder:  10,  24,  26  und  2,5,  6,  6,5.  

Aufgabe  142.    Wie  gross  ist  die  Hypo- 
tenuse   eines    rechtwinkligen   Dreiecks    mit        Auflösung.  Um  die  Hypotenuse  zu  finden, 
Katheten  13,5  und  35,2m?  g^^zt  man: 


Erkl.  241.    Die  Wurzelrechnung  ergibt:  c«  =  /a^-f-fc«, 

also: 


V  1421,29  =  37,7 


"62  :  6  c  =  1^13,52  +  35,2«  =  \/l82,25  + 1239,04 

lÖj^  =  \/l421,29  =  37,7  (siehe  Erkl.  241). 

^^^  '  "^^  Also  ist  die  Hypotenuse  gleich  37,7  m. 


Aufgabe  143.    Wie  gross  ist  die  zweite 

Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit 

Hypotenuse  9,37  cm  und  Kathete  2,15  cm?         .   ^..  „  o   .   ,•        « 

Auflbsune:.     Setzt  man   a^  +  6*  =  c*, 

Er«.  242.    Die  Wnnel^chnung  er^bt:       -  wird:     "^  "^ 


21  :  18 
37 


c  =  1/9,372  —  2,162  =  /87,7969-4, 


364  :  182  =  1^88,1744  =  9,12. 


4 
Bei  der  Zerlegung  (c  -f-  a)  (c  —  a)  ist  in  der 
Regel  (wie  nebenstehend)  auch  Zerlegung  des 
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Aufgaben  über  den  pythagoreischen  Lehrsatz.  XU 

Badikanden  in  Faktoren  möglich,  wodurch  die        Bequemer  kann  man  setzen: 

Badiziemng  erleichtert  wird.  ^r-z r- — ; — — 

Vc2— a«=  \{c-\'a)  (c  —  a) 

=  \/(9,37  +  2,15)  (9,87  —  2,16) 

=  \/ll,52.7,22  =  1/8.1,44.2.8,61 

=  1/42.1,22.1,92  =  4.1,2.1,9  =  9,12. 


Aufgabe  144.     In  einem  spitzwinkligen 

Dreieck  sei  b  =  2,6,  c  =  1,7,  bestehend  aus 

p  =  0,7  und  q  =  l;  man  berechne  die  Seite  a.        .    ^  ^      «       ,«  .     „ 

^  Auflösung.   Da  a2  =  ft2^^2_2c^  ist, 

Erkl«  248*     Rückwärts  kann  man  vb  be- 
rechnen,  weü  c^qc  =  h^pö.  also:  ^  «^  =  2,62  +  1,72^2-1,7  =  6,76  +  2,89-3,4 

c-qc  _  1,7        ._^  =6,25; 

^*  =  -y-  ~  "äie"  ~    '     '  also  wird  a  =  2,5. 

und  so  weiter  alle  Stücke  des  Dreiecks. 


Aufgabe  146.    In  einem  stumpfwinkligen 

Dreieck  sei  c  =  3,7,  b  =  1,5,  bestehend  aus 

Pb  =  1,14  und  qb  =  2,64.  Wie  gross  ist  a?         ^    _„  _      ^       ,  .  ,  v        T^-  •    , 

Auflösung.    Im  stumpfwmkbgen  Dreieck 

«  wi   aj^      A    u  1..     1  «         j.        .X  ist  a^  =  ft*  +  c*  +  2ft«6:  also  erhält  man: 

Erkl.  244.    Auch  hier  können  die  weiteren  ,       1  ko  i  o^  1  o  1  kVia 

Stücke  des  Dreiecks  gerechnet  werden.    (Siehe  **  =  l,5'^  +  <>,7  +  2.l,5.l,l4 

später  bei  den  Anwendungen  des  pythagorei-  =  2,25  +  13,69  +  3,42  =  19,86  =  16.1,21. 

sehen  Lehrsatzes.)  Demnach  wird: 

a  =  VTS^i^  =  4.1,1  =  4,4. 


Aufgabe  146.  Was  für  ein  Dreieck  ent- 
steht, wenn  zu  den  festen  Seiten  a  =  15 
und  i  =  8  als  dritte  Seite  c  hinzukommt         .    «..  t».ij 

erst  16,  dann  17,  dann  18?  Auflosung.    Bildet  man: 

02  +  &2  =  162  +  82  =  225  +  64  =  289  =  172, 

Erkl.  246.    Ist  <^y  im  Dreieck  16,  8,  16  s«  erkennt  man,  dass  im  Dreieck  15,  8,  17 
ein  spitzer,  so  muss  das  ganze  Dreieck  spitz-  der  <^y  ein  rechter  ist,  dagegen  für  15,  8, 
winklig  sein,  da  hier  keine  grössere  Seite,  als  c  16  ein  spitzer  und  für  15,  8,  18  ein  stumpfer 
Torhanden  ist,  also  auch  kein  grösserer  Winkel  Winkel, 
als  y.  


Aufgabe  147.    Wie  lässt  sich  erkennen, 

ob  ein  aus  drei  gegebenen  Seiten  zu  bildendes 

Dreieck  spitz-,  recht- oder  stumpfwinklig  ist?         .    ^^  „      ^.,,      ,      ^     , 

Auflosung.    Man  bildet  das  Quadrat  der 

El  1.1  a^i>     T^.       «  ^    o  li.    .  *  j.     .    .     drei  Seiten  und  vergleicht  das  Quadrat  der 
masSS;nr'  d^ÄTdfr^^^^^^^  grössten  Seite  mit  der  Summe  der  Quadrate 

gegenüberüe^.  Ist  der  grösste  Winkel  spitz,  ^^l  beiden  Meinen.  Je  nachdem  ersteres 
so  sind  dies  die  beiden  andern  von  selbst;  ist  der  grösser,  gleich  oder  kiemer  als  diese  Summe 
grösste  ^  900,  so  müssen  die  andern  spitz  sein.  "*,  ist  das  Dreieck  spitz-,  recht-  oder  stumpf- 

winklig. 

Angabe  148.    Von  welcher  Art  ist  ein 
Dreieck  mit  Seiten  a  =  5,  6  =  9,  c  =  12?        Auflösung.    Man  büdet  5^  +  92=  108 

und  12^  =  144,  also  hat  das  Dreieck  einen 
stumpfen  Winkel  7;  dagegen  |3>a,  beide 
spitz. 
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Aufgabe  149.  Wie  lässt  sich  Satz  16 
unmittelbar  aus  dem  pythagoreischen  ab- 
leiten ? 


Erkl.  247.   Da  aus  der  Gleichung  }ß=p'q 
sich  die  Proportion  bilden  lässt: 

so  sagt  man  auch,  die  H5he  sei  die  mittlere  also 
geometrische  Proportionale  zwischen 
den  beiden  Abschnitten  der  Hypotenuse,  und 
ebenso  nach  Satz  12  je  eine  Kathete  die  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  dem  ganzen  Durch- 
messer und  ihrem  anliegenden  Höhenabschnitt. 


Auflösung.    Setzt  man  ar-{-b^  =  c'  und 
hierin  für  c=_p  +  g',  so  entsteht : 

a2  +  hi  =  (p  +  q)2=p»  +  q2  +  2pq. 
Nimmt  man  p^  und  q^  auf  die  linke  Seite, 
so  wird: 

«2  — 2>2  +  &2  —  j2  =  2pq, 


h2  +  h2=:2pq  oder  h2=pq. 


Aufgabe  150.  Man  berechne  die  Höhe 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  Hypo- 
tenusenabschnitten ^  =  18,  ^  =  98. 

£rkl.  428.  Auch  hier  führt  Faktoren- 
zerlegung des  Radikanden  in  der  Begel  zu 
einer  Erleichterung  der  Eechnung.  


Auflösung.     Da  h^  =  p-q  ist,  so  wird: 
h  =  Vp^  =  VT8^98  =  v/2. 9-2.49 
=  \/2«".82772  =  2.3.7  =  42. 


Aufgabe  151.   In  einem  Kreise  von  12  cm 
Eadius  ist  eine  Sehne  von  15  cm  eingetragen.        Auflösung.    Ist  die  Sehne  s,  die  Ptojek- 
Wie  gross  ist  ihre  Projektion  auf  den  Durch-  ^^j^  ^^  g^  jg^  ^2  =  2r'p,  also: 

«^        225       ^«^^ 
i>  =  ITT  =  -o7-  =  9.375  cm. 


messer  ? 


2r 


24 


Aufgabe  152.  Wie  gross  ist  der  Abstand 
einer  Sehne  von  der  Länge  s  vom  Zentrum 
des  Kreises  mit  Badius  r? 

Figur  76. 


Auflösung.  Bezeichnet  man  den  gesuchten 
Abstand  mit  a,  so  bildet  (siehe  Figur  75)  0 

mit  der  Hälfte  der  Sehne  y  und  dem  Radios  r 

ein  rechtwinkliges  Dreieck^  in  welchem  r 
Hypotenuse  ist,  also: 


und 


V¥^=V 


'^  =  (t)"+-> 


=  i'V(d  +  s)(d^8). 


Erkl.  249.    Aus  V ^*— "T"    ^^^^^  ^^ 
zunächst  durch  Gleichnamigmachen: 

4r2  — ««        \/4r2  — «2 


Da  nun  2r  =  (2,  dem  Durchmesser  des  Kreises 
ist,  so  wird  4r2  =  (2r)2  =  d«,  also: 

a  =  4"  Vd^—s2. 
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Preisgekrönt  in  Frankfairt  a.  M,  1881.; 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
Yerzeichnls  der  „Tollständig  gelösten  Anfgabensammlnng  Ton 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  Ton  jeder  Buchhandlung,  sowie  von  der 
Verlaphandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschiiitten  and  gat  brochiert  am  den  sofortigen  aad  dauern- 
den Oebraach  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  snthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigangen 
und  Erklftrongen  am  Schiasse  desselben. 

8).  Aof  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8—4  Hefte  za  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

6).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  au«  dem  Prospekt  ersiohtlioh,  ohne  Jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  aberhaapt  aaf  mathemaüsche  Wissenschaften 
beiieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  and  Regehi  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  angelöster  analoger  Auf- 
gaben and  vielen  vortreflOichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisclies  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
bMta  Handbuch  fftr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsfiglichste  Lehrbuch 
■um  Selbststudium,  das  Tortrefflichste  Kaohschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art, 

8).  AUe  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


0^r  I)ft8  vellsUndige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  darch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachtrige  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 
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X  J  (j  len  der  geradlinigen  Figuren. 

eft  1187. -Seite  113-128 

Mit  2  Figuren. 
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I  Aufgaben -Sanrniluiig 

I  -  nebst  Anhängen  ungelSster  Aufgaben,  fGr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

I  mit 

I  Angabe  ud  EDtwieklong  dsr  bennUtn  satn,  Foraeln,  Regdn,  In  Fragen  nnd  intiorten 

I  viele  Eolzsclinitte  &  lithograpL  Tafeln, 

I  aai  allen  Zweigen 

1  der  Beehenkonsty  der  niederen  (Algebra»  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  o.  iphAriichen 

^  Tiü^onometrie,  lynthetischen  Geometrie  etc.)  o.  höheren  Mathematik  (höhere  Analyiii, 

rd  Diflerential-  o.  Integral-Rechnang,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Raomei  etc.);  — 

rf]  ana  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphoetatik,  Chemie,  GeedAsie,  Nantik, 

I  Mathemat,  Geegraphie,  Astronemie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 

lU  Brieken-  n.  Heehban's;  der  Kenstmktlenslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Pelar-  n. 

I  Parallel-PerspektiTe,  Behattenkenstmktienen  etc.  etc. 

I  SchtUer,  Stndierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Hilit&rs  etc. 

I  zum  einzig  riciitlgen  und  erfolgreiciien 

^  Studium,  mr  FortbGlfe  bei  Schnlarbeiten  nnd  znr  rationellen  Verwertung 

I  der  exakten  Wissenschaften, 

In  heransgegeben  von 

1  Dr*  Adolph  HJeyer^ 

ij  Mftthemfttiker,  TereideUr  kOnifl.  pr«aM.  FeldmeiMr,  ▼•r«id«t«r  grosth.  hMsisohar  0«om6t«r  I.  Klane 

I  in  Frankfurt  a.  H. 

Läi  anter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Er&fte. 
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„PrdsgelürSnt  in  franklnrt  ä.  M.  1681. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monaüich  in  3 — 4 
Heften  zn  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Infgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  PhTsIk, 
Meehanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstruktiven  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstindig 
gelöster  Form,  mit  vielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Ingabe  nnd  Entwlekelnng  der 
benutzten  S&tze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  nnd  alsdann  auch  ml)e 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  MathenMitik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngel5sten  Aufgaben  beigegeben ,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  nnd  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  f&r  den  Schulunterricht  benatzt 
werden  können.  Die  LSsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis Berichtigungen  nnd  erfjluternde  Erklämngm.  ieiber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natnrwinaen- 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  Ordn«,  gleich* 
berechtigten  hSheren  Bürgerschulen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Bealgjmnasien,  Pre- 
gymnasien,  Schnliehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fertbildnngsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissenschafissehvlen, 
Militärschulen,  Yorbereltnngs- Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  fQr  das  Bii^ährlg- Frel- 
wiUige-  nnd  Ofllziers-Examen  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  vmd 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese.  Schritt  für  Scliritt  gelSste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfnngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  fftr  den  Schol- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Eriemung  des  praktischen  Teils  der  mathematiachei: 
Disdplinen  —  zum  Auflösen  ven  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
abrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  m  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  fCkr  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MtUtirs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  nnd  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfis- 
sweigen  verkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  nnd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  nnd  weiteren  Ferscfanngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  nnd  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfaaser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigvnic 
thnnlirhst  berücksichtigt. 
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An^be  1S3.    Wie  lange  iet  die  Sehne 
mit  Abstand  a  vom  Kreismittelpunkte?  Auflösung.  Durch  Umkehrung  des  vorigen 


ErU.  250.    Da: 


Ergebnisses  entsteht: 


so  wird:  =  2  ^/(r  +  a)  (r  —  a). 

also: 

(2a)«  =  4a2  =  cP  —  ««,    ««  =  d2  —  4a«. 


Aufgabe  164.    Man  beweise  algebraisch 
den  Säte  10  des  IV  Teües,  dass  die  kör-        Auflösung.     In   dem  Ausdruck  für  die 
zeste  Sehne  durch  einen  Punkt  P  die  auf  L^n^e  der  Sehne: 

dem  Durchmesser  senkrechte  ist.  "  «  ,/z5 z 

»  =:  2  V  r*  —  a« 

V  VI    aei      w      ri-«  --j      «         ^^'d  der  kleinste  Wert  erreicht,  wenn 

weÄSahfuTabÄr^^^^^  f-  Minuend  a«  im  Radikanden  seinen  gross- 

wächst.  Da  aber  der  Mmuend  r»  konstant  ist,  ^«^  Wert  erreicht  Dieser  grdsste  Wert  ist 
80  kann  nur  durch  Veränderung  des  Subtrahenden  *^er  der  Abstand  von  M  nach  P,  also  muss 
die  Differenz  sich  ändern.  iür  die  längste  Sehne  MP  der  Abstand  sein, 

d.  h.  die  Sehne  senkrecht  MP. 


b)  Ungelöste  Aufgaben. 

Aui^abe  166.     Man  bilde  Seitengrössen 
weiterer   rechtwinkliger   Dreiecke    aus    16,        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
63,  66.  gäbe  ist   analog    der  Auflösung    der  Auf- 

gabe 141. 

Aui^abe  166.    Welche  Hypotenuse  hat 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  Katheten  48        Andentnng.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
und  55?  gäbe  ist   analog    der  Auflösung    der  Auf- 

gabe 142. 


An^be  167.     Welche   zweite  Kathete 
hat  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  Hypo-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
tennse  89,  Kathete  39?  gäbe   ist   ansdog    der  Auflösung    der   Auf- 

gabe 143. 


Au^abe  168.    Man  berechne  b  in  einem 
spitzwinkligen  Dreieck  mit  a  =  51,  c  =  41,        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
^o  =  42,  qa  =  9.  gäbe   ist   ansdog    der  Auflösung    der  Auf- 

gabe 144. 


Aufgabe  159.    Man  berechne  h  in  einem 
stumpfwinkligen  Dreieck  mit  a  =  15,  c  =  41,        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Pc  =  9,724;  qe  =  50,724.  gäbe  ist    analog    der  Auflösung    der  Auf- 

gabe 145. 


Aufgabe  160.     Welche    Winkelgattung 
erhält   ein  Dreieck  mit   a  =  61 ,    2^  =  60,        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
c  erst  10,  dann  11,  dann  12?  gäbe  ist    analog    der  Auflösung    der  Auf- 

gabe 146. 
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Aufgabe  161.     Welche   Winkelgattong 
hat    ein   Dreieck    mit    a  =  11,    fe  =  17, 

(*  =  39;     a  =  47,     i>  =  46,     c  =  43;        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
a  =  8,8,    6  =  10,5,    c  =  13,7?  gäbe   ist    analog    äßr  Auflösung    der  Auf- 

gaben 147  und  148. 

Aufigabe  162.     Welche    Höhe   hat    ein 
rechtwinkliges    Dreieck    mit    Hypotenusen-        Andeutnng.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
abschnitten  16  und  81?  gäbe   ist   analog    der  Auflösung   der  Auf- 

gabe 150. 

Aui^be  168.  In  einem  Kreise  von  12  cm 
Radius  wird  im  Mittelpunkt  D  des  Radius  MC        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
die  senkrechte  Sehne  AB  errichtet.     Wie  gäbe  ist   analog   der  Auflösung   der  Auf- 
lange  werden  die  Sehnen  AB  und  AC?  gaben  150  und  151. 

Angabe  164.    Man  beweise  algebraisch 
die  Sätze  9  des  IV.  Teiles.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe ist   aniQog   der  Auflösung   der  Auf- 
gaben 152  und  154. 


Aufgabe  166.    Man  bestätige,  dass  der 
Durchmesser  ^e  grösstmögliche  Sehne  ist.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe ist   analog    der  Auflösung   der   Auf- 
gaben 152  und  154. 


Aui^abe  166.    Wie  gross  ist  der  Radius 
und  die  Projektion  der  Sehne  in  einem  Kreise,        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
in welchem  eine  Sehne  von  der  Länge  8  =  20  gäbe  ist   aniQog    der  Auflösung   der    Auf- 
den  Abstand  a  =  3  vom  Mittelpunkt  hat.  gaben  152  und  153. 

Aufgabe  167.  Wie  gross  ist  der  Durch- 
messer  und   die  Projektion  der  Sehne    in 

einem  Kreise,    in  welchem  eine  Sehne  im        ^   ^    j.  -r..     a«.  j»  »^ 

Abstand  a  =  6  vom  Mittelpunkt  die  Länge  1        Andeutung.    Die  Auflosung  di^er  Auf- 
]ji^|.p  gäbe   ist   analog    der  Auflösung    der   Auf- 

gaben 152  und  153. 

Aufgabe  168.   Warum  ist  es  yorteilhaft, 
in  Aufgabe  152  den  Ausdruck: 

V<i2  — «2,  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
dagegen in  Aufgabe  153  den  Ausdruck:  gäbe   ist    analog    der  Auflösung    der   Auf- 

y/,.2  —  a«  gäbe  154. 
zu  verwenden? 

5)   Aufgraben  über  Berechnung  von  Dreieckselementen. 

(Zu  Abschnitt  5). 

a)  Gelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  169.     Man  berechne  die  Ele- 
mente eines  rechtwinkligen  Dreiecks,   von        Auflösung.  Nach  Antwort  der  Frage  43,1) 
welchem  gegeben  sind  die  beiden  Katheten  hat  man: 
a  =  60,  5  =  91.  ^  _  /äqidi  =r  109, 
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Erkl.  262.  a«        8600 


V608-I-912  =  V3600+8281  =  1/II88I  =  109 

188 :  20 
81 


p 

— 

c 

— ' 

109  " 

=  dd,Ud, 

9 

= 

68 

c 

= 

c—p  = 

=  75,97, 

F 

= 

= 

30-91 

=  2780, 

^ 

= 

2F 

5460 

—  50  09 

c 

109 

Au^be  170.  Desgleichen,  wenn  gegeben 
sind  a  =  60,  c  =  109.  Auflösung.  Nach  Antwort  der  Frage  43, 2) 

ist:  

feM>  252a.       6  =  1/^3:^  =  91, 

/IO92  —  602  =  i/(i09  ^  60)  (109  —  60)  1.        «   x        5460        ^^  ^ 

=  Vl69.49  =  18.7  =  9L  c  109 

1)  =  -^  =  88,08, 
g  =  75,97, 
F  =  4-Ä  =  ^  =  2780. 


Aui^abe  171.   Desgleichen,  wenn  gegeben 

sind  a  =  7,2,  h  =  4,825.  Auflösung.  Nach  Antwort  derFrage43, 3) 

wird: 

Erkl.  258.  P  ==  l^a«  — Ä«  =  1^51,84  —  23,28 

V^fi^  =  6,34  =  V^fi^  =  5,84, 

35:10  j  ___         g-A         _         7,2-4,826 

5g  ""    \/a2  —  Ä«    ""    /7,28  — 4,825« 

47:11  ,  84,74  _,, 

Sind  einige  Grössen  berechnet,    so  wählt  —   5^34   —  "»^» 

man  fttr  die  übrigen  die  bequemste  Bechnnngs-  l        ei  qi 

fomel.  c=^  = -1^  =  9.7, 

g  =  c— i?  =  4,86, 

cÄ  _  a.6  _  46,8  _ 


Au^be  172.  Desgleichen,  wenn  gegeben 
sind  a  =  120,  p  =  100.  Auflösung.  Nach  Antwort  der  Frage  43, 4) 

entsteht: 

a«         14400 
c  =  —  =     ,„     =  144, 
Erkl.  254.  i' 100      ^  ^ 

^iSTZ]^  =  V(a+i>)(a-i>)  Ä  =  "v/a«-ii2  =  1/220-20  =  20  l/ll 

=  l/(120  + 100)  (120  — 100)  =  eefiS2, 

=  1/220.20=  1/20.11.20  g  = -^  = -^^  =  44  =  c-i>, 

=  20  1/n  =  20.8,3166  =  66,882.  ^  ^  .^^^-^  ^  ^^gj^^j  ^  2^  ^jj 

^^^Q  * =  79,698, 

|/c2  -a2  =  1/(144  +  120)  (144-120)  1,  --  ^  -  i*  _  96548  __  ^__^. 

=  1/264.24=1/24.24.11  2    ""•    2    '^       2       —  *275,9. 


=  24  .  Vll  =  24.8,8166  =  79,.598. 
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Aufgabe  173.  Desgleichen,  wenn  gegeben 
sind  Ä  =  6,  ^  =  3.  Auflöiung.  Nach  Antwort  der  Frage  43, 5) 

wird: 

Ä2         36 


a  =  yW+p^  =  Y46  =  6,71, 
h  =  VW+^  =  v'lÖÖ  =  18,42. 


Angabe  174.  Desgleichen,  wenn  gegeben 
sind  jp  =  10,  q  =  2,5. 


Erkl.  256.    Man  könnte  auch  rechnen: 


h  =  l/c2  —  a«  =  V(c  +  a){C'-  a) 
=  /23,68.1,32  =  |/3r,2676  =  6,5908. 


Auflösung.  Nach  Antwort  der  Frage  43, 6) 
wird:  __ 

h  =  Vp^  =  \^25  =  5, 
c=P  +  q=  12,5, 

a  =  V7^  =  VT25  =  11,18, 
h  =z  YY^  =  \/l2,5.2,5 
=  /26. 25.0,06;=  2,5  VT^  6,690, 


Aui^be  176.  Desgleichen,  wenn  gegeben 
sind  a  =  6,  q  =  7,6. 


Auflösung.    Da  b^  =  c*q,  also: 


6« 


Erkl.  256.    Ebenso  wie: 

h2^±(q  +  yq2+4a^\ 

erhält  man  symmetrisch  auch: 

a^  =  f  (p+Z^H^^ft«), 

indem  p  and  q  vertauscht  werden.  Das  negative 
Zeichen  der  Wurzel  hat  für  das  rechtwinklige 
Dreieck  keine  praktische  Bedentang.  Man  er- 
kennt leicht,  dass  das  nebenstehend  berechnete 
Dreieck  dasselbe  ist,  wie  in  Aufgabe  169. 


c  =  —  und  c  =  Va2-FP 

ist,  so  besteht  einefqaadratische  Gleichnng 
für  by  wenn  man  setzt: 


also: 


d«  / 


=  ±(q+Y^+l^, 

oder  in  Ziffern: 

62  z=  3,8  (7,6  +  \/7,6«  +  4.36) 
=  3,8  (7,6 +  14,2)  =  82.8, 
also  6  =  9,1.    Dann  wird: 
6«  _  82,8 
g   ~    7,6 
und  endlich: 

g  =  c  --3  =  3,3^ 

h  ==  y/Jl  =  1/25  =  5, 

F=-^  =  27,3. 


=  10,9; 
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Aui^be  176.  Desgleichen,  wenn  gegeben 
sind  (?  ==  13,  Ä  =  6.  Auflösung.     Man  kennt  pq  =:  h^  und 

jp-|-g  =  c,  kann  also  p  und  q  berechnen 
Erkl.  257.  In  so  einfachen  Fällen,  wie  der  als  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung: 


Torliegende,  kann  man  auch  unschwer  erraten, 


a?2  — c»  +  Ä«  =  0, 


dasB  0  =  13  =  9+4.   K^  =  86^=  9.4.^^0  ^^,^  ^  =  9,  ^  =  4.    Sodarm  ist: 


p  und  q  gleich  9  und  4  sind. 

vollständig  symmetrisch,  ob  |)  =  9,  g  =  4  oder 

p  =  4,  g  =  9  gesetzt  wird. 


a  =  /ä2+^2  =  >/ll7  =  10,85 
h  z=  i/ä«  +  g«  =  \/52  =  7,21, 

a-6  __  _c^         78 

■2~""2" 


F  = 


=  -^  =  39. 


Aufgabe  177.  Desgleichen,  wenn  gegeben 
i?'=:39,  c=  13. 

ErkL  258.  Dasselbe  wäre  die  Aufgabe  mit 
gegebenen  Stttcken  JF*  und  h,  wodarch  c,  oder 
F  und  a,  wodarch  5,  oder  F  und  b,  wodurch 
a  sofort  gefanden  wäre. 


c^ 


Auflösung.    Aus  F=-7r-  folgt  sofort 


2F 


2.89        . 
=  -33- =  6, 


wodurch  die  vorige  Aufgabe  hergestellt  ist 
mit  c  und  h  als  gegebenen  Stücken. 


Aufgabe  178.  Welches  sind  die  sämt- 
lichen möglichen  Aufgabengruppen  aus  den 
7  Stücken  abchpqF^  und  wie  sind  sie  in 
den  Aufgaben  169  bis  177  vertreten? 


ah 
ac 
ah 
ap 
aq 


169 
170 
171 
172 
175 


6c  :  170 
hh  :  171 
hp  :  175 
bq  :  172 
hF:  177 


Auflösung.  Aus  den  7  Stücken  abchpqF 
kann  man  folgende  21  Gruppen  zu  dreien 
bUden: 

hp  :  173        pg  :  174        gF:  — 

hq  :  173        pF:-- 

hF:  177 


oh  : 
cp  : 
cg  : 
cF: 


176 
174 
174 
177 


aF:  177 


Erkl.  259.  Die  einzig  nicht  gelösten  Grup- 
pen pF  oder  qF  lassen  sich  nicht  mittels  qua- 
dratischer Gleichungen  lösen,  sondern  führen 
auf  Gleichungen  dntten  Grades  ftLr  a,  5,  c,  h 
bezw.  g  oder  p,  sind  also  nicht  elementar  lösbar. 


Aufgabe  179.  Man  berechne  die  Elemente 
eines  schiefwinkligen  Dreiecks,  wenn  gegeben 
sind  die  drei  Seiten  a  =  51,  ft  =  52,  c  =  53. 


Erkl.  260.  Man  überzengt  sich  zunächst, 
SS  das  Dreieck  ein  spitzwinkliges  ist,  also 
überall  gleiche  Zeichen  eintreten.  Sodann  sind 
die  Formeln  für  p  und  g  in  der  Art  übersichtlich, 

1)  dass  im  Nenner  die  Seite  steht,  deren 
Absdinitt  gesucht  wird,  und 

2)  dass  im  Zähler  negativ  nur  diejenige  Seite 
steht,  welcher  der  gesuchte  Abschnitt  nicht 
anstösst,  d.  h.  deren  Projektion  nicht  gesucht 
wird. 


Auflösung.  Nach  dem  allgemeinen  pythar 
goreischen  Lehrsatz  erhält  man  [siehe  Ant- 
wort der  Frage  44,  1)]: 


gc  = 


qa  = 


2~c  ' 


2c 
c«  +  a2  - 


6« 


2a 


Pb- 


Pc 


a2  +  d2__c2  a2  +  &«  — c2 

^'  = 26 '^-  = 2^ • 

Demnach  wird: 

2496       o.._  2919  __. 

2706        „,^„  2496        „. 


102 


104 
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Pc 


2706 


106 


=  25,53; 


qc=z 


106 


=  27,47. 


Erkl.  261.    Es  ist  stets  ratsam,  die  Berech-  ^j  j,  ,,  ... 

nung  der  Grössen  nach  einer  gleichmässigen  Un«  hieraus  wird  dann:  

Methode  für  alle  drei  entsprechenden  durchzn-  Äa  =  l/6*—pa2  =  l/c2—öa*  =  i/ 2106  =  46,89 

fahren,  um  nachträglich  an  andern  Sätzen  Prü-  /— , .  '   ' 

fang  bezw.  Bestätigung    des    gefundenen    zu  *&  =  v  c« — pb^  =zya^^qh^=:y  2026  =  45, 

erhalten,  z.  B.  a  <  b  <  c,  folglich  Äa  >  Äft  >  Äc  ke  =  Va^—pe^  =  ^/pIIXs  =  "/l949'=  44,15, 
und  anderes.  .  i. 

F  =  ^  =  1170. 

Andere  Bechnungsweisen  für  die  p  und  9 
wären  die  Gleichheiten  des  Satzes  11: 
cqc  =  hpbt  aqa  =  cpe,  bqb  =  apa] 
für  die  Höhen  auch  der  Satz: 
1.1,1 

ha       n>b       he 


a:b:c  = 


Aufgabe  180.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind  a  =  51,  b  =  52,  qb  =  24. 

Figur  76. 


Auflösung.    Man  hat  zunächst: 


Erkl.  262«  Die  nebenstehende  Aufgabe  ist 
ein  treffliches  Beispiel  dafür,  wie  eine  zweifache 
Lösung  durch  Konstruktion  bei  algebraischer 
Ausredmung  durch  das  verschiedene  Vor- 
zeichen daigestellt  wird.  Trägt  man  nämlich 
die  Projektion  qb  vom  Punkte  C  nach  innen 
ab,  als  CE^,  so  liefert  die  Höhe  E^Bi  das 
spitzwinklige  Dreieck  ÄB^C^  trägt  man  aber 
die  Projektion  qb  vom  Punkte  C  nach  aussen 
ab,  als  CE^,  so  liefert  die  Höhe  E^B^,  das 
stumpfwinklige  Dreieck  AB^C.  Denn  die  kon- 
stante Länge  a  =  51  muss  von  C  ausgehen, 
wird  also  mittels  Kreisbogen  um  C  abgetragen 
entweder  nach  h^  oder  nach  h^.  Im  ersten  Falle 
wird  y  spitz,  im  andern  Falle  wird  y  stumpf. 


c2  =  a^  +  b2±2bqb  =  \/5305  +  2496. 
Also  ist  das  c^  gegenüber  einem  spitzen 
Winkel  y  gleich  1^2809  =  53,    dagegen 
das  ^2  gegenüber  einem  stumpfen  Winkel  j» 

gleich  \/7801  =  88,32.  Dann  kennt  man 
alle  drei  Seiten,  und  die  Aufgabe  ist  auf  die 
vorige  zurückgeführt  Man  erhält  also  für 
AB^C  dieselben  Werte  wie  oben  in  Auf- 
gabe 179,  dagegen  für  AB^C: 
gfr  =  24,  |)ft  =  6-f-gfc  =  76;  Äo  =  45,89,  Äi,  =  45 

und 

i>«  =  24,47,  F=  1170. 

Dagegen  abweichend: 

6  52-76        ^.^^ 

^^  =  T^*= -88:32-  =  ^'^^' 
also: 

jPc  =:  c  —  Je  =  43,58,  qa-=  a-\-pa='  75,47. 
Weiter  wird  gefunden: 

ha^hb.b.a,  Äc--^_-gp2-  =  26,5. 

Dass  nämlich  die  Ausdrücke  ha  nnd  pa 
für  AB iC  und  AB^C  dieselben  sein  mässen, 
folgt  aus  der  Gleichheit  der  Winkel: 

B^O  E^  =  B^CE^, 
Dadurch  wird  dann  auch  der  Winkel: 

(&^aX  =  1800-y,  =  y,, 

also: 

A  {bhaPa\  ^  A  {<^haPa)t» 


KB.  In  Fig.  76  ist  die  Klammer  fttri>8  =  76 
irrtümlich  bis  C*  statt  nur  bis  E^  gezogen. 
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Aui^abe  181.  Desgldchen,  wenn  gegeben 
sind  a  =  51,  &  =  52,  A»  =  45.  Auflösung.    Man  findet  zuerst: 

qt  =  V^a«  — Äft2=  YW6  =  l/l6^=  4-6  =  24, 
dann  zweierlei  pb,  entweder  h  —  qt  oder 
h-]-qb,  und  hat  so  dieselben  Grössen,  wie 
in  voriger  Aufgabe. 


Aui^abe  182.  Desgleichen,  weun  gegeben 
sind  a  =  51,  Pb  =  76,  qi  =  24.  Auflösung.    Es  wird  b  entweder: 

pb'{-qb  =  100  oder  pb  —  qb  =  62. 
ErkL  268.    Dass  in  dem  Dreieck  AB^C  Man  hat  also  wieder  dieselben  Stücke  wie 
der  Winkel  ß' =  AB^C    ein    spitzer  sein  in  Aufgabe   180,   und  zwei  Lösungen:   mit 
muss,  geht  daraus  herror,  dass :  spitzem  oder  stumpfem  Winkel  y.  Die  erstere 

a2  +  c«  =  612+88,322  =  2601+7800  =  10401,  ist  AAB^C  in  Figur  76,   die  andere  ist 
also  grösser  ist  als  5«  =  100^  =  10000.  das  daselbst  angedeutete  Dreieck ^J^s^  ^^' 

a*  =  B,C'  =  B,C  =  61,   V  =  AC  =  100, 
cz=  AB^=z  88,82. 


Angabe  188.  Desgleichen,  wenn  gegeben 
sind  hb  =  45,  pb  =  76,  qb  =  24.  Auflösung.    Wieder  erhält  ipan: 

a  =  Yh^  -h  3*  =  61,  c  =  \/Ä2+i?i  =  88,82, 

b=p  +  q, 
also  entweder  6  =  52  oder  5'  =  100,  wie 
in  Figur  76  und  den  vorigen  Aufgaben. 


Aufgabe  184.  Desgleichen,  wenn  gegeben 
sind  b  =  b2j  c  =  58,  qb  =  24.  Auflösung.   Nach  dem  allgemeinen  pytha- 

goreischen Lehrsatz    wird   unmittelbar  ge- 
funden: 

Erkl.  264.     Diese  Aufgabe   unterscheidet  ^2  ::=  ^2  ^  2)2  qi  2  b  qb, 

jäe;"Lf  Äwy8S^^^nr6  K  'il  also  die  darin  unbekannte  Grösse: 
Projektion    von    deren   einer  auf  die  andere,        a  =  \/c2— 6«  +  26gft  =  l/l05  +  2496. 
währ^d  in  der  vorliegenden  Aufgabe  gegeben  ^^^  j^^nn  also  nur  die  eine  Lösung  mit 
smd  die  zwei  Seiten  h  und  c  und  die  Projektion     ,    .     ^^„  ix7„«««i     «i„^   ^u        :«  a^  «n 
der  dritten  Seite  a  auf  die  eine  der  beiden  ge-  +  ^°.  ^«^  ^^^?^'  ^'^  °^^  "  "^/"^ 3: 
gebenen.  gememen    Formel    gebrauchen,    und    erhält 

a  =  \/2601  =  51,   also    das   in  Figur   76 
und  Aufgabe  179  behandelte  Dreieck. 


Aufgabe  186.  Desgleichen,  wenn  gegeben 
sind  o  =  51,  c  =  88,82,  qb  =  24.  Auflösung.    Man  benutzt  die  allgemeine 

Formel,  wie  oben: 

Erkl.  266.    Die  Konstruktion  zeigt  leicht,  ^       c^  =  a^  +  bi  +  2hqb, 

dass  zweierlei  Dreiecke  entstehen  können.  Wenn  worin  b  allem  unbekannt  ist.    Man   erhalt 

bei  der  Kechnuug,  wie  nebenstehend,  die  Vor-  also  die  quadratische  Gleichung  für  b; 
zeichen  so  verschieden  sind,  dass  negative  Werte  ^»2  +  2  6gt  +  (a2  —  c2)  =  0, 

für  Seitenstrecken  entstehen,  so  werden  diese  also:  

wegjg:elas8en,  weil  sie  zwar  den  ziffermässigen  b  =  +  g*  +  \/g:62  _  (a2  —  c«) 

Bedingungen  der  Gleichung  entsprechen,  nicht       j  j„  Ziffern* 

aber  den  thatsächlichen  Verhältnissen,  welche  [ 

durch  dieselbe  Gleichung  ihren  Ausdruck  6  =  +  24  +  v/242  — 612  +  88,822  = +24+76, 

also  fe  =  —  24  +  76  =  52  oder  b*  =  100. 
Dies  sind  wieder  die  in  Figur  76  und  Auf- 
gabe 182  behandelten  beiden  Dreiecke. 


finden. 
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F^^  Anfgabe  186.  Desgleichen,  wenn  gegeben 

sind  eine  Seite  and  die  beiden  andern  Höhen.        Aafl6sang.    Ist  gegeben  c,  ha,  A»,  so 

kann  man  zunächst  berechnen: 


pt  =  \/c2  —  Äft«  und  qa  =  V^c«  —  W. 
Femer  erhält  man  für  die  Strecken  a  und  6 

die  Gleichong  aht  =  bht,   also   ft  =  -jt-: 
und  endlich  kann  man  setzen: 

62  =  Äa«  +i)««  =  Ä«3  +  (a  -  ga)2. 

Setzt  man  hierin  für  b  den  Wert  von  zavor, 
so  hat  man  eine  quadratische  Gleichung  für  a: 

Also: 

Ist  hieraus  die  Strecke  a  bestimmt,  so  kennt 

man  auch  b  =  —r^ ,  also  alle  Stücke  de« 

Dreiecks. 

Erkl.  266.    Die  Lösung  der  nebenstehenden  quadratischen  Gleichung  wird  gefunden  aas  der 
umgeformten  Gleichung: 


oder  da  c«  =  ä««  +  qa^ 

and  mit  Zeichenänderung  im  Nenner: 


Die  beiderlei  Yorzeichen  geben  wieder  die  beiderlei  Lösungen,  da  man  aus  c,  A«,  hh  aach 
zweierlei  Dreiecke  konstruieren  kann. 


Aufgabe  187.    Man  berechne  die  Höhen 
eines  Dreiecks  mit  den  Seiten  a  =  51,  6  =  52,        Auflösung.      Zur   Auflösung    nach   der 
c  =  53  unmittelbar  aus  den  Seiten.  Formel : 


ha  =  —  V^  iß  —  a)  (fi  —  h)  {8  —  c) 
bildet  man: 

Erkl.  267.    Wird  nur  eine  einzelne  Höhe,  6  =    52 

z.  B.  ^2»  gesucht,  dann  kann  man  kürzer  rechnen:  ^  _    53 

..==A.V78:2r2T:25  =  V^^?|I^  a  +  5  +  c  =2T^1^ 

=  /8. 3-9. 25  =  3.3.5  =  45.  2 »  —    ^^ 

s  —  a  =  27 
s  — 6  =  26 
s—  c  =    25 


V'fi(«  — a)  («  —  «>)  (v  —  c)  =/78-27.26.25  =  1/3. 26.3. 926. 25  =  326.3.5  =  26-45, 
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Also: 

Ä«=:  —.26.46  =  -^.26.46  =  45,88, 
a  51  ' 

hb=  I-.26.45  =  -^.26-45  =  45, 

Erkl.268.  Nach  der  Formel  ohne  dieOrOsse  o  2 

s,  in  der  a,  h  und  c  beibehalten  werden,  entsteht  he  =  — 26.45  =  -^^•26.45  =:  44,15. 

ein  wenig  umständlicher:  ^  ^^ 

**  =iv'(^+HMH^ä+y+c)(a-6  +  c)(a  +  6~c)  =  -^.  1/156.54.52.50 

~"2^'  1/3.626. 9. 62. 2. 26  =  ^^^8.2.3.9.225  =  1/839. 25  =  3.35  =  45. 

Bei  der  Bechnung  mit  der  Grösse  s  erhält 
man  also  gerade  nur  halb  so  grosse  Zahlen  und 
dadurch  einfachere  Bechnung.  ' 


Aufgabe  188.    Man  berechne  die  Fläche 
eines  Dreiecks  mit  den  Seiten  a  =  13,  b  ==  14,        AufKtoung.    Um  zu  büden: 
r  =  15  unmittelbar  aus  den  drei  Seiten.  ^ 


F  =  l/s  («  —  a)  {8  —  b)  («  —  c) 

setzt  man: 

a=  13 
6  =  14 
c  =  15 


28 

^ 

42 

8 

= 

21 

8 

—  a 

= 

8 

S- 

-6 

= 

7 

S- 

—  c 

= 

6 

12 


Erkl.  269.    Die  Bechnung  ohne  8  liefert: 

a  +  6  +  c  =  42 

—  a  +  64-c  =  16  F=z  Vs (8  —  a)  («  —  h) {8  —  c) 

a--6  +  c  =  14  =  1/3^7. 24. 7. 2. 3  =  22. 3. 7  =  84. 

g  -^-  5  -.  c  =  12 

P=\  /(a  +  &  +  (;y(=a  +  6  +  c)(a-6  +  c)(a-|-6  — c)  =  -i- 1/4^.1605^ 

=  4-V^3.14.16.14.3.4  =  1/8. 14. 14.3. 4  =  3.14.2  =  84. 
4 

Aufgabe  189.    Man  berechne  die  Radien 
der  vier  Bertihrungskreise  des  in  voriger        Auflösung.    Da  man  hat: 
Aufgabe  gegebenen  Dreiecks.  ^  ^ 

Erkl.  270.   Man  bestätigt  leicht  die  übrigen  .  , , 

Beziehungen,  in  Antwort  der  Frage  47  und  ®®  Wirü: 

Erkl.  113  z.B.:  84        .  84        ,^^ 

j_      _i_      ^__1_      j_      j_  e«=^  =  4,   pa  =  — =.10,6, 

,a+  e^  +  ec  -  10,6  +  12  +  14  ^,^^^12,^^^^^14. 

_  8  +  7  +  6  _^_J:__J_  ^  ö 

""         84         "~  84  ""  4  "  ^^^ 
und  die  übrigen.  


Aufgabe  190.  Man  soll  mittels  der  in 
Antwort  der  Frage  47  und  Erkl.  113  auf- 
geführten Beziehungen  nachweisen,  dass  zwi- 
schen den  Seiten,  Höhen  und  Berührungs- 
radien und  mit  dem  Flächeninhalt  folgende 
Formeln  bestehen: 
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1)  QaQbQc _ 

2)  gpg^P«^  -_     g^ 

3)(A<.  +  Ä»+M(-^  +  ^  +  i)  =  («  +  «.+  <^)(|  +  |  +  |> 

^     hbhc  "^  ÄcÄa    *"  ÄoÄi   ""    a«   "^   ft«    "•"    C2  ' 


5)  JF  = 

6)  F  = 


gggfcgc 


VQaQb  -JrQbQe  +  QeQa 
QoQbQe 


VQbQe  —  QoiQb+Qe)' 
1)  F—      — -^^ 


y    Kha'^  hh'^  hc)\       ha^  hh^  hc)\ha  Ä6~^ÄcJVÄ«  +  Ä*        VJ 

Erkl.  271.    Es  können  die  Werte  im  Nenner 
der  Formel  2)  mit  ihren  entsprechenden  einzeln        AuflSsang.     Die  Blchtigkeit  der  in  der 

zusammengestellt  werden  in  der  symmetrischen  Aufgabe   vorgeführten  Formeln   kann  nuuii 

^^^''  wie  folgt,  darthun. 
QbQc  —  Po  (JUb  +  Qc)  =  (8—  a)2 

QeQa  —  QoiQc+Qa)  =  (s  —  h)^  A.  Beweis  der  Formeln  1)  und  2). 

QaQb  —  Qo  {Qo  +  Qb)  =  («  —  c)2  Nach  Erkl,  113  ist; 

CyklSvTrtÄV^^^^^^  Pa,.,c  =  .«.,o    mid   QaQb  +  QbQc  +  QC.^  s^. 

Äetel  d^  Äe^  «l«o  ^^  Formel  1)  durch  Division  unmittelbar 

tauschung   nur   immer  wieder  derselbe  Wert  ^u  erhalten. 

entsteht:  Femer  ist  nach  Erkl.  113: 

QaQb  +  QbQe+  QeQa  =  QoQbQc  =  F(a  —  a) 

Qb  Qe  -\-QeQa  +  QaQb  =  Und 

Qe  Qa  +  QaQb  +  QbQc*  QbQc  =  «  («  —  o),  Q^Qb  =  («  —  «)  («  —  <?)i 

PoPc=  (»--a)(«— 6). 

also  wird  der  Nenner  in  Formel  2)  zn: 
«(«  — a)  — (»  — a)(8  — c)  — (s  — a)(«— 6)  =  (s  — a)(«  — «  +  c  -  «  +  6)  =  («  — a)(6+c-.*?) 

Nun  ist: 

6  -f-  c  +  a  =  2s,  also  6  +  c  =  2«  —  o, 
und  obiger  Nenner  wird: 

(8  —  a)  (28  —  a  —  8)  =  (s^  a)«. 
Daher  ist: 

QoQbQc F{8  —  a)  _     F 

Krkl.  272.    Wie  in  Erkl.  271   die  Nenner    ^^^^  —  ^^^^  —  ^^^^  («  — a)«    ""  s-a' 

der  Formel  2)  in  dreifacher  Gestalt  auftreten,       ^  ^      .  ^  ^      ^^^  ^^^    ^ 
erhält  man  auch  die  drei  symmetrischen  Formeln:  «i.  «oi    »  «u  *      ^z«. 

__  Po^ftPc  ^*  Bewöis  der  Formeln  3)  und  4). 

^^  ~~  QbQc  —  Qo  (Qb  +  Qc)  *  Man  hat  nach  Antwort  der  Frage  47  die 

^,  ■_  QoQcQa ^erte:    ^  „  ^ 

^6  — 7 ^ T»  2  2  2 

Qc  Qa  -  (»0  (Qc  +  Qa)  ha=-  Q^8,   Äfc  =  -f  Q^8,    he  =  -  Q^S; 
QoQaQb                                             ,  .   /  ^ 

^<?  =  -tt: — ^t: — r-TT-  also  wird 


QaQb-QoiQa  +  Qb)' 


ha  +  hb  +  he  =  2eo-«(-J-  +  y  +  7). 

Femer  ist  aber  nach  Antwort  der  Frage  47 
auch: 

Aa  ^  Ä6  ^  Ä,,    -    (>/ 
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also  entsteht  durch  Multiplikation: 

Wird  aus  denselben  Werten  von  ha^  hh,  K 
der  Ausdruck  in  Formel  4)  gebildet,  so  ent- 
steht: 

Erkl.  278«    Zu  der  Formel  3)  lassen  sich  ;^2  = /"A^^^Y^  Jl_.(2^.«)2j 

unsdiwer  Omppen  mit  cyklischer  Yertauschung  \  <>       /         ^' 

bilden,  nämlich:  und 

(1        1       1\     folglich  durch  Division: 
T  +  y+T>  ;^  ^  1  .  1  ^  &c 

Äa" ""  Äft  "^  äTJ  ■"  Ebenso  erhält  man  die  beiden  andern  Posten 


(— ^  +  c)(l  +  |  +  l) 


in  Formel  4). 


/  \        l        IX  C"  Beweis  der  Formeln  5)  und  6). 

(Aa  +  Äfc  +  Äc)^^  +  -^  — ^j  =  Nach  dem  Beweis  A  für  die  Formehi  1> 


(1        1        1\         ^^^^  ^)  ^^  ^^^  Zähler  in  Formel  5)  gleich 
V  +  T  +  tJ'        ««-ßo»  der  Nenner  gleich  l/i«  =  «,  also  der 

^"  /      1        1        1\  Bruch  gleich —^  =  «-^Q.    Dies  ist  aber 

(-Ä«  +  Äi  +  Äe)(^-^  +  7^  +  ^j=  der  Wert  für  F. 

(l       1       i\  Ebenso  findet  man,   dass  der  2älhler  des 

—  •7  +  yt-yj»  Bruches  in  Formel  6)   gleich  ist  F{8  —  g), 

(1        1        1  \  dagegen  der  Nenner  gleich  V{8-af  =  8  —  0^ 

Ä^"~  Ä6~'"  äT)  *^^  entsteht  durch  Division  unmittelbar  -F, 

"  /      ^       \        ,  V  wie  in  Formel  6). 

(a-6  +  c)(~  — +  4-  +  — ), 

\     a       b       cj  £j^  Beweis  der  Formel  7). 

{-  h,  +  hb  +  hc)  l-j-  +  ^ jr)=  Unter  Benützung  der  Werte  in  Antwort 

(a  +  h  —  c)( h  —  H — i  Faktoren  im  Nenner  der  Wurzel  der  Reihe 

V»*«/  .  1111 

und  zwei  weitere  entsprechende  Gruppen  mit  ^^^^  ^®  Werte  — ,  — ,  — t  ~,  also  für  den 

je   dreimal   links    (ha  —  hb  +  he)   und    recht»  ganzen  Ausdruckenden  Wert: 

( r-  -I )  bezw.  links  (ha  +  Ä6  —  ä«  )  und  1  z 

rechts  ( [--z- 1.  1/ 

Nun  ist  nach  Erkl.  113  QoQaQbQc  =  F-F,  also 
VgoQaQbQe  =  F,    wodurch    Formel  7)    be- 

ErU.  274.     Formel  6)   tat   eine  an»  der  ^*«»«"  ^»*  (^^S^-  ^^^^  "8). 
cyklischen  Gruppe: 

^ QoQbQe _  QoQcQa  __  QoQaQb 

V QbQc  —  Co  ((fb  +  Qc)  VQcea  —  Qo  (Qc  -h  Qa)  VQaQb  —  Qo  (C«  +  Qb) 


Aufgabe  191.  Man  soll  nachweisen,  dass 
für  die  Entfernungen  e^,  ea,  e^^  ec  zwischen 
dem   Mittelpunkt    des    Umkreises    eines 

Dreiecks  und  den  vier  Mittelpunkten  der  In-  Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
und  Ankreise  mit  den  Radien  r,  ^0,  ^a)  ^6,  ^c  Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 
folgende  Beziehungen  bestehen:  wie  folgt,  darthnn: 
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1)  ^^2r=  r(r  — 2(»o),  A.  Beweis  der  Formel  1. 

2)  ea^  =  r(r  +  2Qa).    e,^  =  r  (r  +  2 q,),  Verbindet  man  in  Figur  77   die  Pankte 
«c«  =  r(r  +  Qc\  j^   ^d  0,  80  wird  OM^  =  e^.     Dann  ist 

3)  e.i  +  ea^  +  et^  +  ec^  =  12r2.  M^E±AC  gleich  ^o,  OD±ÄC  gleich  n^ 

Zieht  man  nnn  zn  if^O  dte  ParaUele  EK, 
so  ist  EK  =  MqO  =  ef^;  und  EK  ist  Hypo- 
tenuse in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  EDK, 
von    dem    die  Katheten   angebbare  Wert« 
haben.     Es  ist  nämlich  DE=CE--CD, 
Erkl.  275.     Nach  Antwort  der  Frage  66  worin  CE  als  Tangentenabschnitt  von  C  an 
des  vierten  Teiles  sind  die  Tangentenabschnitte  den  Inkreis  gleich  8  —  c,  CD  als  Seitenhälfte 
vom  Dreieckspunkt  an  den  Inkreis  gleich  der     i  .  t,  ^     i 
halben  Seitensumme  minus  Gegenseite,  die  Tan-  fiTleicn   ^ ,  also : 
gentenabschnitte    vom  Dreieckspunkt    an    den  h         a  —  c 

nicht  zugehörigen  Ankreis  gleich  halber  Seiten-  DE  =  a  —  c-^-^  =  — ^ — . 

summe  minus  der  andern  anstossenden  Seite.       pemer  ist* 

DK=  DO  —  KO  =  DO  —  M^E=nb  —  e^. 
worin  wieder  (siehe  Erkl.  276): 

,1,  =  r  +  ?^, während  n«ft  =  r2-(|J 
ist.    Nun  ist: 
e,2  =  EK^  =  DE^  +  DK''  =  ^^^:Z±y+  (nb-Qo^ 
oder: 

r2-2reo-eo*  +  ?o^*  +  ?.- 

=  — -  (s  —  c)  (s  —  a)  +  »"^  —  2»'^o  +  QoQb,  also  nach  Erkl. 277: 
=  ri^2rQ,  =  rir-2Q^), 

B.  Beweis  der  Formeln  2). 

Verbindet  man  in  Figur  77  die  Punkte 
Erkl.  275a.  Man  beachte,  dass  jedes  «  -Sfc  und  0,  so  wird  OJfc  ==  <?c.  Dann  ist 
schon  durch  zwei  Bestimmungsstücke  festgelegt  ^cFj_  CA  gleich  Qa  OD  wieder  gleich  «*. 
ist,  dass  also  nicht  etwa  r,  p^,  e^  als  drei  Be-  Zieht  man  nun  zu  McO  wieder  die  Parallele 
stimmungssttLcke  eines  Dreiecks  gelten  können.  DL,  so  ist  DL  =  McO  =  ec,  und: 
Denn  nicht  jedes  Kreispaar  mit  Badien  r  und  q^  'nj^  —  ITf^  -4-  FT* 

und  beliebigem  e^  lässt  ein  Dreieck  zu,  das  dem  ^     ^       u  u   —  ur    -^/»x». 

ersten  Kreise  ein-,  dem  zweiten  umgeschrieben  Darin  ist  aber: 

ist.    Vielmehr  ist  durch  r  und  je  eines  derp    i^r^-^/^^i^r»— .A-i./— -ä^—  ^"^^ 
oder  e  das  zugehörige  e  oder  q  bestimmt  und   ^^— ^-A-r-^^—  2'^*       '  2 

umgekehrt  r  durch  ein  einzelnes  P aar  e  und  q,  ^^^j 

FL  z='FMe  —  LMc  =  F3fc  —  PO  =  ^c  -  «*• 
Folglich  wird: 

=(^)V..-..(.+^-ii)+.-(|)' 
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_(a  +  g)^ 


52 


Qc 


,2  — 


^Qe'r  —  QoiQo  —  Qb)+ri 


Erkl.  276.    In  Erkl.  389  des  lY.  TeUs  war 
bewiesen,  dass: 

na  +  nb'j-fh  =  r  +  ^o, 
nnd 

Wa  +  WJ 


(a  +  c4-5)(a-|-c  — 6)   ,      .      .  i  r    ^ 

=      ^  4 |-ec*-2ecr  — eceo  +  ec(»6  +  »'2 

=  «(»  — 5)4-e<:(?c  — (»o  +  C»*)  — 2ecr  +  r2 

=  r2  ~  2  r  ^c  +  (>«  •  (>«  +  e«  (e«  —  ?o  +  eO 

=  r«— 2r^c  +  (»c(?a  +  p6  +  ec  — eo) 

=  r2  — 2rpc  +  ec-4r  =  r2  +  2rec  =  r(r  +  2e«). 

Ebenso    erhält   man    die    symmetriBcheD 
Formeln. 

C.   Beweis  der  Formel  3). 

Durch  Addition  der  vier  Formeln  in  1) 
und  2)  erhSlt  man: 

e^*  +  e^  +  ei,i  +  ec^=zr(r-2Q^  +  r  +  2Qa  +  r  +  2Qb  +  r  +  2Qc} 

=  r[4r  +  2(Qa  +  Qb  +  Qc-9o)] 
=  r(4r  +  2.4r)  =  r.l2r  =  12r2. 


Qo  +  Qc     „^  ,  ^   _  gp  +  g« 
2 '  ^b-f-fic  — g , 

«c-|-«a  —  2 » 

daraus  erhält  man  mittels  Subtraktion  von  der 
obem  Gleichung: 


-...^go-g^ 


«c  =  r 


2 


gp  — g^ 


gp  — gg 


Jedes  n  aber  bildet  mit  der  zugehörigen 
Seitenhälfte  und  einem  Badius  r  ein  rechtwink- 
liges Dreieck,  worin  r  Hypotenuse,  n  und  Seiten- 
hälfte Katheten  sind. 

Erkl.  277.  In  derselben  Erkl.  889  des 
IV.  Teils  ist  auch  nachgewiesen  die  Gleichheit: 
ga  +  g6  +  gc  — (»o=4r. 

Und  aus  Erkl.  113  dieses  Teiles  werden 
obenstehend  benutzt  die  Beziehungen: 

gpg&  =  («  —  «)(«  —  «) 

Qa'Qc  =  «(«  —  6). 


und 


Erkl.  278.  Aus  den  Werten  ftlr  nafibth 
kann  man  auch  Ausdrücke  fttr  die  HOhen- 
abschnitte  in  r  und  o  angeben.  Es  wird  näm- 
Uch: 

ha  =  2«o  =  2r  +  ^0  —  Po  I 
hb'  =  2nb  =  2r  +  go  —  g*  » 
he'  =  2ne  =2r  +  go  — ge. 

Da  nun  die  Grössen  q  sämtlich  in  den  drei 
Seiten  ausgedrückt  wurden,  so  kann  auch: 

r^-jiQa  +  Qh  +  Qe  —  Qo) 

aus  den  Seiten  berechnet  werden  (s.  ErkL  187) 
und  endlich  auch  die  oberen  Höhenabschnitte 
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und  Mittelsenkrechten.  Gleichzeitig  sind  durch 
Subtraktion  Tom  Werte  der  ganzen  Hohe  auch 
die  unteren  Höhenabschnitte  aus  den  Seiten 
berechenbar. 


Anfigabe  192.  Man  berechne  die  Grösse 
der  drei  Mittellinien  bei  einem  Dreieck 
mit  den  Seiten  13,  14,  15. 


Erkl.  279. 


Bildet  man  aus 
ma  =  12,9711  . . 
mt  =  12,1666  . . 
nh  =  11,2361  . . 


2 or  =  86,8727  ... 
a  =  18,1864  . . . 

or-fHa—     5,2153 
or  —  mj  =    6,0209 
er  — Wc  =    6,9503 
«0  entsteht: 

A 

f  =  y  Vff  (ff  -  w«)  (ff  -  «»)  (ff - 
A 

-m,) 

=  -|-.63  =  4.21  =84, 


wie  schon  Mher  (siehe  Aufgabe  188)  gefunden 
wurde. 


ist: 


AnflSsnng.   Nach  Antwort  der  Fra^e  49 
m.  =  1  \/2(a2+6«)-c« 
=  y  \/2  (169  +  196)  —  226 
=  Y  1/6Ö6  =  11,2361  . . . 


m*  =  -|-\/2(c2  +  a«)-5« 
=  -1  |/692  =  12,1656  •  ■ 


ma  =  -2  V2(c2H-62)-a2 

=  4-  V'eTS  =  11,9711  . . . 

Hiernach  wird  nach  Antwort  der  Frage  50  : 

,.        ,  .        678-^-692         81 

1)  »I«*  —  «*«  = 2 =  -j- 

=  -|-  (196  — 169)  =  A(62—  o«), 

o^       «^Q     «        673  4-2.692  1^57 

2)  w««+2m*«= '-g =  — j— 

=  I  (2.226  + 169)  =  j  (2c«4-  a^u 

3)  2(11^2+ w2)  —  mc«  =  I  (678  +  692)  —  -^ 

_2026_9  9    . 

=  -^  =  -.22o  =  -Ä 


Angabe  192  a.  Man  berechne  rückwärts 
Seiten  und  Flächen  eines  Dreiecks,  von  wel- 
chem gegeben  sind: 

1)  die  drei  Höhen: 

Äa=12-j|-,    Äfc  =  12,    Äc=lly, 

2)  irgend  drei  von  den  fünf  Radien: 


^0  =  4,  p«  =  10,6,  Qb  =  12,  Qc=12;  r  =  Q. 

3)  die  drei  Mittellinien: 

ma  =  11,97,   mb  =  12,17,   w«  =  11,24. 


8' 


AnflSimig.     1)  Sind  die  drei  Höhen  ge- 
80  erhält  man  nach  Erkl.  118  oder 
Aufgabe  190,  7): 

2  2  2 

wo: 


V(ä«  +  Ä6  +  ÄcK      ha'^  hb'^  hc)\h^       hb'^  hc)\ha'^  hb       h^J 
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Man  berechnet  also  zunächst: 

Äa  —  168  '    Ä6  ■"   12  ""  168  '    Äc  ""  56  ■"  108  ' 
also: 

Äa  +  Ä6  "^  Äe  "■   168'  Äa  "*"  Ä6  "*"  Äc  "■  168'    ha        Äft  "^  Ä«  ""  168'    Ä.  "^  Ä»         hc  "  168* 

Folglich  wird: 
1  _  168»  __      168«      _  1^ «.  g4  _-  i^t 

42.16*14.12  ~  1^6.7. 16. 2.7. 2. 6  ""  67. 42  ""     2     "" 


V 


168« 

Und 


a  =  A.84  =  18,  d  =  ^.84  =  14,  c  =  -^-84  =  15. 

na  nb  ne 

2)  Sind  drei  von  den  Berührungs- 
radien gegeben,  so  findet  man  sofort  den 
vierten  aus  der  Gleichung: 

Qa    '     Qb    *     Qe  Qo' 

z.  B.  oben: 

J^_  J 1 1^  —  J__  J 1    _21  — 7-~6_    8  _  84  _        1 

e«  ""  Po        ?*        9c  "  4:        12        14  "■  84  ""  84  '  ^*  "■    8    "■        2 ' 

Dagegen  hat  man,  wenn  r  und  zwei  q, 
etwa  Qa  und  ^&,  gegeben  sind,  zur  Berech- 
nung der  beiden  andern  q  die  zwei  Glei- 
chungen: 

ErkL  279  a.   Man  findet  qc  und  Qq  im  neben-  JL 1   _   1    ,     1 

stehenden   entweder   durch  unmittelbare  Zer-  p        oe  ~~  Qa       ob 

legung:  und  a    ^  — 

^,.p,  =  56  =  14.4undec-Po  =  10  =  14-4,  ^r^Qa-Qb^Qc-Qo' 

oder  als  die  beiden  Längen  der  quadratischen  l^rs«^re  gibt: 

Gleichung:  gc  —  Po  __  g»  +  ga 

X^  —  (Qc  —  Qo)^  —  Qc'Qq  =  0  Qe-Qo  Qa'Qb 

^«-10:r-56  =  0  ^^^'  ^  ga.gfr    ,,  , 

.,  =  14  =  ,c,-x,  =  4  =  ,,.  ^-^^o^-^TT^^^'-^--.^*)- 

So  wird  mit  obigen  Werten: 

21*6 
ge—  Po  =  10,   pe-Po  =  -2aifi'^^  ==  ^' 

also  Qq  =  4,  pc  =  14. 

Nun  setzt  man  nach  Erkl.  113: 


F  =  V9o9<'QbQe  =  1/4. 10,5. 12. 14  =  1/487. 6. 2-7  =  2-8.2.7  =  84. 
Femer: 

«  —       j7— »  «  —  a  —  — ]p— I 
also: 


Ebenso:  


»=*-«.>V'Si' "=''•-'•>  VIS- 

Allgemeiner:  

^_    gtf  — go   W  QaQbi^c  __    Qa  —  9o     p    ^  __    g^  ^  go   W QaQbQe  __    g»  —  go     j. 
Qa  V        go  ga  •  go  '  gfc  V         go  g*  •  go 

C  =z    gg~^go    l/gag^gg   --    gc  ~"  go     jT 
gc  V        go  gö  •  g 
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Also: 


6,5     -t/l0,5-12>14        13    Ol        ia     7.         ^     oi        i^  ^^   oi       ii; 


3)  Sind  die  drei  Mittellinien  gegeben,  so 
hat  man  zunächst,  wie  in  Erkl.  279: 

^  =  -ä-Ve(e~Wa)(e-mft)(e-mc)  =  84. 


3 
Ferner  nach  ErkL  123: 


=:|v/2(m,2  +  ^,2)-ma«  =  |y2m*2  +  2m.2-,na«^|y^5^  +  ^  +  ?^ 


=  4-/1521  =  13 


J  =  ll/iÖM+^TI^  =  |-v'2m.*  +  2m.»-».»2  =  |^^  +  ?p_^ 


=  i-/l764  =  14 


i  =  -|-/8(«<^  +  ,»»t)_^,2  =  |-;/2«,«  +  2»„«-»..«  =  |-y^?P  +  ^-^ 


=  -i- 1/2025=  16. 


b)  Ungelöste  Aufgaben. 


Aufgaben  193  bis  201.  Man  berechne 
die  Elemente  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks,  von  welchem  gegeben  sind: 


193)    a  =  6. 

h  =  3,75. 

194)     6  =  3,75, 

c  =  6,25. 

195)     h  =  8,75, 

Ä  =  8. 

196)     5  =  3,75, 

q  =  2,25. 

197)    Ä  =  3, 

q  =  2,25. 

198)    i>  =  4, 

q  =  2,25. 

199)     6  =  3,75, 

p  =  A. 

200)     c  =  6,25. 

Ä  =  8. 

201)    F=  9,375, 

c  =  6,25. 

Andentung.  Die  Auflösungen  der  Auf- 
gaben 193  bis  201  sind  analog  den  Aul- 
lösungen  der  Aufgaben  169  bis  177. 


Aufgaben  202  bis  209.  Man  berechne 
die  Elemente  eines  schiefwinkligen 
Dreiecks,  von  welchem  gegeben  sind: 

a  =  13,7,      h  =  23,3,         c  =  29,6. 

h  =  23,3,      c  =  29,6,       pb  =  26,424. 

204)  b  =  23,3,      c  =  29,6,       he  =  10,5. 

205)  h  =  23,3,    pe  =  8,8,         qe  =  20,8. 

206)  hc  =  10,5,   pc  =  8,8,        qc  =  20,8.  ^^^^^^'  3  Auflösungen  der  Auf- 
oA7\    ^  — ift7    ^.  — QQß       «  —  RQiA     ff^^bcu  202  bis  209   smd  analog   den  Auf- 

S : = i":  t = Z:  ';. = »r  ■»-«"  *"  *""*-■  •"  "■  '»«• 

209)    a  =  13,7,    Ä&  =  13,339,   hc  =  10,5. 


Angabe  210.    Man  berechne  die  Höhen 
und  den  Inhalt  des  Dreiecks  in  Aufgabe  202        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  An/- 
unmittelbar  aus  den  Seiten.  gäbe  ist   ansdog    der  Auflösung    der  Auf- 

gaben 187  und  188. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  s>  ML  1881. 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ansftthrliche  In- 

haltSYerzeichniB  der  ^^vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlang,  sowie  von 
der  Yerlagshandlung  gratis  nnd   portofrei   bezogen  werden 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgesclmitten  und  gnt  brochiert,  am  den  sofortigen  and  dauern- 
den  Gebraach  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigangen 
and  Erklftrangen  am  Schlasse  desselben. 

8).  Aaf  jedes  einzehie  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  za  dem  A.bonn0m6ntspreiaa  von  25Pfg.  pro  Heft. 

B).  Die  Beihenfblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedeateten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  endchtlich,  ohne  Jede  Bedeutung  tm 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthftlt  AUee,  was  sich  ftberhanpt  aaf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  aUe  Lehrsätze,  Formeln  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  aUe  praktischen 
Ao^gaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  angelöster  analoger  Aaf- 
gaben  and  vielen  vortrefflichen  Fignren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisohee  Lehrbuch  ffir  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  flkr  Lehrer  and  Examinatoren,  das  vonfiglichste  Lehrbucb 
lum  Selbetetudium,  dae  TortreflOlchete  Nachschlagebuoh  für  Fachleate  and 
Techniker  Jeder  Art 

8).  AUe  Baehhandlangen  nehmen  Bestellangen  entgegen. 


■^  Das  vollsttndigt 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetat  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjihrlich  erscheinen  NachtrSgo  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Draek  Ton  Oftri  Bamraeiin  Stattgar*. 
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Die  Flächen  der  geradlinigen  Figuren. 
Forts.  V.  Heft  1188.  —  Seite  129—144. 

Mit  9  Flgnren 


Vollsta^äif' gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

I       -  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

I  ^^ 

I  AiiaiM  imd  EDtfflGklnnü  der  banotzten  Sfttze,  Formeln,  Regeln  in  Frsgen  und  intiorten 

I  erl&atert  durch 

^    viele  Holzsclmitte  &  litliograpli.  Tafeln, 

aai  allen  Zweigen 

der  ReoheDkmisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  iphftriacben 

Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  hSheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 

Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 

ans  aUen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geedäsie,  Nautik, 

mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strafen-,  Elsenbahn-,  Wasser-i 

Brfleken-  u.  Hoehban's)  der  Konstmktlonslehren  als:  darsteU.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspeetiTe,  Schattenkonstraktionen  etc.  etc. 

fftr 

Scbfller,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Hilit&rs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Stndüom«  zur  Forthülflo  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wisäenschaften, 
herausgegeben  Ton 

Ifr«  Adolph  Mleyer^ 

Mafthomfttiker,  TMeldeter  kOnlgl.  pr»uM.  FeldmMsbr,  Toreldeter  groith.  heMitoher  Oeometor  I.  Klfttto 

I  in  Frankfurt  a.  M. 

i  unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kr&fte. 

I      Ebene  Eiementar-Geometrie  (Planimetrie). 

I  Fünfter  Teil. 

Q  Die  Flächen  der  geradlinigen  Figuren. 

I  Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J.  Saehs. 

I  Forts.  V.  Heft  1188.  —  Seite  129—144.  Mit  9  Figuren. 

Ij  Inhalt: 

isi       Gelöste  und  ungelöste  Aufgaben  über  Flächmi  mit  crectebetien  Wfnkelbeziehungen.  —  GeIGftto  Ycrwaodlangs- 
[|j  Aufgaben. 


1  Stutt|;art  1893. 

1  Verlag  von   Julius  Maler. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden.  ^ 


Preisgekrönt  in  Frankftirt  a,  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dietee  Werk,  welchem  kein  Uuillcbes  nir  Seite  iteht,  encheint  monatlick  tu  8— i 
Heften  n  dem  bllllir^n  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktlBchsten  Aaf gaben  ans  dem  Oesamtgeblete  der  Mathematik,  PbyAi 
Heehanlk,  math«  Geographie,  Astronomie,  des  Haschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn^ 
Brfleken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstrukÜTen  Zeichnens  etc.  etc.  and  iwar  in  TOllstlttdlg 
gelöster  Form,  mit  rtelen  Figuren,  Erklftrnngen  nebst  Angabe  and  Entwiekelmg  der 
benntiten  Sfttie, ,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lteorf 
jedermann  ▼erstftndlich  sein  kann,  beiw.  wird,  wenn  eine  grössere  Ansahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  In  Ihrer  Gesamtheit  ergftnaen  and  alsdann  aneh  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhanf^  von  ungelösten  Aofgaben  bdgegeben,  welche  der 
eigenen  Lösnng  (in  analoger  Form,  wie  die  besüglichen  gdösten  Aofgab^i)  des  Stadierendet» 
ftberlassen  bleiben,  and  mgleich  Ton  den  Herren  Lehrern  für  den  Schalanterricht  benntst 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hiersa  werden  spftter  in  besonderen  Heften  f&r  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlosse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTenoieh- 
als,  Berlehttgnngon  and  erUntemde  Erkllmngen  Aber  das  betreffende  Kapitel  xar  Aasgabe. 

Das  Werk  behandelt  sanächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwisseD 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schalen:  Realschulen  L  nnd  IL  OrdL,  gleleh 
berechtigten  höheren  Bflrgersehnlen,  PrlTatschulen,  Gymnasien,  Realgynuiaaien,  Pro> 
gymnaslen,  SehnUehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Teekniken,  BangewerksehnlOBy 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereltungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortblldnngssehnlen,  Akademien,  ünlTersltftten,  Land^  und  Forstwlssensehaftssehalen. 
MlUtftrsehulea,  Torbereltungs-Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  Eli^ftkrig-Frel- 
wUllge-  nnd  fMfliiers-Exanen,  etc. 

Die  Sebnier,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
aatarwissenschaftUchen  F&cher,  werden  durch  diese.  Sehritt  fllr  Schritt  gelöste,  Aafgaben- 
sammlung  Immerwfthrend  an  ihre  in  der  Schale  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etr. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  lum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der^ 
jenigen  Aufgaben  gesdgt,  welche  sie  bei  ihren  Prllftingen  ni  lösen  haben,  lagleich  aber  auch 
die  fiberaas  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  ▼orgefohrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Anfgabensammlong  eine  kr&ftlge  Stfitae  für  den  Schal- 
unterricht geboten  werden,  indem  sur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Dissiplinen  —  lum  Auflösen  ?on  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er* 
ftbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  toD* 
st&ndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  lu  löeon,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sfttie  etc.  ananwenden  und  praktisch  lu  Torwerten.  Lust,  Uob« 
nnd  Terstftndnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  nnd  belebt  werden. 

Den  Ingeniearen,  Architekten,  Teehnlkem  und  Fachgenossea  aller  Art,  MUltirt 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  inr  Auttrlschnng  der  erworbenen  und  vielleicht  Tergesseneii 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  sugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Berafr- 
iwelgen  yorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Torleihen  und 
somit  den  Antrieb  xu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forsehnngengebec. 

Alle  Bachhandlangen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Aof- 
gaben werden  mit  Dank  ?on  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kames 
▼erbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreifen,  nimmt  der  Verfuser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfürt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  denn  EdediguBg 
thnnUdist  berficksichtigt. 
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Anfjgabe  21L    Man  berechne  die  Beruh- 
mngsradien  desselben  Dreiecks.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe ist   analog    der  Auflösung    der  Auf- 
gabe 189. 


Aufgabe  212.  Man  bestätige  fOr  dasselbe 

Dreieck:  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

F  =  Yq^  Qa  Qb  Qe.  S^^^  i^t   aualog   der  Auflösung   der  Auf- 

gabe 190. 


Aufjgabe  213.   Man  berechne  den  Badius 
des  Umkreises  für  dasselbe  Dreieck.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe  ist   aniüog   der  Auflösung    der  Auf- 
gabe 191  und  Erkl.  278. 


Aufgabe  214.    Man  berechne  die  Mittel- 
senkrechten  und   beiderlei  Höhenabschnitte        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
desselben  Dreiecks.  gäbe   ist    analog    der  Auflösung    der  Auf- 

gabe 191  und  Erkl.  278. 


Au^be  216.    Man  berechne  die  Mittel- 
linien desselben  Dreiecks.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist    anidog    der  Auflösung    der  Auf- 
gabe 192. 


Auljgabe  215  a.     Man  soll  aus  den  in 
den    Aufgaben    210    bis    214    berechneten 

Dreieckselementenje  rückwärts  die  Seiten        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
und  Fläijhen  der  Dreiecke  wieder  berechnen,  g^be    ist    auaalog    der  Auflösung   der  Auf- 
gabe 192  a. 


.^  .DK-l- 


6)   Aufgaben  über  Flächen  nnit  gegebenen  Winkel- 
beziehungen. 

(Zu  Abschnitt  6.) 

a)  Gelöste  Aufgaben. 

Angabe  216.  Man  soll  beweisen,  dass 
die  beiden  Schenkel  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks  zwei  inhaltsgleiche  Dreiecke  bilden 
mit  jeder  Strecke,  welche  von  der  Dreiecks- 
spitze ausgehend  auf  der  Senkrechten  zur  Auflösung.  Die  Senkrechte  zur  Höhe 
Höhe  gelegen  ist.  bildet  mit  der  Höhe   selbst   einen  Winkel 

von    90^,    also    mit    den    beiden   Schenkehi 

Erkl.  2»0.    Da  die  Senkrechte  zur  Höhe  Winkel  von  90  +  -^,   welche  supplementär 
auch  parallel  ist  zur  Qrundseite,  so  haben  die  ~  2  '  ^^ 

Dreiecke  vorgenannter  Art  ausser  der  gemein-  sind.  Da  ausserdem  die  Schenkel  gleich- 
sainen  Seite  auch  gleiche  Höhe,  sind  also  inhalts-  lang  sind,  so  hat  man  Dreiecke  der  in  Ant- 
K^^<^  wort  der  Frage  51   behandelten  Art,   also 

mit  gleichem  Inhalt. 

9 
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Aufgabe  217.    Könnte  man  den  Flächen- 
inhalt   einer    Figor    auch    mit    andern    als 

parallelogrammartigen  Flächenelementen,  z.B.  Auflösung.    Man  kann  zur  Ansmessung 

mit  Kreisen  ausmessen?  eines  Flächeninhaltes    nur   solche  FlÄchen- 

elemente  verwenden,  welche  sich  nach  allen 

Erkl.  281.     Quadrat   und   Rhombus    sind  Richtungen  in  vollständiger  Berührung  an- 

solche  Figuren,  die  sich  mit  vollständiger  Be-  einander    anschliessen   lassen.     Solches  ist 

rfihrung    aneinanderlegen    lassen.     Auch    mit  bei    allen    Parallelogrammen    mit    gleichoi 

gleichseitigen  Dreiecken  oder  mit  gleichschenklig-  Winkeln  und   Seiten   der  Fall,   nicht  aber 

rechtwinkligen  lässt  sich  ein  Baum  vollständig  2.  B.   beim   Kreise.     Denn    wenn    mehrere 

ausfmien,  da  je  zwei  einander  zu  einem  Bhombus  Kreise    aneinander    angelegt    würden,    so 

bezw.  Quadrat  ergänzen;  und  ebenso  mit  be-  ^^^^      stets  Zwischenräum?dazwischen  frei 

liebigen   Dreiecken,   wenn   le   zwei   zu   emem  *     ^        i  •  ^^-      -S      "^^ 

Panülelogramm  zusammengelegt  werden.  ^^^^  ungleichartige  Parallelogramme  konneo 

nur  dann  verwendet  werden,  wenn  sie  stets 

Erkl.  282.    Em  Fünfeck  ist  nicht  verwend-  ^  paralleler  Lage  aneinander  angeschlossen 

bar,  dagegen  bildet  ein  sehr  bekanntes  Beispiel  werden,  da  sonst  ebenfalls  unbedeckte  Zwi- 

das  regelmässige   Sechseck,   da  dessen  schenräume  offen  bleiben. 
Winkel  von  je    1^  zu  je   drei  am  gleichen 
Scheitel  einen  Vollwinkel  bilden.    (Man  vergl. 
die  Aneinanderreihung  von  Bienenzellen  u.  s.  w. 

Aufgabe  218.    Man  beweise  den  Satz  in 
Erkl.  128  statt  durch  Aufeinanderlegen  der        Auflörang.    Legt  man  zwei  Dreiecke  mit 

Dreiecke,  durch  Anemanderlegen.  supplementäi^m  Winkel   und   gleichgrossen 

einschliessenden  Seiten  so  aneinander,  dass 

Erkl.  288.  Ob  man  zwei  Dreiecke  mit  von  der  Scheitel  und  zwei  gleiche  Schenkel 
gleichen  Seiten  emgeschlossenem  supplementärem  aufeinanderfallen,  so  bilden  die  andern  Sehen- 
Winkel  stets  in  nebenstehende  Weise  aneinander-  kel  eine  gerade  Linie,  also  entsteht  ein  ein- 
ÄSHÄres^^^^^^^^^  zigesDi^Ui^^^^^^^^^ 
die  entgegengesetzte  oder  dieselbe  ist.  im  letz-  ?<^he°^«^  ^e  MitteUmie  bilden.  Die  Emzel- 
teren  Fall  kann  aber  durch  eine  Umklappung  dreiecke  haben  dann  unmittelbar  gleichgrosse 
des  Dreiecks  bei  gleichbleibendem  Inhalte  die  Q^rnndseite  und  gemeinsame  Spitze,  also 
Möglidikeit  erreicht  werden.  gleichen  Inhalt. 


1 


Aufgabe  219.  Man  berechne  die  Winkel- 
halbierenden und  deren  Seitenabschnitte  in 
dem  Dreieck  in  Aufgabe  179  mit  den  Seiten 

51,  52,  53.  Auflösung.     Ans    den  Ergebnissen   der 

Antwort  der  Frage  56  erhält  man  zunächst 
„  ^,   ^^,     „      ,         .  die  Abschnitte: 

Erkl.  284.    Man  bestätigt  leicht  auch  die  />i>  ri  rq 

Einzelbeziehungen :  ua  =  =  =  25,26, 


c :  a  =  Ub :  Vb  "  '  63  :bl  =  26,6  :  25,5 


6-f  c   "■     106 


Ua'Ub'Uc  =va'  vb'Ve"'  25,26.26,5.26,24 
=  25,74.26,6.26,76, 


=  5.5,3:6.5,1,  ^,  =  .^  =  .^J^  =  25,74, 

a-f-c  lüo 


auch  =  a  —  Ua.    Ebenso: 


beide  Produkte  =  17565 ;  ^b  =      ^^     =  ^^'^^  =  26,5, 

ve^vg   __  i|[L  —  _i         26,76  .  25,74  ^  +  ^           ^^ 

Uc'Ua  '^   vb   "  a  '"  26,24  .  25.26  ^^  =  26,5,    Uc  =  26,24,    Ve  =  26,76. 

_  688,8  __   18  .  53  Und  sodann  wird : 

■"  662,8    "■    13  .  51  ttr,2  =  a  .  5  ~  iic  •  r.  =  51 .  52  -  26,24  •  26,76 

^i^ohen.  =1949  8 

Die  zweite  dieser  Beziehungen  ist  besonders  '  ' 

bemerkenswert  und  bildet  einen  speziellen  Fall  ^Iso:                        

eines  allgemeinen  Satzes,  welcher  später  noch  we  =  V  1949,8  =  44,16. 
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genauerer  Betrachtung  unterzogen  werden  wird.        Ebeuso : 

TSiche  im  VIT.  Teile  dieses  Lehrbuches  über  den  ^^  __  ^b  •  c  —  ««  •  r«  =  46  88 

äatz  des  Ceya.)  «.^  =  46,08.  '    ' 

Oder  auch  in  anderer  Eechnung: 

tcb  =  — i—  Vf^'C{a  +  h  +  e)(a-'b  +  c)  =  -=ip  •  \/61.53.166.62  ==  —  V^IT^  =  46.03. 

Endlich  auch: 


=  \/^(t^c«  +  «*l»*)  =  y^(«^a«+«at;a), 


nämlich: 


y'm-(44,16«  +  26,6.26,6)  =  68  =  y|5!g.  (46,88*+ 25,74.25,26). 

Angabe  220.     Man  berechne  für  das- 
selbe Dreieck  den  Radius  des  Umkreises  und        Auflösnnff.    Man  kann  rechnen: 

die  Höhenabschnitte.  ^,,         *^  ^  ^         ^^^ 

a'O   O'C    a-c    aoc 

^  ""  ¥^  ""  "2Tä7  ""  "OT  ■"  4^ ' 
also  für  dasselbe  Dreieck  aus  Aufgabe  179 
_    51.52    _    62-68    _  61  «63 
^  ~  2.44,16  ""  2. 45,89  ~"    2-45 
Krkl.  285.    Auch  für  die  Beziehungen  zwi-  _  61 -52. 58  _ 

sehen  dem  Badius  des  Umkreises  und  den  HOhen-  4. 1170  '    ' 

abschnitten  erhält  man  leicht  die  ziffermässige  i?^««,^.  «.«.iinu  mo« . 
Bestätigung  der  in  Antwort  der  Frage  57  und  *^™®^  ^^^^^  °^*^- 
Erkl.  140  enthaltenen  Gleichungen.  j^^,  __.  f?i  __  ^P^  __   1456   __  3^  ^ 

Aa  ha  45,89 

und 

V  =  -^  =  14,15, 

wie  auch  unmittelbar  =  ä«  —  ha*. 

Und  ebenso  entstehen  die  übrigen  Höhen- 
abschnitte  dieses  Dreiecks. 


Aufgabe  221.  Man  soll  einen  Ausdruck 
für  die  Höhenabschnitte  unmittelbar  aus  den 
drei  Seiten  des  Dreiecks  aufstellen. 

Auflösung.      Da    nach    Antwort     der 

Erkl.  286.  Die  Ausdrücke  fttr  hh'  und  hi",  Frage  57,  4): 
hc    und  hc"  sind  durch  cyklische  Buchstaben-  a«  —  fc2-l-c2  4-2Ä«  .  ä«' 

Tertauschung  aus  Nebenstehendem  zu  erhalten.    •  -f     x    '»<» '  '»<» 

Feiner  kann  man  nachweisen,  dass:  igt,  so  kann  man  ableiten: 

denn:  ^'  +  ^"  =  ^»  j^.  ^  IZ^±^1±± , 

_024.524.c2          (02^624.^2)  (a«+d2—c«)  ^*" 
-^1 ^-\ ^^1 \ nun  ist  aber: 

_ --2a^+2a2dg+2g^g*+g^  — ft^— g^+252c2  Ä«  =  —  .  F, 

""  8aF  ^  * 

_  — «4  — ft4__c*  +  2a«fc«  +  262c2  +  2c2a«       ^^^  ^®r  eingesetzt: 

/      vi:,  11  in.x   4F.4F         2F  ^P 

=  (nach  Erkl.  124)  -^^-^  =  _-,  _  (^02+52  +  02)  .  g 


dem  Werte  für  Aa.  4  .  \/«  {s  —  a)  («  —  b)  (s  —  c) 
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Und  ha'  ans  der  Gleichnng: 
r  =  he''hh':2ha" 
ist  folgendermassen  zu  erhalten: 
^  ,,  _  hb'-hc'  __.   (ga  —  &8  +  cg)  (024.  &2  —  c^).hc       AF  _   (g«  —  &2  4. ^2)  (g«  +  5«  —  c«) 
**    "      2r      -  2.4F.4F  ■  «&c  -  8g/«(«-g)(,-d)(,-c)' 


Aufgabe  222.  Man  bestinime  die  Werte 
der  sämtlichen  Dreieckseleraente  für  das 
rechtwinklige  Dreieck  mit  Seiten  3,  4,  5.  Auflösung.    Man  hat: 

g  =  Äi  =  jo  =  3,    &  =  Aa  =  i>fr  =  4,   c  =  5, 
2^=-^  =  6,    ».  =  -^  =  2.4; 

g2  ^ 

pa  =  g6  =  0.    i>c=  — =  1,8,    2^  =  — =  3,2; 
c  c 

ErkL  287.    Die  Entwicklung  der  Formel:  ^0  —  ^8  —          2          ~    ' 

(a-\-h  +  c)i-a  +  h  +  e)(a^h  +  e)(a+h^e)  _      _    g~5  +  c   _ 

gibt  nach  ErkL  124:  ?«  —  *,—          -          —  2, 

2g252  +  2fe2c2  +  2c«g2  —  g4_fe4-.c*.  __a_^5^.c 

Setzt  man  hierin  c«  =  g2+  ^^  «<>  entsteht:  ^t  =  «,  = ^ =  8, 

2a2fc2  +  2(j*  — g4  — 54  — c*  a-i»-L 

=  2g26«  +  c*  — g4  — 6*  Qc  =  V"  =    ^"^q"^"^    =  6; 

=:2g262  — g4— 64  +  (g2  +  68)8  =  4g26«.  ^              ^         ^^ 

Es  bestätigen  sich  leicht  auch  die  übrigen  »«  =  0  =  ä^',    Äc"  =  Äc  =  2,4 ; 

Beziehungen  ziffermässig:  _  ^  _  o           —  * 

« («  _  a)  («  —  &)  («  —  c)  =  6.3.2.1  =  36  na  -  y  —  2,      n^  —  y  =  1,5  j 

=  -i-9.16  =  -^26.2,42  =  Q^QaQbQc  Äa"  =  0  =  Äfc",    Ä«'  =  Ä«  =  J  =  4, 

=  1.2.3.6;  V  =  Ä6  =  g  =  3; 

r  +  po  =  8,6  =  na  +  »t6  +  nc  =  2  +  1,6  +  0  ^3^_i^2,6; 

«5  mc  =  r  =  ^  =  2,6, 

^a  •  ?6  =  Po  •  ?c  =  -Q-  =  ö» 


^a  p*  ^c  =  —PT-  *  8  = 


afc  ^  '  »ta  =  y\/3fe2  +  ^=ly^  =  4,277, 

—  .  »  =  36 ; 

1(8  +  66  +  86  +  146)       »•»  =  V  C  -  A  j*  = -/lä  =  8,606  j 


V  +  «.*  +  «*  +  «<^=  :j- (8  +  66  +  86  +  146) 

=  i^  =  76  =  12»4  =  12-6^        «oa 

4 


=  *Vft^  =  t^^  =  *'2^''' 


a&  4 

Ua  =  -r-r—  =  -^,        T«  = 


b  +  c         3  '       "        6  +  c 


«'*  =  «V^  =  |V^Ö  =3,354, 

5c  5  g&  3 

"*  =  -J+7  =  T'     ^'^  =  7+7=2"' 

er.  =  -^1/2-=  ^1/2-=  2,424, 

16  he  20 


g  +  6 
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Endlich  die  Entf ernnngen : 


«0  = 

ea  = 
ee  = 


1     .yzr 


Vr(r-2^o)  =  V^fi^  =  ±V^=  1,118, 
yr(r  +  2Qa)  =  y  1/66  =  4,081, 
V^^i^^)  =  -i-  \/85  =  4,610, 
Vr(r  +  2Qc)  =  y  \/l45  =  6,021. 


An^be2SS.  Desgleichen  für  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  mit  den  Schenkeln 
von  je  25,  Gnmdseite  von  14  m  Länge. 

Erkl.  288.  Auf  der  Symmetrieachse  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  liegen  (ygl.  Fig.  166 
nnd  Antwort  der  Frage  166  im  IV.  Teile  dieses 
Lehrbuches)  die  Punkte  C,  0  (Mittelpunkt  des 
Umkreises),  S  (Schwerpunkt),  N  (Mittelpunkt 
des  Feuerbachschen  Kreises),  M  (Mittelpunkt 
des  Inkreises),  H  (Höhenpunkt),  D  (Mittel- 
punkt der  Grundseite),  Mc  (Mittelpunkt  des 
Ankreises  an  c).  Die  Abstände  dieser  Punkte 
von  C  sind  der  Beihe  nach: 

CO  =  Ä-ffc  =  24-10^  =  13-1., 


Auflösung.  Da  alle  Werte  für  die 
Schenkelseiten  a  und  b  symmetrisch  gleich 
sind,  so  brauchen  nur  solche  für  Schenkel  a 
und  Grundseite  c  aufgestellt  zu  werden. 
Man  erhält:       

pt  =  qc  =  -j  =  7, 

F=i^  =  168qm, 

2F_  836  _ 
*•  -  -^  -  "IT  -  ^*'**' 


CS=|-. 


tue  '• 


16, 


Cfl  =  V  =  2l||., 
CD  =  24, 

C3fc  =  Ä+^c  =  88y, 


ec=  0Mc  =  20 


16' 


Greift  man  einzeln  heraus: 

OH=CH^CO  =  S^, 
lo 

OS=z  C5— CO  =  24i-» 
•  48 

NH=NO  =  CN-  CO  =  4^1- , 


SH=CH—C8=:b 


24  ' 


80  bestätigt   sich   der  Satz   in  Antwort   der 
Frage  166  des  IV.  Teiles,  dass: 

OH  =  e-NS  =  3.  OS  =  2'NH  =  ^SH, 


pa  =  qh=  V^a«  —  M  =  1/38,44.11,66 
=  6,2.3,4  =  21,08, 

q„z=zpt  =  \/c«^=rW  =  1/27,44.0,66  =  3,92, 
F         168 


^0 

— 

»    "■    32 

~  — 

5,ü 

lö. 

e« 

= 

Äc  =  24, 

F 

168. 

= 

4. 

Qe 

8  —  C 

18 

o*  _  625  _         1 

j,  ,  _  gg«   _     <*    _    19«    _  T   '^ 
^  ~    »„    ~  2Aa  ~  26,88  ~     24  • 


ha 


89 


11 


600'  ««8a°^enl3^, 
23 


*^  -^äT-^^  24' 

fwa  =  -i-  l/2c'^  +  a«.  =  -i-  \/l017  =  16,946, 
mc  =  Ae  =  24, 


««»a  — 


a-|-<? 


\/a(2a  +  c) 


14 


14 


=  -3^1/26:64  =  14  —  , 
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nämlich:  «'<.  =  %<;  =  24, 
^  IB        ^  ,  47        ^  ^  47        ,,  ,  16  c        ^ 

®T^  =  ^-^W  =  ^-2ir  =  ^-^W  ..  =  .c  =  -5-  =  7, 

3     ^  23  a2  625        -^    1 

Die  Reihenfolge  COSNMHDMe  würde  beim  _     ac     __  850  __  « ^ 

stumpfwinkligen  Dreieck  zu  HCNMSDOMc  ^^'^  ""  a  +  c   ""    39    "~      39  ' 


e,  =  l/r(r-.2e,)  =  y^ 


625»121  _  26«11  _  >  85 
48.48    ""      48      ""®48 
und 


«a  =  V'r  (f-i- 2(>a)  =  -^  \/2929  =  28,2, 


Aufgabe  224.  Desgleichen  für  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  mit  Seite  a  =  1.  Auflösung.     Man   erhält   für  alle  drei 

Seiten  dieselben  Buchstabenausdrücke: 

Ä  =  -|-  l/3"=a.0,866..., 

a 

Erkl.  289.     Das  gleichseitige  Dreieck  ist 

kein  rationales  Dreieck,  denn  die  Höhe  und  j^  _.  _?*:  __  _^  1/3*=  aS'0483  ••• 

folglich  alle  aus  derselben  abgeleiteten  Aus-  2          4                      '          ' 

drücke  werden  mit  dem  Faktor  \/8  behaftet,  h           /voo« 

sind  also  irrational.  —  Die  Punkte  OSNMH  ?o  —  *    ='*  =  y  —  «-0,289  .., 

fallen   sämtlich   in    den    einzigen  Mittelpunkt  =  A  =  fl'0866  ••• 

zusammen.  01!            * 

r  =  V  =  -^  =  2^0  =  a.0,578  ..., 
o 

d 
ea  =  yÄ  =  |-aV/8"=a.l,155.. 


Aufgabe  226.  Desgleichen  für  ein  gleich- 
schenklig-rechtwinkliges Dreieck  mit  Auflösung.    Es  wird  wie  in  AuflösoBg 
der  Basis  c  =  1.  der  Aufgabe  222: 

Erkl.  290.     Ist   statt    der   Länge   <;    die  ^ 

Strecke  a  gegeben,  so  wird  unter_Berücksich-  =       —    =  c» 0,7071, 

tigung    der  Beziehung   c  =  a  \/2    jede_  der  ^ 

nebenstehenden  Streckengrössen    mit    V^2    zu  äc  =  Äc"  =  — ,      F  =  — , 

multiplizieren  sein,  die  Fläche  aber  mit  2,  um  2                  4 

die  Ausdrücke  in  a  bezw.  a«  umzusetzen :  ä«"  =  Ät"  =  ä«.'  =  i>a  =  g*  =  ««  =  0, 

Ä  =  r^,      ^=T-'  eo  =  ^(V2--l)  =  c.O,207, 

?o  =  |(2-V'2-),     ^,  =  |(2  +  l/2),  ea  =  y,     (?c=-|-(l/2H.l)=c.l,207, 

««=^y,     r  =  ^V2.  «a  =  |-  =  ^\/2"=c.0.354,    r  =  |. 

Man  erhält  tw«  unmittelbar  als  Hypotenuse  ^_«.^_i__^__i 

in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  mit  Katheten  a  mc  —  wc  —  /»c  —  r  —  ^  , 

und  ~:              '^«  =  -|-  V^  TL.  B.w.  1««=  i-/3a«  +  c8  =  ~\/IO  =  c.O,7906.--, 
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u>a  =  a  y-^  =  c  V2  -  \/2  =  c.0,766, 

f    a  -\-  c 

ua=  -|-(2~\/2r)  =  c.0.293..., 

va  =  c(/2'— l)  =  c0,414..., 

e,  =  -|-V3-2v/2",       ec  = -J  Vs +  21/2", 

€a  =  —  V'8"=c-0,866. 

(V 


Angabe  226.  In  einen  Kreis  vom  Ba- 
dins  r  =  5  floll  ein  Eechteck  vom  um- 
fang w  =  28   eingezeichnet  werden.    Wie        Auflösung.    Sind  die  Seiten  a  und  b,  so 

gross  werden  seine  Seiten?  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  mit  Ka- 
theten a  und  b   der  Durchmesser  2r  Hypo- 

Erkl,  291.    Man  hat  verschiedene  Lösangs-  tennse ,  also : 
orten  für  Gleichungen  nebenstehender  Art.    Die  (i2  4. 52  =  (2r)2  =  100 

angegebene  ist  die  eleganteste.    Weniger  ein-         _  -  JK      rr  \ 

fach,  aber  leichter  zu  finden  ist  die  Lösung        Femer  ist  der  umfang: 
durch    Einsetzung   von    &  ==  14  —  a    aus    der  w  =  2a-f-2&, 

zweiten  in  die  erste:  also: 

a2  +  (14-a)2  =  100,  a  +  &  =  -^=  14. 

2a2  — 28a +  196  =  100,  „  ,       , 

a2__  i4(,-L48  =  0  -^^"^  ^**  ***^  ^®  ^^®*  Gleichungen: 

Aii^atnJr.  t>nJ<i    ^  Vcrdoppelt  msB  die  erste  und  zieht  davon 

Aiigemem  wira:  ^^  Quadrat  der  zweiten  ab,  so  kommt: 

a=  1  (^  +  l/8r«--^),  2(a2  +  62)~(a  +  fe)2  =  a2-2ad  +  52  = 

2\2  —  r  4/  (a— 5)2  =  200  — 196  =  4, 

also : 

a—h  =  2, 

folglich : 

14  +  2  _  14-2  _ 

a-— 2— =  8,     6  =  _^_  =  6. 


»=i(-j+V--T> 


Aufgabe  227.    Einem  Kreise  von  ^  =  5 
soll  ein  Ehombus  von  gegebenem  Inhalt 

F=  300  umgeschrieben  werden.    Wie         .-,«  T^JTl_lr7  r^ 

gross  wird  seine  Seite  und  seine  Diagonalen?        Auflösung.    Da  der  Inhalt  F=  a-Ä  und 

der  Radius  des  Inkreises  ^  ==  -ö"  is^  so  wird: 
F        F        300 
^  =  T=2^  =  To-  =  ^^- 
Dann  wird  für  die  Diagonalen  e  und  f: 

1)  F=z^,  also  e-f  =  2F  =  600, 
Erkl.  292.    Man  erhält  «  +  /  und  e  —  /  aus  ^ 

e«-/2  unde./;  indem  man  bildet  «2  +  ^«  + 2  e/  g)  ^2  =  (iV+l -y,al8oe2+/2  =  4a2=3600 
und  €^  +  p^2ef  und  jeweils  aus  dem  Ergebnis  ^  \2j^\2j'  ^^       ^^      "^^^^ 

die  Quadratwurzel  auszieht.  Hieraus  erhält  man: 

e  +  f=  V3600  +  1200  =  \/480Ö  =  40  Ys, 
«  — /■=  1/3600  —  1200  +  \/24iOÖ  =  20\/2^ 
Daher  wird: 
ez=  10\/3'(2  +  l/20,  f=10\/8"(2-\/2"). 
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Aufgabe  228.  Von  einem  Parallelogramm 
kennt  man  zwei  Seiten  und  eine  Diagonale. 

a  =  6,5,  b  =  7,6,  e  =  8,7.    Wie  gross  sind         .    -,..  ,x       n  ^  s.   j-    -m»  ^    a 

Fläche  Höhen,  Diagonal^?  Auflown«.    Man  itodet  die  PttAe  d« 

'  *      ^  von  den  Seiten  a,  b/e  gebildeten  Dreiecks 


Erkl.  298.    Man  bildet: 
a  =    6 

b=    7 
e-    8,7 


nach  der  Formel: 


az=    6,5  Vs(8^a)(8  —  h){8  —  e) 

j,  -.   7*5  nnd  ebenso  dessen  Höhen,  welche  aoch  die 
Höhen    des    Parallelogramms    sind,    durch 

2        2 

28  =  a  +  b  +  e  =  22,8  Multiplikation  dieses  Ausdrucks  mit  —  und  ^ 

*  ~  ^^'^  Die  Fläche   des   ganzen  Parallelogramms 

*■"<*=   *'^  ist  dann  das  Doppelte  jener  WunseL 
8-6=    8,8  Also  ist: 

8  —  e=z    2,7  F  =  2.  \/TT,4.4,9.8,8.2,7 

Erkl.  294.   Aus  e«  +  /^a  =  2 (a«  +  6)«  wird :  =  ^,02^  1/38.3.49.38.9.3 

/^  =  2(a2  -  62)  _  ««,  =  0,02.38.3.7.8  =  47,88 ; 

f=  V^2(ag  +  fe8)-Tg Äa  =  ■^•23,94  =  7,866..., 

=  l/2  (42,25  +  57,76)  —  75,69  2 

=  /200,02  —  76,69  =  Vl2ifiS  =  11,15.  **  ~  ^  '^'^^  ^  ^'^' 

33j^22  Endlich  ist  wegen  c^  +  /^  =  2  («« +  ^') 

113  zu  erhalten  f=  11,15. 

1120:222 


Au^be  229.    Von  einem  Deltoid  kennt 
man  die  Seiten  a  =  15 ,  6  =  37   und  die 

Diagonale  « =  24  der  gleichgrossen  Winkel.         .    _  tx.    r.     i      :.  .      tx- 

Wie  gross  ist  die  andere  Diagonale  nnd  der        Auflösiing.   Die  Stücke  der  zweiten  Dia- 
Inhalt?  &o»alö  ^^^' 


V"-ii)''^V--{if 


also : 

=  V81+V'l224=:9+36  =  44. 

Erkl.  295.  Den  Radius  o  des  Inkreises  kann  Auch  J?*  kann  aus  zwei  Stücken:  Dreieck  ö, 
man  rechnen  als  Höhe  des  breiecks  mit  Seiten  ^i  ^  und  Dreieck  5,  b,  e  zusammengesetzt 
a,  Ufa,  ufj  also:  werden. 

Q  -=  —  \/(rt  -^  w '^- u)  (—  a -{- to -\- u)  {a  —  «^  -f- «)  (a  -|-  «>  —  u). 


Aufgrabe  230.  Man  soll  Seiten  und  Inhalt 
eines  Antiparallelogramms  berechnen,  von 
welchem  gegeben  sind  a  =  15,6,  b  =  d=  7,3, 

Ä  =  5,5.  Auflösung.    Fällt  man  die  Höhe  h  vom 

n  i_i  AAA    TT     ji     T»  j>        ji     TT  1    .  Puuktc  C  od^T  D ,  80  eutstoht  ein  Dreieck 

Erkl.  296.   Um  den  Radius  r  des  Umkreises  jirTn    •     "'^^^  ^» 

zu  fioden,   kann  man  ansetzen  die  Höhe  als   ^^^»  "^  welchem:    

Differenz  der  Strecken :  p  =  AEz=z\^b^  —  h-=z  4,8, 


V^-(0..dv^^-(^y     «■■"'"^ 


c  =z  a  —  2p  =  15,6  —  9.6  =  7. 
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Ans  dieser  rein  quadratischen  Gleichung  erhält  Femer  ist: 
man  r  =  v/in  =  10,7.  p  =*(,  +  ,)=  »^  =  62.16. 

Dann  ist  noch: 
e  =  /(a— i>)8  +  Ä8  =  V/I46;89  =  12,12. 


Aufgabe  231.     Man   soll    den  Satz   in 
Erkl.  154  an  den  besonderen  Vierecken  be-        Auflösung.     1)  Beim  Rhombus  ist  die 

stätigen.  Strecke  v  gleich  Null,  a  =  ft  =  c  =  rf,  also: 

a«  +  62-|_c2-f.d2  ==  4a2  =  e>4-/^, 

Erkl.  297.  Für  die  drei  Vierecke:  Parallelo-  /  e  \2      /  /  \« 

gramm,  Deltoid  und  Antiparallelogramm  ist  die  oder  wie  oben  a^  =  (~ö')4~('F)* 
Einzelbetrachtnng  schon  in  Erkl.  164  durchgeführt.  \  ^  /        V  ^  / 

Beim  Deltoid  ist  die  Strecke  v  auf  der  Dia-        2)  Beim  Rechteck  ist  a  =  c,  5  =  (^,  ^  =  /*! 

gonale  f  der  ungleichen  Winkel  gelegen  und  hat  also : 

die  Länge  -^  -  «  nach  Antwort  der  Frage  61, 2).  «2  +  6«  +  c«  +  d«  =  2  a«  +  2  6« 

und  e^  +  p  =  2e\  2{a^-\-h^)  =  2^  oder, 


2 


Da  nun  x  ^y  a'^  —  ^  ist,  oder:  wie  bekannt,  a^  +  ^*  =  ^' 

-  3)  Beim  Quadrat  ist  a  =  ft  =  c  =  rf,  ö=^, 

a?  =  -^(/'«  +  a«-6«),  also  a^-\-h^'\'C^'\'d^ -^A^a^^-^f^  =  2e^\ 

^'  ^ 4a2  =  2e2,  also  wie  früher: 


so  erhält  man  für  v  die  Werte  -§■ — V  <»*  —  -V 

oder:  ^  V» 

2        2/^^'    ^  ^  2/^     * 

oder  nach  Erkl.  164: 

ll/2(a«  +  62)-(e2+/^). 


-A=:  =  4- V^2   ^^®'  *  =  »  /2- 


b)  Ungeltfste  Aufgaben. 

Aufgabe  232.    Ein  rechtwinkliges  Drei- 
eck habe  Kathete  12  und  Hypotenuse  17 
mit  eingeschlossenem  Winkel  a,  ein  schief- 
winkliges den  Winkel  180  —  a  zwischen  Sei-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
ten  12  und  17.    Wie  gross  ist  der  Inhalt  gäbe   ist   analog   der  Auflösung  der  Auf- 
des  letztem?  gäbe  216  und  Antwort  der  Frage  51. 

Aufgabe  233.     Wie  viele  gleichseitigen 

Dreiecke  von  der  Seite  a  sind  enthalten  in         .,.  T^.     a«  j.         ai. 

einem  gleichseitigen  Dreieck  von  derSeiteSfl?        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 217. 


Aufgabe  234.  Man  berechne  die  Winkel- 
halbierenden und  deren  Seitenabschnitte  in  .-^           ^^     ^  jn^          j.         .r 
den  Dreiecken  in  Aufgabe  202  bis  215  mit  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Seiten 13.7:  23,3;  29,6.  ^^^^   ^^^   ^^^^^^    ^^^  Auflösung  der  Auf- 
'  gäbe  219. 


Aufgabe  235.    Man  berechne  fdr  dasselbe 
Dreieck  die  Strecken  r,  A',  h**  aus  den  übrigen        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Stücken,  sowie  auch  direkt  aus  den  Seiten,    gäbe    ist   analog    der  Auflösung   der  Auf- 
gaben 220  und  221. 
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Aufgabe  236.    Man  bestimme  die  Werte 

der  Dreieckselemente  für  das  rechtwinklige        Andeutung.    Die  Aoflösimg  dieser  Aof- 

rk    •    1      •*  TT  xv  *      1.7  ^        1  oo  ^  i^^6    ist    analog    der  Auflösung   der  Anf- 

Dreieck  mit  Katheten  17  y  und  23  y.  ^^y^^  222 


Aufgabe  237.    Desgleichen  für  ein  gleich- 
schenkliges   Dreieck    mit    SchenkeLi    17,5»        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Grundseite  9,8.  gäbe   ist   analog    der  Auflösung  der  Auf- 

gabe 223. 


Aufgabe  238.   Desgleichen  für  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  mit  Seite  a  =  5.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe   ist   analog    der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 224. 


Angabe  239.  Desgleichen  für  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  mit  Höhe  h  =  7,  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe  ist   analog    der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 224. 

Aufjgabe  240.  Desgleichen  für  ein  gleich- 
schenkliges rechtwinkliges  Dreieck  mit  Schm-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
kel  a  =  8.  gäbe    ist   analog    der  Auflösung   der  Auf- 

gabe 225. 


Angabe  241.    Desgleichen  für  ein  gleich- 
schenkliges rechtwinkliges  Dreieck  mit  Basis        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
c  =  10.  gäbe    ist   antdog    der  Auflösung  der   Auf- 

gabe 225. 


Aufigabe  242.  Desgleichen  für  ein  gleich- 
schenkliges rechtwinküges  Dreieck  mit  Höhe        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
A  =  4.  gäbe    ist   analog    der  Auflösung  der  Auf- 

gabe 225. 


Aufigabe  243.    Man  bestimme  die  Seiten 
eines  Rechtecks  mit  Umfang  20,  Fläche  21.        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe   ist   ansdog    der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 226. 


Aufgabe  244.    Man  bestimme  die  Seite 
eines  Rhombus  mit  Fläche  20,  Diagonale  2.        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe   ist   analog    der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 227. 


Aufgabe  245.    Wie  gross  sind  F  und  e 
im  Parallelogramm,  wo  a  =  13,  &  =  15,2,        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
f=  17,4?  gäbe    ist   analog    der  Auflösung   der  Auf- 

gabe 228. 
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Anfjg^be  246.  Man  berechne  ein  Deltoid, 
wenn  bekannt  a  =  7,5,  &  =  18|5,  nnd  die        Andeutung.    Die  Anflösnng  dieser  Auf- 
Diagonale /*=  22  der  angleichen  Winkel  gäbe   ist    analog   der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 229. 


Aufgabe  S47.  Berechne  ein  Antiparallelo- 
gramm,  wovon  a=46,8,  ^=21,9,  J?'=  539,35. 


Andeutung.  Die  Aaflösong  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 230. 


->■>  '^mCi'  -K^ 


7)   Verwandlungrsaufgaben. 

(Zu  Abschnitt  7.) 


a)   Geltfste  Aufgaben 

Aufjgabe  248.  Man  soll  die  Deter- 
mination zu  den  Aufgaben  in  Frage  71 
aufstellen. 


ErkL  298*  Der  Badius  r  des  Kreises  in 
Aufgabe  71,  b)  ist  die  Grundseite  c  selbst,  in 
Aufgabe  71,  c)  die  Hälfte  der  Grundsejte.  Man 
hat  also  für  71,  b)  die  Bedingung  %<c,   für 

71,  c)  die  Bedingung  *^-g-  Mit  Verwendung 

der  Formel  h  = gehen  diese  Bedingungen 

c 

über  far  71,  b)   in  F^  —  c«,  für  71,  c)  in 

F<1  ( -^  j  ,  denn  das  grösste  über  Hypotenuse 
c  mögliche  rechtwinklige  Dreieck  ist  das  gleich- 
schenklige  mit   Höhe    -^,    dessen  Inhalt   ist 

c    e  c« 

T"2  ""T" 


AuflSsung.  Die  Aufgaben  71,  c)  und 
71,  d)  sind  ausnahmslos  lösbar,  da  die  Senk- 
rechte im  Mittel-  oder  Endpunkte  der  Grund- 
seite des  Dreiecks  die  Parallele  durch  die 
Spitze  jedenfalls  trifft. 

Die  Aufgaben  71,  b)  und  71,  c)  sind  nur 
lösbar,  wenn  die  Höhe  des  gegebenen  Drei- 
ecks gleich  oder  kleiner  ist,  aJs  der  Badius 
des  zur  Zeichnung  gelangenden  Kreises.  Ist 
^  =  r,  so  erhält  man  eine  einzige  Lösung, 
weil  die  Parallele  den  Kreis  berührt;  A>r 
gibt  keine  Lösung,  Ä<r  gibt  zwei  Lö- 
sungen. 


Aufigabe  249.  Ein  Dreieck  soll  unter 
Beibehiütung  der  Grundseite  c  in  ein  anderes 
mit  gegebenem  Gegenwinkel  y  verwandelt 
werden. 


Erkl.  299.  In  Figur  78  ist  die  Aufgabe  in 
zweifacherweise  gelöst:  oberhalb  und  unterhalb 
AB;  der  gewählte  Winkel  y  ist  30<*,  wobei  der 
Winkel  MAB  60o  bat,  also  leicht  mittels  Zirkel 
konstruiert  werden  kann  (yergl.  Aufgabe  56  des 
IV.  Teües). 


Auflösung.  Da  die  Grundseite  gleich- 
bleiben soll,  muss  auch  die  Höhe  dieselbe 
bleiben,  also  die  Spitze  auf  der  Parallelen 
zur  Grundlinie  verschoben  werden.  Nun 
muss  nach  dem  geometrischen  Ortssatze  49  b 
im  IV.  Teile  die  gesuchte  Spitze  C  auf  dem 
Kreisbogen  liegen,  welcher  ^^  als  Sehne 
und  den  gegebenen  Winkel  y  als  Sehnen- 
tangentenwinkel  hat.  Also  ist  die  gesuclite 
Spitze  C  der  Schnittpunkt  dieses  Kreisbogens 
mit  der  durch  die  Spitze  gezogenen  Parallelen 
zur  Grundseite. 

Man  sieht  aus  Figur  78,  dass  im  all- 
gemeinen Falle  zwei  Lösungen  entstehen 
können. 
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Figur  78. 


Die  Lösung  wird  aber  unmöglich,  wenn 
der  gegebene  Winkel  /  so  gross  ist,  dass 
der  Kreisbogen  ÄPB  gar  nicht  von  der 
Parallelen  PP  geschnitten  wird.  Das  gleich- 
schenklige unter  allen  inhaltsgleichen  Drei- 
ecken über  derselben  Grundseite  AB  enthüt 
den  grössten  möglichen  Winkel  /  als  Gegen- 
winkel von  AB. 


Aufgabe  260.  Man  soll  an  ein  gegebenes 
Rechteck  ein  anderes  Rechteck  so  antragen, 
dass  wieder  ein  Rechteck  entsteht. 


ErkL  800.  Man  kann  diese  Aufgabe  auf 
zweifache  Weise  lösen,  je  nachdem  man  die 
eine  oder  die  andere  der  Seiten  des  ersten  Recht- 
ecks als  die  beizubehaltende  wählt 


Auflösung.  Das  zweite  gegebene  Recht- 
eck muss  erst  nach  Antwort  der  Frage  73 
in  ein  anderes  verwandelt  werden,  welches 
eine  der  beiden  Seiten  des  ersten  Rechtecks 
als  Seite  hat.  Dann  wird  die  erhaltene  zweite 
Seitenstrecke  als  Verlängerung  am  ersten 
Rechteck  angetragen. 


Aufgabe  261.  Ein  Grundbesitzer  wünscht 
einen  Acker  von  der  Form  eines  Rechtecks 
auszutauschen  gegen  ein  ebenso  grosses  Ge- 
ländestück neben  seiner  in  Form  eines  stumpf- 
winkligen Dreiecks  ABC  längs  zweier 
Strassen  AB  und  AC  liegenden  Wiese. 
Wie  gross  muss  letzteres  werden? 


£rkl.  80L  Um  den  dritten  Teil  neben- 
stehender Yerwandlungen  auszuführen  zieht  man 
nach  Antwort  73  erat  EM=BCy  dann  ML 
und  zuletzt  KN\\ML.  Dadurch  erhält  man 
Punkt  N  als  Abschluss  der  Reihe: 
EFGH  =  EFJK  =  ELK=  ENM=  BDC, 
also: 

ADC=  ABC+EFGH, 


Auflösung.  Um  an  ein  an  der  Strassen- 
ecke  liegendes  Dreieck  angelegt  werden  zn 
können,  muss  die  Rechteckfläche  EFGHver- 
wandelt  werden  in  ein  Dreieck,  welches: 

1)  den  Nebenwinkel  des  stumpfen  Winkels 
ABC  als  Winkel  hat,  und 

2)  die  Strecke  jBC  als  Seite. 

Man  verwandelt  also  das  Rechteck: 

1)  in  das  Parallelogramm  EFJK  mit 
Winkel  FEK  =  ISO^  — ABC, 

2)  das  Parallelogranun  EFJK  in  das 
Dreieck  EKL  mit  Seite  EL  =  2'EF,  und 
endlich: 

3)  das  Dreieck  EKL  nach  Antwort  der 
Frage  73  in  ein  solches  mit  Seite  EM=BC. 
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Das  80  entstandene  Dreieck  EMN  ist 
gleichgross  mit  dem  Rechteck  EFGH  nnd 
kann  an  ABC  angetragen  werden,  indem 
man  Ä  B  verlängert  um  die  Strecke  BD  =  EN. 


Figur  79. 


Anfigabe  262.  Ein  Dreieck  ABC  soll 
unter  Beibehaltnng  der  Seite  AB  und  deren 
Höhe  in  ein  anderes  verwandelt  werden,  von 
welchem  die  anliegende  Höbe  ha  gegeben  ist 


AnflSsimg.  Da  der  Fusspunkt  D  der 
Höhe  ha  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels 
ADB  ist,  so  liegt  er  auf  dem  Halbkreise 
über  AB. 

Man  trage  daher  in  den  Halbkreis  über 
AB  die  Strecke  ha  als  Sehne  von  A  ans 
ehi,  ziehe  BD  und  bringe  BD  zum  Schnitt 
mit  der  Parallelen  durch  C  zu  AB.  Dann 
ist  ABD  =  ABC  und  enthält  AD  =  ha. 

(Da  AD  =  AD',  und 

gleich  ^>AD=:^'AD 

BE  =  BE'  werden.  Für  rechnungsmässige 
Bestimmung  kennt  man  c,  hci  ha,  findet  also 
sofort  a,  +  qa,  pa  und  die  übrigen  Dreiecks- 
elemente.) 


dieselbe  Fläche 
so  muss  auch 


Erkl.  802.  Die  Aufgabe  ist  immer  lösbar, 
und  ha  muBS  kleiner  als  A  B  sein.  Sie  hat  zwei 
Lösungen,  da  ulD  zweifach  angetragen  werden 
kann. 


Aufgabe  263.  Man  beweise,  dass  alle 
Dreiecke  inhaltsgleich  sind,  welche  der  Mittel- 
punkt eines  Kreises  mit  einer  auf  irgend 
einer  Tangente  irgendwo  angetragenen,  aber 
stets  gleichgrossen  Strecke  bildet. 


Auflösung.  Alle  diese  Dreiecke  haben 
gleiche  Grundseite  und  Spitze.  Die  Höhe 
ist  also  stets  die  Senkrechte  von  dieser  Spitze 
auf  die  Grundseite.    Nun  ist  aber  die  Senk- 
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rechte  vom  Ereismittelponkt  aaf  die  Taiig:eate 

Erkl.  808.    Eine  Anwendung  dieses  Satzes  stets  Radius,  also  sind  auch  alle  diese  Höhen 

findet  sich  in  der  folgenden  Aufgabe.  Man  kann  gleichlang.      Daher    haben    diese    Drwecke 

nämlich  die  gegebene  Grundseite  an  jedem  be-  gleiche  Grundseite  und  Höhe,  also  gleichen 

lieb  igen  Pun^  irgend  einer  Tangente  antragen.  Inhalt. 


Angabe  264.  Man  soll  einen  Eckpunkt  B 
eines  Dreiecks  an  einen  beliebig  gegebenen 
Punkt  D  verlegen,  während  eine  andere 
Ecke  C  und  deren  zugehörige  Höhe  hc  bei- 
behalten bleibt 


Figur  81. 


Auflösung.  Wenn  Ecke  C  und  die  Höhe 
hc  beibehalten  werden  soll,  so  muss  auch 
beibehalten  bleiben  die  Grösse  der  Grund- 
seite und  der  Abstand  derselben  von  der 
Gegenecke  C.  Daher  bleibt  die  Gnmdseite 
Tangente  an  den  mit  Radius  A«  um  C  be- 
schriebenen Kreis. 

Soll  also  Ecke  B  nach  D  kommen,  so 
zieht  man  die  Tangenten  DE  und  DE  BSk 
den  Kreis  um  C,  macht  DE  =  DE'  =  AB, 
und  erhält  so  die  Dreiecke: 

DEC=2DEC  =  BAC. 


Erkl.  804.  Ausser  der  Seite  AB  wird  im 
allgemeinen  keine  andere  Seite  beibehalten,  es 
ist  also  (wie  durch  das  Kreisbögeben  in  Figur  81 
angedeutet)  CD^CB,  CA<CCE.  Nur  wenn 
etwa  D  auf  dem  konzentrischen  Kreise  durch  B 
liegen  wttrde,  müsste  mit  CD  =  CB  auch 
CE  =z  CA  werden.  Dann  würde  auch  die  Kon- 
struktion einfach  zur  Drehung  des  Dreiecks  ABC, 


Angabe  266.  Man  soll  eine  Seite  eines 
Dreiecks  unter  Festhaltung  der  Gegenecke 
sich  selbst  parallel  nach  aussen  verschieben. 

Figur  82. 


Auflosung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe lässt  sich  bewerkstelligen  durch  zwei- 
malige Anwendung  der  Antwort  der  Frage  73. 
Ist  nämlich  DE  die  vorgeschriebene  Rich- 
tung der  neuen  Grundseite,  so  verlege  man 
zunächst  die  Ecke  A  des  Dreiecks  ABC  nach 
dem  Sdmittpunkte  D  der  Richtungen  CA 
und  DE,  Dadurch  entsteht  das  Dreieck 
CDF=  CBA,  Verwandelt  man  dann  noch 
den  Winkel  CDF  ia  Winkel  ODE,  so 
ist  das  neuentstehende  Dreieck  CDE  = 
CDF=ABC, 


Erkl.  805.  Die  Aufgabe  ist  dieselbe,  als 
ob  unter  Beibehaltung  einer  Ecke  und  der  Rich- 
tung der  zugehörigen  Höhe  die  Länge  dieser 
Höhe  verändert  werden  sollte.  Man  kann  die 
Aufgabe  noch  dadurch  beschränken,  dass  die  Lage 
der  Ecke  ED  auf  ihrer  Linie  nicht  wülkttrlich 
ist,  sondern  einen  beliebig  gegebenen  Anfangs- 
punkt erhält. 
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Aufgabe  256.  Man  soll  einen  Eckpunkt  B 
eines  Dreiecks  an  einen  beliebig  gegebenen 
Ponkt  D  verlegen,  während  eine  andere  Ecke 
C  beibehalten  und  die  durch  D  gehende  Seite 
auf  gegebener  Linie  liegen  soll. 

Figur  83. 


E' 


Aoflösnng.  1)  Wenn  die  Linie  durch  D 
gegeben  ist,  auf  welcher  die  Gegenseite  von 
C  liegen  soll,  so  kennt  man  auch  den  Ab- 
stand, also  he.  Man  kann  also  nach  Antwort 
der  Frage  70  oder  etwa  nach  voriger  Auf- 
gabe 255  das  gegebene  Dreieck  ABC  ia 
ein  solches  verwandeln,  welches  diese  neue 
Höhe  he  besitzt,  und  die  so  gefundene  neue 
Grundseite  HK  von  D  ans  rechts  oder  links 
als  2>^  antragen. 

2)  Man  kann  dieselbe  Aufgabe  auch  lösen 
durch  dreimalige  Anwendung  der  Antwort 
der  Frage  73:  Erst  Winkel  ACB  ändern 
in  ÄCF,  dann  Seite  CF  in  CD,  endlich 
den  entstehenden  Winkel  CDG  in  Winkel 
CDE. 


Erkl.  806.    Die  vorliegende  Aufgabe  bildet 
eine  Verallgemeinerung  der  vorhergehenden,  in- 
dem die  Lage  der  neuen  Grundseite  nicht  mit 
E     der  vorherigen  parallel,  sondern  beliebig  ge- 
wählt ist. 


ErkL  807.  In  Figur  83  sind  beide  oben- 
stehenden Ausfttbrungsarten  dargestellt,  und  die- 
selben fuhren  zum  gleichen  Dreieck  CDE: 

1)  ABC=  CHJ  =  CHKz=iCDE=iCDE', 

2)  ABC=iAFC=z  CDG  =  CDE—  CDE* 


Aufgabe  267.     Ein  beliebiges  Viereck 
als  Rechteck  darzustellen. 


Auflösung.  Zieht  man  eine  Diagonale, 
sowie  die  Mittelparallelen  der  beiden  da- 
durch abgeschnittenen  Dreiecke,  so  ist  das 
Viereck  gleichgross  mit  dem  Rechteck,  wel- 
ches aus  diesen  beiden  Parallelen  und  den 
im  Endpunkte  der  Diagonale  errichteten  Senk- 
rechten gebildet  ist. 

Denn  da  FjF  in  Figur  84  die  Seiten  Ä  D 
und  CD  halbiert,  so  wird  auch  die  Höhe 
von  2>  auf  -40  halbiert,  also  hat  Rechteck 
A  CEF  gleiche  Grundseite  und  halbe  Höhe 
wie  Dreieck  ÄCD,  folglich  ist  ACEF  = 
ACD.  Ebenso  wird  ACHG  =  ACB,  also 
durch  Addition: 

Viereck  ABCD  =  Rechteck  EFGH. 


Erkl.  808.  Statt  mit  der  Diagonale  AC 
hätte  die  Konstruktion  auch  mit  der  andern 
Diagonale  BD  gemacht  werden  können. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  auch  jedes  beliebige 
Rechteck  oder  Quadrat  selbst  wieder  in  Gestalt 
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eines  andern  Bechtecks  dargestellt  werden.  Ein 
Quadrat  entsteht  nach  dieser  Konstruktion  nur 
dann,  wenn  die  Summe  der  beiden  Höhen  der 
Teildreiecke  gleich  dem  doppelten  der  Diago- 
nale A  C  wird.  (Siehe  das  so  gewählte  Beispiel 
in  Figur  84.)  


Aufgabe  268.  Ein  beliebig  gegebenes 
Vieleck  soll  in  die  Gestalt  eines  Recht- 
ecks gebracht  werden. 


H 

Erkl.  809.  Man  könnte  auch  statt  der  An- 
wendung der  vorigen  Aufgabe  das  Viereck 
ÄBCD^  erst  noch  verwandeln  in  ein  Dreieck 
ABC^j  dieses  in  ein  rechtwinkliges  Dreieck  und 
letzteres  nach  Antwort  der  Frage  70  in  ein 
Bechteck  yon  gleicher  Grundseite  und  halber 
Höhe. 

Erkl.  SlO.  Bei  der  Ausführung  nebenstehen- 
der Aufgabe  besteht  vielfache  Willkür  in  der 
Wahl  der  Verlegung:  Das  Sechseck  hat  neun 
Diagonalen,  deren  jede  zweifache  Verschiebung 
liefert,  nftnüich  nach  der  Verlängerung  der  einen 
oder  der  andern  Seite.  Das  Fttnfeck  wieder 
hat  fünf  Diagonalen,  deren  jede  wieder  zwei- 
fache Verschiebung  gestattet  u.  s.  w. 


Auflösung,  um  ein  Vieleck,  z.  B.  das 
Sechseck  ABC  DEFA  in  Figur  85  in  ein 
Bechteck  zu  verwandeln,  verwandelt  man 
dasselbe  nach  Antwort  der  Frage  74  erst 
in  ein  Fünfeck,  dies  in  ein  allgemeines  Vier- 
eck, dann  endlich  dieses  Viereck  nach  voriger 
Aufgabe  in  ein  Rechteck. 

So  ist  in  Figur  85: 
Sechseck  ABCDEF  =¥Vaiieck  ABCDE,, 
denn  durch  Diagonale  DF  wird  Dreieck  DFE 
abgeschnitten  und  als  Dreieck  FDE^  wieder 
angesetzt 

Femer: 

Fünfeck  ABCDE^  =  Viereck  ABCD^, 
denn  durch  die  Diagonale  CE^  des  Fünfecks 
wird  Dreieck  CDE^  abgeschnitten  und  als 
Dreieck  CD^E^  wieder  angesetzt 

Endlich  nach  Aufgabe  257: 

Viereck  ABCD^  =  Bechteck  HJKL. 


Aufgabe  259.  Die  Summe  bezw.  Dif- 
ferenz mehrerer  Quadrate  soll  als 
ein  Quadrat  dargestellt  werden. 

Figur  86. 


Auflösung.  Man  addiert  bezw.  subtrahiert 
je  zwei  Quadrate,  indem  man  rechtwinklige 
Dreiecke  konstruiert,  in  denen  die  Seiten  der 
Summanden  bezw.  Subtrahenden  als  Katheten, 
die  der  Minuenden  als  Hypotenusen  auftreten. 
So  sei  in  Figur  86  zu  bilden: 

a2-|.j2-|-c2  — da  =  Ä 

Dabei  ist: 

AB  =  a,    BCz=zh\^AB, 
also: 


Femer: 


also: 


AD^  —  ^C*  +  c2  =  o2  +  52  +  c2. 
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pi^  Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden.  ^ 


Preisgekrönt  in  rrankhirt  a.  M,  1881. 

PROSPEKT. 

DieieB  Werk,  welchem  kein  UmUeheg  ror  Sexte  steht,  encheint  monatlieh  in  8 — i 
Heften  in  dem  blllliren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlnng  der  widrtig- 
3ten  nnd  pralLÜBchBten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  JKathematik,  PbyBik, 
Mechanik,  matlu  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen«*,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hochbaues,  des  konstroktiTon  Zeichnens  etc.  etc.  and  iwar  in  yolHttndlg 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklftmngen  nebst  Angabe  and  Entwiekelmg  der 
benntiten  S&tie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lteusg 
ieiemkann  verst&ndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  ihrer  Gesamtheit  ergftnnen  and  alsdann  anefa  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  •—  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln Angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelOsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  def 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  besflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierende 
aberlassen  bleiben,  und  sugleich  yon'den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutst 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hiensu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  einesjeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTondeh- 
nls,  Berlehtlgiingen  und  erUntemde  Erkllmngen  über  das  betrelTende  Kapitel  sur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  lun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  IL  Ord.,  gMeb- 
berechtigten  höheren  Bürgerschulen,  PriTatsehnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gjmnasien,  SchuUehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  BangewerksehnleB^ 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  teehn.  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbUeke 
Fortblldnngsschnlen,  Akademien,  üniyersitftten,  Land-  und  Forstwissenschnftsschulem, 
Militftniehulen,  Yorbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- nnd  Offliiers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Stadlerenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  tind 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese,  Sehritt  flir  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwfthrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etr. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiemdt  der  Weg  lum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  geieigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflftingen  su  lösen  haben,  sugleich  aber  auch 
die  ttberans  grosse  Fruchtbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  lariftige  Stfltie  für  den  Schnl* 
Unterricht  geboten  werden,  indem  sur  &lemung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Dissiplinen  —  inm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
Abrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schtder  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätse  etc.  anxnwenden  und  praktisch  in  verwerten.  Liwt,  Liebe 
und  Yerstftndnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Tngenienren,  Arekltekten,  Technikern  nnd  Fachgenossen  aller  Art,  Milltlr» 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  mr  Anffdschnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenes 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  sugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Benfr« 
iwelgen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleiben  und 
somit  den  Antrieb  xu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  gebec. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entg^en.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  TeiCuser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  IL  Fischerfeldstrasse  lö,  entgegen  und  wird  deren  Eriedigang 
thnnliehst  bertckiichtigt. 
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Erkl.  811.  Die  Eonstniktion  hfitte  auch 
stückweise  dnrchgeftthrt  weiden  können,  indem 
man  einzeln  gebildet  hätte: 

Va«  -h  d«  und  Vc«  — <«2, 
um  80  durch  Addition  der  Quadrate  dieser 
Strecken  ^  wieder  zu  finden.  Auch  al^-^-c^  und 
b^—d^  oder  andere  Gruppierungen  führen  zum 
Ziele.  Eine  besondere  Anwendung  der  fort- 
laufenden Konstruktion  in  Figur  86  findet  man 
später  in  Erkl.  829.  


Endlich  mittels  des  Halbkreises  über  AD 
wird: 

DE=:d±AE, 
also: 

Zk*  =  Zd*  — d2  =  a2  +  &«  +  c8-.  <i». 


Aufgabe  260.     Man   soll    die  Hälfte 
eines  Quadrats  als  Quadrat  büden.  Auflösung.  Zeichnet  man  über  der  Quadrat- 

.  Seite  0  als  Hypotenuse  ein  rechtwinkliges 

Erkl.  812.  Man  konnte  auch  das  Quadrat  a^  gleichschenkliges  Dreieck,  so  erfüllt  dessen 
halbieren  mittels  irgend  einer  durch  seinen  Mittel-  Schenkel  x  die  Bedingung: 


punkt  gehenden  Linie  und  das  so  als  Hälfte 
entstehende  Dreieck  oder  Bechteck  oder  Trapez     , 
nach  früheren  Aufgaben  in  ein  Quadrat  yer-  *^^ 
wandeln. 


a?2-f  a?2=  a2, 


a:8  =  ^a«. 


Es  ist  also  die  gesuchte  Strecke  x  die 
Hälfte  der  Diagonale  des  gegebenen  Qua- 
drates a^. 


Aufgabe  260  a.     Man  soU  das  n-fache 
bezw.  den  ntenTeü  eines  Quadrats  wieder        Auflösung.    Man  multipliziere  bezw.  divi- 

als  Quadrat  darsteUen.  ^ere  die  eine  Seite  des  Quadrats  mit  der 

Zahl  n   und   erhält   so   ein  Rechteck  von 

Erkl.  SIS.    Für  die  Darstellung  des  nten      .    ,        ,  1    «    ,        r^  rv. 

Teils  hat  man  keine  andere  Ausführung,  da-  '»lacner   bezw.  —  lacher    Grösse,      Dieses 

f ?^  o«?^^  ^^  T^^%  ^^1?  u  ^°f  ®»<>"^®'®  *^^  Rechteck  verwandle  man  nachträglich  wieder 

die  Hälfte)  durch  wiederholte  Anwendung  der  •„  ^|_  A„oii».o* 

Aufgaben  259  und  260  erhalten  werden.  ^  ®"*  Vguaorai. 


Aufigabe  261.  Yon  einem  Geländestück 
von  80  m  Länge  und  30  m  Breite  muss  das 
vordere  Ende  bis  auf  20  m  Tiefe  zu  einer 
Strassenanlage  abgetreten  werden  gegen  Ent- 
schädigung durch  einen  gleichgrossen  Streifen 
längs  der  übrigbleibenden  Seitengrenze.  Wie 
breit  wird  dieser? 


Erkl.  S14.  Die  Konstruktion  kann  nach 
irgend  einer  der  Methoden  für  Verwandlung 
von  Rechtecken  geschehen,  also  nach  Antwort 
der  Frage  78  oder  66,  oder  nach  der  Methode 
der  Ergänznngsparallelogramme ,  oder  durch 
Zerlegung  in  Dreiecke  u.  s.  w. 


Auflösung.  Das  abzutretende  Stück  bildet 
ein  Rechteck  von  30  m  und  20  m  Seite,  und 
soll  verwandelt  werden  in  ein  Rechteck  von 
80  —  20  =  60  m  Seite.  Dann  ist  die  zweite 
Seite  dieses  Rechtecks  die  gesuchte  Breite  x 
des  zuzufügenden  Stückes.  Da  also  20-30  = 
60 -a?,  so  muss  a:  =  10  m  werden. 


b)   Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  262.    Ein  Dieieck  zu  verwan- 
deln in  ein  solches,  welches  doppelte  Grund-         *   j     .  r^-     a  j-t-^  :i. 
Seite  und  zugleich  doppelt  so  grossen  Gegen-        Andeutung.    Die  Aufldsung  dieser  Auf- 
Winkel  hat                                                       ^*^®   *®^    analog    der  Aufldsung    der  Auf- 
gabe 249. 
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Aufgabe  263.    Zwei  Dreiecke  zu  eiuem 
Dreieck  zu  addieren. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Aafl5snug  der  Auf- 
gaben 250  und  251. 


Aufgabe  264.    Ein  Parallelogramm  von 
einem  andern  zu  subtrahieren.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe  ist   analog   der  Auflösung    der  Auf- 
gaben 250  und  251. 


Aufjgabe  265.     Ein  Dreieck  unter  Bei- 
behaltung der  Seite  c  und  der  anliegenden        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Höhe  ha  zu  verwandeln  in  ein  anderes  mit  gäbe   ist   an^og    der  Auflösung   der  Auf- 
gegebener Höhe  Ae.  gäbe  252. 


Aufgabe  266.     Man   soll    ein  Dreieck 
unter  Beibehaltung  der  Spitze  in  ein  gleich-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
schenkliges  verwandeln.  gäbe   ist   analog    der  Auflösung    der  Auf- 

gaben 253  und  254. 


Aufgabe  267.    Eine  Dreiecksseite  nach 
der  Gegenecke  hin  parallel  zu  verschieben.        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist   analog    der  Auflösung   der  Auf- 
gabe 255. 

Aufgabe  268.    Eine  Dreiecksseite  unter 
Beibehaltung  der  Gegenecke  einer  gegebenen        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Richtung  parallel  zu  machen.  gäbe   ist   analog    der  Auflösung   der  Auf- 
gabe 256. 

Aufigabe   269.      Ein    Rhombus    in    ein 
Rechteck  von  der  Länge  einer  Diagonale        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
zu  verwandeln.  gäbe   ist   analog   der  Auflösung    der  Auf- 

gabe 257. 


Aufgabe  270.   Ein  Fünfeck  in  ein  Drei- 
eck zu  verwandeln. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 258. 


Aufgabe  271.    Ein  Siebeneck  als  Recht- 
eck darzustellen.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist   analog    der  Auflösung    der  Auf- 
gabe 258. 

Aufgabe  272.  Ein  Dreieck  in  ein  Rhombus 
zu  verwandeln,  so  dass  eine  Dreiecksseite        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Diagonale  wird.  gäbe  ist  analog  der  Antwort  der  Frage  69. 


Aufgabe  273.      Einen   Eckpunkt    eines 
Dreiecks  in  einen  gegebenen  Punkt  inner- 
halb 0 1er  ausserhalb  des  Dreiecks  zu  ver-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
legen unter  Beibehaltung  der  Richtung  und  gäbe  ist  analog  der  Antwort  der  Fragen  70 
eines  Endpunkts  der  Gegenseite.  und  73. 
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An^be  274.  Ein  Parallelogramm 
ein  anderes  mit  gegebenen  Diagonalen 
▼erwandeln. 


in 
zn 


Andentnng.  Die  Auflösang  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Antwort  der  Fragen  70 
und  73. 


Aufkrabe  S75.     Ein  gegebenes  Dreieck 
in  ein  Quadrat  zu  verwandeln.     . 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  anidog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 261  und  Antwort  der  Frage  76. 


Au^be  S76.    Ein  gegebenes  Parallelo- 
gramm in  ein  Quadrat  zu  verwandeln. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  anidog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 261  und  Antwort  der  Frage  76. 


Aufjgabe  277.     Ein   beliebiges  Viereck 
oder  Fünfeck  als  Quachrat  darzustellen.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe  ist   anäog   der  Auflösung   der  Auf- 
gabe 261  und  Antwort  der  Frage  76. 


Au^be  278.  Die  Summe  oder  Differenz 
zweier  beliebigen  Figuren :  Dreieck,  Viereck 
u.  s.  w.  als  Quadrat  darzustellen. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 261  und  Antwort  der  Frage  76. 


-*— f-)IH— K- 


8)   Aufgraben  über  Figurenteilung. 

(Zu  Abschnitt  8.) 

a)   Gelöste  Aufgaben. 

Au^be  279.    Wie  wird  ein  Parallelo- 
gramm  durch  die  Diagonalen  geteilt?  Auflösung.     Das   Parallelogramm   wird 

durcli    die   Diagonalen   in   vier   inhalts- 

Erkl.  816.     Durch   eine   Diagonale   ent-  gleiche  Dreiecke  geteilt,  denn 
stehen  zwei  kongruente  H&lften/die  zweite  haben  sämtiich  gleiche  Seiten  (die  Diagonalen- 
Diagonale  ist  Mittellinie,  also  Flftohenhalbie-  hftlften)  und  gleichgrosse  bezw.  supplementäre 
rende  jedes  dieser  Dreiecke.  Winkel  (am  Diagonalenschnittpunkt). 


Aufgabe  280.     Wie  wird  ein  Dreieck 
durch  die  Mittellinien  geteilt? 

Figur  87. 


Auflösung.  Das  Dreieck  wird  durch  die 
drei  Mittellinien  in  sechs  inhaltsgleiche 
Dreiecke  zerlegt  Denn  es  ist  in  Figur  87 
zunächst  Ä  FC = B  FC  wegen  gleicher  Grund- 
seite  und  Höhe,  sodann  ebenso  ÄFS  =  BFSy 
also  auch  ÄSC  =  BSC.  Von  diesen  ist  aber 
wieder  jedes  durch  SD  bezw.  SE  halbiert, 
also  ist  auch: 

BSD  =  CSD  =  CSE=:ASE  =  ASF=:zB8F 
=  ^^ABC. 

Man  konnte  auch  erst  die  Gleichheit  der 
Höhen  von  Ä  und  B  auf  CF  nachweisen, 
daraus  die  Gleichheit  der  Höhen  von  £>  und  E 
auf  CS  und  so  die  Gleichheit  der  Dreiecke 
CDS  und  CES  wegen  gleicher  Höhen  und 
gleicher  Grundseite  CS. 
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Erkl.  816.  Man  kann  nach  diesem  Beweise 
leicht  Ton  einem  Dreieck  herstellen  die  Fläche, 

welche  gleich  ist  -^ABC  oder: 
o 

4-  ABC  =  -I-  ABC  =  ASB==  BSC  =  CSA 

oder  =  AFSE  =  BD8F  =  CE8D. 

(Darans  folgt  einzeln  wieder,  dass  jedes  der 
Vierecke  an  einer  Ecke  des  Dreiecks  gleich  ist 
dem  Dreieck  an  der  Gegenseite), 

^ABC,  ^ABC  =  ^ABC=  ASCBA  =  BSACB  =  CSBAC 

SU  D 

oder  =  AESDBA  =  BF8ECB  =  CDSFAC. 

Und    endlich    -^  ABC    dnrch   Auslassung 
o 

eines  der  Sechstel. 


Aufgabe  281.    In  einem  Dreieck  einen 
Punkt  zu  sndien,  dessen  Verbindnngslinien 

mit  den  Ecken  das  Dreieck  in  drei  gleiche        Auflosiuig.     Nach  voriger  Aufgabe  ist 
Teile  teUen.  dies  der  Schwerpunkt. 


Aufgabe  282.  Ein  Dreieck  in  drei  gleiche 

Tefle  zu  teüen,  Auflöiung.     Man   verbindet   eine  Ecke 

ii>.iri   Ol  9  ^^  ^^Q  Teilpunkten  der  Gegenseite  in  drei 

*^™-  *"•  gleiche  Teüe. 


1  .iL.Ä-ir.^^M~l.^J5C 


Aufgabe  283.   Ein  Dreieck  parallel  einer 

Seite  e  zu  halbieren.  Auflösung.  Man  halbiert  a  (oder  h)  in  i>, 

»  «-«  ««o    -rx    .    1    ^,t^      \  ^^  .  ^  ^  schneidet  durch  die  Mittelsenkrechte  in  D 

,  ,^W.818.  Dreieck  C^'ö  und  C5^  haben  ^^^  Halbkreis  über  a  in  ^,  verbindet  CE 

gleiche  Wmkel;^ihrelnhdtev^^^^^^             also  ^^  ^^^  ^^^^  StreckS^  als  cFauf  a  ab. 


nach  Satz  19  wie  CF  :CB.    Nun  ist:  ^^^  ^^^y^  jr  die  Parallele  FG  zu  c,  so  ist 

Also: 


CF^  =  CE^  =  CB' CD  =  CB'—  =  ^CB*.  ^^^  die  gesuchte  Teüungßlinie  (vgl  Fig.  80). 


CF^ :  CB^  =  1:2. 
Folglich  auch: 

CFG  =  1-CBA 

und  ^ 

ABFG  =  ABC—  CFG  =  ABC  — ^  ABC  =  4-^^^- 

^  2 


Aufgabe  284.     Ein  Dreieck  von  einem 

?ÄL?*^^  *  ^'^'^''''''  ^"^*'  ^  '''''        Auflösung.    Man  zieht  PB,  halbiert  * 
zu  naiDieren.  ^  j^^  ^.^j^^  ^^  H  p^  ^^  verbindet  P2>. 

Erkl.  819.    Da  E  Mittelpunkt  von  b  ist,  Dann  ist   PD   die  verlangte  Teilungslinie, 
so  ist:  (Man  vergl.  hiezu  Figur  61.) 

BEC=i^ABC=z  CED  +  DEB=  CED  +  DEP=  CPD, 


also  auch:  ^  < 

PD^^  =  ABC—  CPD  =  ABC  --^ABC  =  --^ÄBC. 

2  2 
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An^be  286.  Ein  Dreieck  dnrch  einen 
von  Ä  aasgebenden  Linienzag  in  n  gleiche 
Teile  zn  teilen. 

Figur  88. 


AnflStiiBg.  Damit  die  von  Ä  ausgehende 

Linie  AD  das  Dreieck  ÄBD  =  —ABC 

n 

abschneide,   muss  BD  =  -^BC  sein;    da- 
durch ist: 


ADC=ABC—ABD  = 


ABC. 


Damit  nun  die  von  D  ausgehende  Linie 

DE  wieder  das  Dreieck  ADE  =  ^ABC 

n 

abschneide,   muss  ADE  =  ^_^  -  ADC 


--AC  sein. 


werden,  also  muss  AE  =  - 

Ebenso    wird    EDF  =  — ABC\    wenn 


Erkl.  820.  In  Figur  88  ist  Teüung  in  vier  DF  = 


gleiche  Teile  gewählt    Da  Bi)  =  -r-,  so  ist: 

4 


n  — 2 
EDC 


DC  wird,  denn: 
w  — 2 


-ABC. 


ABD  = 


ABC 


ADC  =  ^ABC, 
4 


Da  nun  wieder  AE=.  -^,  so  ist: 
o 

ADE  =  ^ADC  =  ~^ABC  =  ^ABC, 

also:  1 

EDC  =Y  ABC. 


Man  teile  also  der  Reihe  nach  die  auf  a 
und  b  erhaltenen  Strecken  in  n,  n  —  1, 
«  --  2,  n  —  3  •  •  •  Teile  und  verbinde  jeden 
Teilpunkt  mit  dem  nächstliegenden  der  andern 
Seite. 


Da  femer  DF=  -^DC^  so  ist: 

EDF=z^EDC  =i^ABC. 
Folglich: 
ABD^  ADE  =  EDF  =  FEC  =  ^ÄBC. 


Anflgabe  886.     Man   soll   ein   Dreieck 
teilen  im  Verhältnis  (n  — 2):n.  Auflösung.    Nach  voriger  Aufgabe  ge- 

schieht dies,  indem  man  eine  Seite  in  n, 
Erkl.  821.    In  Figur  88  ist  ÜB  in  vier,  die  andere  in  n  —  1  Teile   teilt   und    die 


CA  in  drei  Teile  geteilt,  also 

«  =  4,    n--2  =  2, 

ABDE=^ABC=  ^^BC, 


CED  = 


ABC=:^-^ABC. 


letzten  Teilpunkte  DE  verbindet.   Dann  hat 

2 
das  Viereck  AB  DE  — ,  das  übrig  gebliebene 

Dreieck  CED  ^^-^  der  Gesamtfläche  (vgl. 
Figur  88). 


Allgemein  wird  immer: 


also: 


ABDz=^ABC,     ADE: 
n 

2 


n 


ABDE=z^ABC, 
n 

CED  =  ABC—ABDE  =  ^^^ABC. 
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Aufgabe  287.  Man  soll  ein  Dreieck  in 
drei  gleiche  Teile  teilen  durch  Teilongslinien, 
welche  von  einem  Punkte  D  im  Innern 
ansgehen  and  von  denen  eine  durch  die 
Ecke  A  geht 


H  B 

Erkl«  822.  Die  erste  Verwandlnng  ist  die 
einfachere,  wenn  der  Winkel  BAE  vergrössert 
wird,  damit  der  Winkelschenkel  anf  ^Z>  kommt. 
Denn  dabei  fallt  das  erhaltene  Tcdldreieck  ganz 
innerhalb  ABC, 

Bei  der  zweiten  Verwandlnng  dagegen ,  wo 
der  Winkel  CAF  verkleinert  werden  mnss, 
um  seinen  Schenkel  anf  AD  fallen  zn  machen, 
ragt  das  entstehende  Dreieck  ACJ  über  ABC 
hinans.  Dabei  mnss  dann  erst  wieder  die  Spitze  J 
anf  den  Umring  des  Dreiecks  ABC  nach  K  ver- 
bracht werden. 

Erkl.  828.  Die  entstehenden  Drittel  des 
Dreiecks  ABC  sind : 

1)  Dreieck  ADH=^aBC, 

o 

2)  Viereck  HDKB  =  \-ABC, 

o 

8)  Viereck  ADKCA  mit  einspringendem 
Winkel  D=i^ABC. 


Auflösung.  Man  kann  das  Dreieck  in 
drei  Teüe  teilen  durch  die  Linien  von  A 
nach  den  Teilpunkten,  welche  die  Seite  a 
in  drei  gleiche  Teile  teilen.  Ist  davon  die 
erste  ^  j^  in  Figur  39,  so  kann  der  Winkel 
BAE  des  Dreiecks  BAE  zunächst  vei^ 
wandelt  werden  in  BAG,  wenn  EG  ||  BA. 
Sodann  kann  die  Seite  AG  unter  Beibehal- 
tung der  Richtung  AB  verwandelt  werden 
in  AD^  so  dass: 

^ADH=z  AGB  =  AEB  =  \^  ABC. 

o 

Die  zweite  Teilungslinie  AF  liefert  zu- 
nächst Dreieck  ACE.  Dessen  Winkel  CAf 
wird  verwandelt  in  CAJ^  indem  FJ\^AC, 
Von  dem  entstehenden  Dreieck  A  CJ  schneidet 
man  nun  das  bereits  in  passender  Lage  be- 
findliche Stück  ADC  B\i  und  verbringt  die 
Spitze  J  des  übrigen  Dreiecks  DCJ  nadi  K, 
indem  JK\\  CD,    Dann  ist: 

^ABC  =  ^ACF=z£^ACJ==ACD'\-CDJ 
i=  ACD  +  CDK  =  ADKCA. 

Das  zwischen  den  Linien  DH  und  DK 
verbleibende  Stück  DHBKD  muss  nun  als 
Best  zu  den  zwei  erhaltenen  Dritteilen  eben- 
falls ein  Drittel  des  Gesamtdreiecks  sein. 


Aufgabe  288.  Man  soll  von  einem  Drei- 
ecke den  n  ten  Teil  abteilen  durch  eine  Tei- 
lungslinie, welche  von  einem  Punkte  D 
im  Innern  ausgeht  und  nach  einem  ge- 
gebenen Punkte  P  auf  einer  Seite 
geht 


Auflösung.  Ist  DP  in  Figur  90  die 
gegebene  Strecke,  so  muss  von  D  aus  eine 
Linie  gefunden  werden,  welche  mit  DP  und 
dem  Winkel  ß  den  verlangten  Bruchteil  ab- 
schneidet Teilt  man  nun  PC  in  n  gleiche 
Teile  und  nennt  E  den  bei  B  zunächst  lie- 
genden Teilpunkt,  so  ist: 

ABE=i^ABC. 
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Figur  90. 


Es  mii88  also  ÄBE  verwandelt  werden 
in  eine  Figur  mit  Winkel  BPD  and  Seite  PD. 
Zn  dem  Zwedie  zieht  man  DE  nnd  parallel 
dazu  PF.    Dann  ist: 

ABE^¥tjdex^ABEDFÄ  +  ^DFE, 
und  DFE=DPE,  also: 

ÄBE  =  Fünfeck  ÄBPDFÄ. 

Nun  ist  noch  die  gebrochene  Linie  DFA 
in  eine  Gerade  zn  verlegen,  also  Winkel  DAF 
des  Ih'eiecks  zu  verwandeln  in  2>^C,  indem 
tG\\BA  gezogen  wird.  Dann  ist  ADF  = 
ADG,  also: 

Fflnfeck  ABPDQA  =z  A^BE  =:  ^ABC. 


ErU.  824.    Man  hat  in  Figur  90: 

^ABC=ABE=z  Fünfeck  AB E D FA  + /SI>EF —Jftiifeck  ABEDFA  +  /\DEI 
^  =  Fünfeck  ABPDFA  =  Viereck  ABPDA-i-^ADF 


=  Viereck  ABPDA+/\ADG  = 

Die  vorliegende  Aufgabe  ist  ein  besonderer 
Fall  der  allgemeinen  Aufgabe,  das  ^  ABC 
durch  n  — 1  an  DP  anschliessende  Linien 
in  n  gleiche  Teile  zu  teilen.  


:  Fünfeck^ BP/) Ö^. 


Anfigabe  289.    Ein  Parallelogramm  von 
einer  Ecke  aus  in  n  gleiche  Teile  zu  teilen. 

Figur  91. 


Erkl.  825.   In  Figur  91  ist  nur  die  Teilung 
in  ungerade  Anzahl  (fünf)  vorgezeichnet.    Jedes 

der  einzelnen  Teildreieckchen  ist  —  des  ganzen 

Parallelogramms,  also  gibt  je  das  der  Diagonale 
rechts  und  links  anliegende  Zehntel  als  Summe 
ebenfalls  ein  Fünftel  des  ganzen.  ^^^ 


AüflSsung.  1)  Ist  a  eine  gerade  Zahl, 
so  muss  die  Diagonale  unter  den  Teilungs- 
linien sein,  also  braucht  nur  noch  jedes  der 

Dreiecke  in  y  Teile  geteilt  zu  werden. 

2)  Ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  2 n 
eine  gerade ;  teilt  man  also  jedes  der  durch 
die  Diagonale  gebildeten  Dreiecke  in  n  gleiche 
Teile  und  nimmt  je  zwei  benachbarte  solcher 
Teile  zusammen,  so  erhält  man  wieder  die 
verlangte  Teilung. 


Aufgabe  290.  Ein  ParaUeltrapez  in  n 
gleiche  Teile  zu  teilen. 

Erkl.  826.  Während  der  erste  Teil  neben- 
stehender Auflösung  ohne  weiteres  klar  ist, 
wird  der  zweite  in  Figur  92  dargestellt  für 
»  =  5.  Man  sieht  dabei,  dass  auch  durdi  einen 
geschlossenen  Linienzug  Teilung  stattfinden  kann, 
anch  wenn  bei  demselben  ein  Ausgangs-  oder 
Zwischenpunkt  fest  gegeben  ist.  Nur  kann  da- 
bei nOtig  werden,  überschlageue  TrapeiTe  zu  be- 
nutzen, deren  einer  Teil  dann  negativ  anzusetzen 
wäre.  Man  kann  aber  auch  diese  letzte  Linie 
verlegen,  so  dass  sie  am  Schenkel  endet 


Auflösung.  1)  Teilt  man  beide  Gmnd- 
seiten  je  in  n  Teile,  so  bilden  die  Verbin- 
dungslinien   der    Teilpunkte    Trapeze,    bei 

welchen  die  Summe  der  Grundseiten  je 

der  ganzen  Summe   bildet,    also   sind 
inbaltsgleich. 

2)  Teilt  man  die  Mittellinie  in  n  gleiche 
Teile  und  zieht  durch  dieselben  beliebige 
Linien,  die  einander  nicht  innerhdb  des 
Trapezes  trefifen,  so  bildet  jedes  Paar  ein 


n 
aUe 
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Trapez,   dessen  Mittellinie  -^  des  ganzen 

ist,    das  also   bei  gleicher  Höbe   gleichen 
Inhalt  hat 


Fignr  92. 


Aufgabe  291.  Ein  beliebiges  Vieleck 
durch  Linien  ans  einer  Ecke  ^  in  n  gleiche 
Teile  za  teilen. 

Figur  93. 


Auflösung.  Man  verwandelt  das  Vieleck 
in  ein  Dreieck  mit  Spitze  A  und  etwa  der 
Richtung  BC  als  Grandseite.  Teilt  man  dann 
die  erhidtene  Strecke  BM  inn  gleiche  TeQe, 
so  süid  Teilangslinien  des  Dr^edcs  von  A 
nach  diesen  TeUpunkten  auch  Teilangslinien 
des  Vielecks.  Geht  eine  solche  Teilangslinie 
über  das  Vieleck  hinaus,  so  wird  sie  so  ver- 
legt, dass  sie  auf  den  umring  des  Vielecks 
fällt 

Ist  dieser  Vorgang  von  der  Seite  AB 
(und  etwa  auch'  von  AF)  aus  beiderseits 
soweit  durchgeführt,  so  bleibt  ein  Vieleck 
von  geringerer  Seitenzahl  übrig,  welches 
nochmals  durch  Linien  von  A  aus  —  in  ge- 
ringere Anzahl  —  zu  teilen  ist. 


Erkl.  887.  In  Figur  93  fallen  die  Teilungs- 
linien ÄH  und  AJ  in  das  Vieleck,  also: 


ABH  =  AHJ  = 


—  ABM=^ABCDEF. 
n  n 


AK  trifft  BM  ausserhalb  C,  daher  wird  gesetzt: 
/SAJK  =  AJC  +  ACK  =r  ÄJC-\'ACL  =  AJCL, 
indem  KL\\AC,   Also  Ist  die  nächste  Teilungs- 
linie AL  statt  AK^  und  Viereck: 

AJCL  =:^AJK=—  ABC  DBF, 
n 

Dann  braucht  das  Vieleck  ALDEF  nur 
noch  in  n  —  3  Teile  geteilt  zn  werden,  oder  in 
noch  weniger,  wenn  man  anderseits  mit  AFE 
ebenso  verfährt,  wie  mit  ABC,  


Aufgabe  292.  Ein  beliebiges  Vieleck 
durch  Linien  von  einem  Punkte  P  des  üm- 
fanges  aus  in  n  gleiche  Teile  zu  teilen. 


Auflösung.    1)  Die  Aufgabe  ist  auf  die 
vorige  zurückjgefOhrt,  wenn  man  das  Vieleck, 
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statt  alB  n-Eck,  betrachtet  als  n-f-lEcki 

welches   im   Pimkte    P   einen   gestreckten 

ErU,828.  Sind  einige  Teilungen  ansgefllhrt,  Winkel  hat. 

80  kann  man  wieder  da«  übrig  bleibende  Vieleck        2)  Die  Lösung  besteht  wieder  darin,  dass 

^3??!?«^5i?'?®}?^l'^!.'!^i'*!!?^^^  man  das  Vieleck  verwandelt  in  ein  Dreieck 

mit  Spitze  P  und  Grundseite  in  der  Bichtnng 
einer  der  anstossenden  Vielecksseiten,  dann 
dieses  Dreieck  in  n  Teile  teilt  und  die  Tei- 
lungen desselben  auf  das  Vieleck  überträgt 


haltenen  Ecke  P  in  die  noch  übrig  gebliebene 
Anzsüü  Teile  teilen 


Angabe  293.  Ein  beliebiges  Vieleck 
von  einem  gegebenen  Funkte  P  im  Innern 
aus  durch  Tdlungslinien  im  Anschluss  an 
eine  der  Lage  nach  gegebene  erste  Teilungs- 
linie in  n  gleiche  Teile  zu  teilen. 


AufiSiung.  Man  verwandelt  wieder  das 
ganze  Vieleck  in  ein  Dreieck  mit  dem  ge- 
gebenen Punkte  P  als  Spitze  und  der  ge- 
gebenen zusammen  mit  einer  anstossenden 
Seite  als  Seiten  und  verfährt,  wie  bei  den 
vorigen  Aufgaben. 


b)  UngelSste  Aufgaben. 

Anflgabe  294.    In  einem  Dreieck  einen 
Punkt  zu  suchen,  dessen  Verbindungslinie        *    ,    ^  t^.     a  xi-  ji         a  i? 

mit  den  Seitenmitten  das  Dreieck  in  drei        Andeutung.    Die  Auflosong  dieser  Auf- 

gleiche  Teüe  teüt.  ^^^   "»*   ^^   ^^^  Auflösung  der  Auf- 

^  gaben  280  und  281. 


Aufgabe  295.  Man  zeichne  ein  Drittel  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
eines  Dreiecks  als  Dreieck  mit  gleicher  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
Grundseite,  gaben  280  und  281. 


Au^be  296.     Em  Dreieck  in  4,  5,  6 
gleiche  Teile  zu  teilen.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe  ist   analog   der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 282. 


Aufgabe  297.   Ein  Dreieck  parallel  einer 
Seite  in  drei  gleiche  Teile  teilen.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe  ist   analog   der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 288. 


Aufigabe  298.  Ein  Dreieck  in  drei  gleiche 
Teile  teilen  vom  gegebenen  Punkte  P  des        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Umfangs.  gäbe   ist   an^og   der  Auflösung  der  Auf- 

gabe 284. 


Angabe  299.     Ein  Dreieck  in  8,  5, 
6  Teile  teilen  durch  einen  Linienzug  von  C       Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
ans.  gäbe   ist   analog   der  Auflösung  der  Auf- 

gabe 286. 
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Angabe  300.     Von  einem  Dreieck   «, 

1  A    1    A  «    o   w    als  Dreieck    ab-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

2  »    5  '    3  '    7    «•  8-  w.   als  meiecK   ao-  ^^^    .g^,    ^^^^^   ^^^  Auflösung  der  Auf- 

schneiden.  gäbe  286. 


Aufgabe  301.    Ein  Dreieck  zu  halbieren 
im  Anschluss  an  eine  gegebene  Linie  AD.        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe   ist   analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 287. 


Aufgabe  302.   Ein  Dreieck  zu  halbieren 
im  Anschluss  an  eine  gegebene  Linie  FD.         Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe  ist   an^og    der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 288. 


Aufgabe  303.   Einen  Bhombus  von  einer 
Ecke  aus  in  3,  4,  5  Teile  zu  teilen.  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe   ist   analog   der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 289. 


Aufgabe  304.    Ein  ParaUeltrapez  durch 
einen  Linienzug  von  einem  gegebenen  Punkte        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
aus in  4|  6,  7  Teile  zu  teüeü.  gäbe    ist   analog    der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 290. 


Aufgabe   305.     Von    einem    gegebenen 
Vieleck  eine  gegebene  Fläche  abzuschneiden        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
durch  eine  Teüungslinie  von  einer  Ecke  ^  aus.  gäbe    ist   an^dog   der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 291. 


Aufgabe   306.     Von    einem   gegebenen 
Vieleck  eine  gegebene  Fläche  abzuschneiden        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

durch  eine  Teilungslioie  von  einem  Punkte  F  gäbe    ist    andog  der  Auflösung  der  Auf- 

des  ümfangs.  gäbe  292. 


Aufgabe   307.     Von    einem   gegebenen 
Vieleck  eine  gegebene  Fläche  abzuschneiden        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
durch    eine  Teilungslinie  im  Anschluss  an  gäbe   ist   analog   der  Auflösung  der  Auf- 
eine Teilungslinie  AD.  gäbe  293. 


Aufgabe    308.     Von    einem   gegebenen 
Vieleck  eine  gegebene  Fläche  abzuschneiden        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
dur ch   eine  Teüungslinie  im  Anschluss   an  gäbe    ist   ansdog    der  Auflösung  der  Auf- 
eine Teilungslinie  DF.  gäbe  293. 


Aufgabe  309.   Ein  Trapez  oder  Parallelo- 
gramm (Rechteck,  Quadrat)  von  einem  Punkte        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

der  parallellen  Seiten  aus  in  n  gleiche  Teile  gäbe   ist   au£dog    der  Auflösung  der  Anf- 

zu  teilen.  gäbe  290. 
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Anflg^be  310.    Desgleicbeii   von  d&em 
beliebigen  Paukte  der  ZeichniiDgsebene  aus.        Andeutung.    Die  Anflösong  dieser  Auf- 
gabe  ist   aniJog   der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 290. 


Aufgabe  311.    Man  beweise,  dass  jede 
beliebige  Linie  durch  den  Hittelpunkt  eines 

Parallelogramms    dasselbe   in  zwei  gleich-        Andeutung.     Man  untersuche  die  zen- 
grosse  Flächen  teilt.  trische  Symmetrie. 


Au^be  812.   Welche  Beschränkung  er- 
fährt vorige  Angabe  für  eine  Linie  durch        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
die  Mitte  der  Mittellinie  des  Trapezes?         gäbe   ist   anidog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 290. 

>»  -tÄl'  ■■<■ 


9)   Aufgaben  über  das  srraphische  Rechnen. 

(Zu  Abschnitt  9.) 

a)  GelSste  Aufgaben. 

Aufgabe  313.   Man  konstruiere  die  Qua- 
dratwurzehi  aus  den  Zahlen  der  natürlichen        Auflosung.     Da  Wurzel  aus  1  selbst  1 
Zahlenreihe  1,  2,  3  •  •  •  igt^  g^  l^anu  m^n  die  Wurzel  aus  2  erhalten 

als  Hypotenuse  eines  gleichschenkligen  recht- 

Figur  94. 
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winldigen  Dreiecks  mit  Katheten  =  |/r'=  1« 
Denn  nach  dem  pythagoreischen  Lehrsatze  ist; 

Srkl.  829.  Zeichnet  man  die  Qnadratwnrzeln  1  -f  1  =  (  Y^Y  =  2. 

aZ  ^«!'^«h«\Zahlenr^he  in  der  nebenstehen-  pemer  entsteht  i/F  als  Hypotennse  eines 
den  Weise  nach  Figur  94,  so  bilden  die  End-  •.ßchtwinklio-ftn  HrftiAot«  AmImi  aItia  KjitJiAt« 
punkte  der  erhaltenen  Hypotenuse  die  Punkte  recütwinkügen  llreiecks,  dessen  eine  Kathete 
einer  Kurve,  welche  in  spiralförmiger  (Jestalt  V2  ist,  dessen  andere  Kathete  die  Einheit 
ausgeht  vom  Punkte  1  und  sich  in  Windungen  ist«    Denn  man  hat  Tvieder: 

um  den  Mittelpunkt  (0-Punkt)  stets  weiter  von         ( i/q\^ _li2  —  q_l.i  — f  i/5^* a 

demselben  entfernt,   aber  erst  nach  unendlich  „    VK-^y  -r^  '^  IT    „\       L  T    \ 
vielen  Windungen  ins  Unendliche  gelangt.  ^o  kann  man  ans  jeder  Zahl  n  die  Quadrat^ 

Dieselbe  wird  die  Archimedische  Spirale  Wurzel  erhalten,  wenn  man  die  Worzel  ans 
ffenannt  nach  dem  Mathematiker  Archimedes  von  der  um  1  kleinem  Zahl  kennt  und  dieselbe 
Syrakus  (f  212  v.  Chr.).  als  eine  Kathete  und  die  Einheit  als  zweite 

Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  be- 
nutzt.   Dann  ist: 
firid.  880.  Um  aus  einer  bestimmten  Zahl  x  (i/zrzm^  j_i2  —  •,_-_ij_i  —«--/'  ^/Z^* 
die  Quadratwurzel  zu  konstruieren,  braucht  man  \ ;       //  Z"    tT    x      "^  ^T        J^  .    i  ' 
nicht   die   ganze  Spuale   von  Anfang  an  zu  -^"^    ist^die  Hypotenuse    dieses  Dreiecks 
zeichnen,  sondern  nur  von  der  letzten  vorher-  gleich  Y**» 

gehenden  Qua^atzahl  aus.  Aber  auch  so  lassen        j^  dieser  Reihe  sind  natürUch  auch  die 
sich  vielfache  Veremfachnngen  anbringen  durdi  Quadratwnrzehi  der  Quadratzahlen  selbst  ent- 
passende Zerlegungen  der  zu  radizierenden  Zahl.  JJl,?  •"'^*"  ^^  ^u»u^»wwuucu  dcxuöu  »i. 
Man  vergleiche  die  folgenden  Aufgaben.             **^^®°»  ^^^^^  ^^^^  irrationale  sondern  ratio- 
nale Zahlen  liefern,  deren  LSngen  also  mit 
der  Einheit  nicht  inkommensurabel,  sondern 
kommensurabel  sind.    So: 


1/4  =  2,   >/9"=  8  u. 


s.  w. 


ÄnflB^abe  314.    Man  konstruiere  Quadrat- 
wurzel aus  53.  Auflösung.    Um    /53    zu   konstruieren 

ErkL  881.    Andere  Zerlegungen  für   l/63  verlegt  man  53  in  49  +  4,  zeichnet  also  ein 

YTlresi :  rechtwmkbges  Dreieck  mit  Katheten  7  nnd  2. 

58  =  52  + 1  =  4«18  + 1,  Dann  ist  die  Hypotenuse  gleich: 

also  Vl3  aus  Figur  74  und_em  rechtwinkliges  1^7« +  2«  =  \/49  +  4  =  >/53- 

Dreieck  mit  Katheten  2-1/13  und  1,  denn:  Oder  man  zerlegt  53  in  196  —  143,  seich- 

(2\/l3)*  +  l«  =  4.13  +  1  =  53;  »et  erst  143  als  yi2«  — 1  und  dann: 
Femer:          53  =  50  +  8  =  25.2  +  8,  53«  =  14«  —  ( \/l43)*. 

also  v^sT und  \/8~ aus  Figur  94  und_ein  recht-  Dann  ist  \/58  die  Kathete  des  entstehenden 

winkliges  Dreieck  mit  Katheten  5.  \/2  und  YW,  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  Hypotenuse  14 

denn:      _  und  Kathete  \/U8. 

(5\/2)*  +  (|/3)*  =  50  +  3  =  53; 
EndHch:         53  =  54  —  1  =  9-6  —  1, 
also  VW  aus  Figur  94  und  em  rechtwinkliges 
Dreieck  mit  Hypotenuse  3*  \/6  nnd  Katbete  1, 
denn: 

(3|/e^«_-12  =  9.6  —  1  =  53.-.u.8.  w. 


Aufgabe  315.     Wie   lauten   die   geo- 
metrischen Ausdrücke  in  algebraischer        .    -.^  .^„.       ,  «  ,  t^« 
Ausdrucksweise?                                                  ^Ä^"^'    Während  Smmne  und  Diffe- 
renz beiden  Ausdrucksarten  gememsam  smd, 

Brkl.  882.     Man  Yertauscht  oft  auch  in  !J>  entsprechen  sidi  Eechteck  und  Produkt^ 

geometrischen  Sätzen  das  Wort  Rechteck  gegen  Quadrat  nnd  zweite  Potenz.    Daher  heisst 

Produkt.    So  ist  der  Satz  über  die  „Fläche  des  etwa   der  pythagoreische  Lehrsatz   in  al* 

Dreiecks  gleich  dem  halben  Produkte  aus  gebraischer  Ausdmcksweise: 
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Gmiidseite  nnd  Höhe"  eigentlich  algebraisch  ans- 
gedrflckt.  Dieser  Satz  wird  eben  auch  meist 
in  der  Bttcksicht  gebraucht ,  den  rechnongs- 
massigen  Wert  der  Dreiecksfläche  aoszndrttcken. 

Erkl«  888.  Eine  gleichfalls  algebraische 
Ansdracksweise  sind  die  Proportionen.  Darans 
entnimmt  man  anch  die  Worte  „proportional** 
nnd  „mittlere  Proportionale",  z.  B.  die  Höhe 
des  rechtwinkligen  Dreiecks  (Halbsehne)  ist  die 
mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen 
den  Absc£iitten  der  Hypotenuse  (des  senkrech- 
ten Durchmessers). 


Die  zweite  Potenz  einer  Dreiecksseite 
ist  gleich  der  Summe  der  zweiten  Po- 
tenzen der  andern  Seiten  vermehrt  oder 
yermindert  um  das  doppelte  Produkt  aus 
der  einen  Seite  und  deren  Projektion  auf 
die  andere. 

Und  ebenso  der  Satz  von  der  Höhe  bezw. 
Halbsehne: 

Die  zweite  Potenz  der  Höhe  im  recht- 
winkligen Dreieck  (einer  Halbsehne)  ist 
gleich  dem  Produkt  der  Abschnitte  der 
Hypotenuse  (des  senkrechten  Durchmessers). 


druck 
sind. 


Angabe  316.    Man  konstruiere  den  Aus- 

-jr-,  wo  a,  &,  Ä  gegebene  Strecken 

Auflösung.     Man   zeichne   ein  Dreieck 
mit  Seite  a,  A  ==  hat  und  h  als  Seite  b,  dann 

ErU,  884.  Nach  Antwort  14  ist  der  Inhalt  ist  die  Höhe  hh  dieses  Dreiecks  gleich  ^-j-» 

—  ,  also  aha  =  hhh, 


des  Dreiecks 

O'ha 


2 


Ä5  = 


b 


Aufjgabe  317.    Man  konstruiere  das  Glied 
X  in  der  Proportion  b:a  =  h:x,  yro  a,  b,  h  ^.^ 

gegebene  Strecke  sind.  AuflSsung.    Da  o;  =  -^  wird,  so  Ist 

die  Lösung  genau  wie  die  vorige. 


Aufjgabe  318.    Man  konstruiere: 
l/(a  +  6)(a-&) 
ans  den  Strecken  a  und  b. 

Erkl.  885«  Man  kann  auch  a-^-b  und  a—b 


Auflösung.    Da: 

(a  +  b)(a-b)  =  a^- 


52, 


als  Durchmes^erabschnitte  an  einander  antragen  »o  ist  Vo^-&«  Kathete  in  einem  recht- 
und  die  Wurzel  aus  dem  Produkt  als  senkrechte  winkhgen  Dreieck  mit  Hypotenuse  a  und 
Halbsehne  erhalten.  Kathete  b. 


Aufgabe  819. 
druck 


Man  konstruiere  den  Aus- 


Ya*  +  bi 


=  X. 


Auflösung.  Nach  Antwort  43, 1)  ist  der 
Ausdruck  x  der  Wert  der  Höhe  in  einem 
rechtwinkligen  Dreieck  mit  Katheten  a  und  b. 


Erkl.  886.  Unmittelbare  Lösung  liefert  erst 
l/a«  +  &2  als  Hypotenuse,  dann  a-ft  als  Becht- 
eck,  und  dies  zu  verwandeln  in  ein  anderes 
mit  Seite  Vä^+  b*  und  zweiter  Seit©  x. 


Aufgabe  320.    Es  soll  die  Fläche: 
konstruiert  werden. 


Auflösung.  Nach  Antwort  der  Frage 
43,  5)  ist  der  gegebene  Ausdruck  der  Wert 
der  Fläche  des  rechtwinkligen  Dreiecks  mit 
Höhe  h  und  Hypotenusenabschnitt  p. 
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Ati^be  321.    Den  Ansdmck: 
zn  konstruieren. 


Auflösung.  Der  Aosdrack  ist  der  Wert 
der  Seite  a  eines  schiefwinkligen  Dreiecks 
mit  den  Seiten  6,  c  und  h  als  Höbe  he. 


Erkl*  887*  Die  unmittelbare  Lösung  wttrde 
weit  umständlicher  sein,  und  hätte  auch  den 
pythagoreischen  Lehrsatz  zu  benützen.     


An^be322.  Man  konstruiere  die  Strecke: 


Aufl58 
linie  nie  im 


Erkl*  838.  Aehnliche  Aufgaben  erhält  man 
aus  Abschnitt  5  in  grosser  Menge.  


Der  Ausdruck  ist  die  IkQttel- 
lieck  mit  Seiten  a,  b,  e. 


Aufgabe  323.  Eine  gegebene  Dreiecks- 
fläche jP  soll  dargestellt  werden  als  ein 
Bhombus,  dessen  eine  Diagonale  gleich  der 
Seite  ist. 

Figur  95. 


Erkl.  889.  In  Fignr  95  ist  ^BC  das  ge- 
gebene Dreieck,  A BD  das  gleichseitige  Drei- 
eck  mit  Seite  AB  =  g,  also  DE  die  Höhe 

Ä,  =  ^^ — .    Dann  ist  abgetragen  EF  z=  ED 

(das  ursprüngliche  Dreieck  ABC  wurde  zur 
Vereinfachung  der  Fignr  so  gewählt,  dass  F 
mit  dem  HOhenfasspunkte  zusammenfällt)  und 

h  gemacht.  Also  ist  Becht- 


FG  =  -^FC  = 
o 


ecy.EFGH=^h.  =  J^==l^.    Wird 

endlich  FG  =  FJ  gemacht  und  über  der  Strecke 
EF+FJ  =  EJ  ein  Halbkreis  gezeichnet,  so 
liefert  dessen  Schnittpunkt  K  mit  FG  die 
Quadratseite  FK  ==  a. 

Mit  dieser  Seite  wird  dann  das  Rhombus 
PQRS  konstruiert,  worin  PQ=zPli=QRz=a, 
also  ist: 

Dreieck  ^5C  =  Rhombus  PQRS, 


Auflösung.  Die  Fläche  des  Bhombns  ist 
das  halbe  l^odokt  der  Diagonalen.  Warn 
nun  eine  Diagonale  gleich  den  Seiten  ist,  so 
ist  die  Hälfte  des  Rhombus  ein  gleichseitiges 

Dreieck,  also  die  Höhe  yl/s"  dieses  Drei- 
ecks die  lialbe  Diagonale  des  Rhombus,  die 
ganze  demnach  a  y  3,  der  Inhalt  -q-^^' 
Soll  dies  gleich  F  sein,  so  wird: 

Ist  also  bei  dem  gegebenen  Dreieck  die 
Grundseite  g  und  Höhe  h,  so  wird: 

F«— ,a-y— -  y  —3—. 
Um  diesen  Ausdruck  zu  konstruieren,  zeichnet 

man   zunächst   den   Ausdruck    h^  =  -^-j— 

als  Höhe  des  gleichseitigen  Dreiecks  mit 
gleicher  Gmndseite  g.    Dann  hat  man  noch 

a  =  y      '  \  Zeichnet  man  also  das  Recht- 

2 
eck  mit  einer  Seite  h^,  anderer  Seite  -^K 

2h'h, 


so   wird   dessen  Inhalt 


3 


und  wenn 


dieses  Rechteck  in  ein  Quadrat  verwandelt 
wird,  so  ist  die  Seite  eines  Quadrats  die 
gesuchte  Rhombusseite. 
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Aufgabe  324.  Man  soll  eine  gegebene 
Strecke  a  so  teilen,  dass  die  Differenz  der 
Quadrate  beider  Teile  gleich  wird  dem  Recht- 
eck der  ganzen  Strecke  a  and  einer  gege- 
benen Strecke  h, 

Erkl.  840.  Der  Teilnngspnnkt  der  Strecke  a 
wird  ein  innerer  Teilpnnkt,  wenn    "T    <1  a, 


also  wenn  &<o  ist.    Dann  ist  x  = 


_  g  +  ft 


der  Best  a  ■ 


2 


Und  man  hat : 


(-^-}-(-2-)=T-  =  -^- 
Wird  b  =  a,  so  wird  o;  =  a,  der  Best  0. 
Wird  ft>a,  so  wird  x'p^a,  der  Teilpnnkt 
wird  ein  äusserer.    Die  zweite  Strecke  wird 

ft  — o 

— - — ,  nnd  man  hat  wieder: 


Auflösung.  Bezeichnet  man  die  Seite 
des  grösseren  der  beiden  Quadrate  mit  x, 
80  muss  die  kleinere  a  —  x  sein,  also: 

x2  — (a  — ar)2  =  ab. 
Demnach : 

a?2  — o2-|_2aa?  — a?«  =  ah 
und 

2ax  =z  ah  +  a'^ 
oder: 

ah  +  a^         h  +  a 

X  = ■ =  — ' . 

2a  2 

Nimmt  man  also  für  x  die  halbe  Summe 
der  Strecken  b  und  a,  für  die  andere  Seite 
den  Best,  so  ist  die  Aufgabe  befriedigt. 


Figur  96. 


Au^be  325.  Es  sind  zwei  gerade 
Linien  und  ein  Punkt  P  gegeben.  Man  soll 
durch  P  eine  Linie  ziehen,  welche  mit  den 
Schenkeln  des  geschnittenen  Winkels  ein 
Dreieck  von  vorgeschriebener  Grösse  jPbildet. 


ErU.  841.     Wenn  DQP=CQF  +  BEP 

und  zugleich:  

DQP:CQF:BEP=DP*iCF^:BP^j 
80  wird  einzeln: 


nnd 


CQF:DQP=  CF^iDP^ 


BEP'.DQP—  BP^'.DP^j 
also  durch  Addition  der  Brüche  mit  gleichem 

Kenner:  

(CQF  +  BEF)  :  DQP=(CF^  +  BP*)  :  DP*. 


Auflösung.  Es  kommt  in  Betracht  1)  der 
den  Punkt  P  selbst  enthaltende  Winkelraum, 
und  in  diesem  Baum  kann  nur  eine  Fiäche 
oberhalb  gewisser  Grösse  erhalten  werden; 
2)  in  denjenigen  Winkelräumen,  für  welche 
P  im  Nebenwinkel  liegt,  kann  eine  beliebig 
grosse  oder  kleine  Dreiecksgrösse  bis  zur 
unteren  Grenze  Null  erhalten  werden;  3)  der- 
jenige Winkelraum,  für  welchen  Pim  Scheitel- 
winkel liegt,  bleibt  ganz  ausser  Betracht. 
Für  jeden  der  in  Angriff  genommenen  FäUe 
kann  jedenfalls  die  gegebene  Flüche  F  dar- 
gestellt werden  als  Parallelogramm  mit  dem 
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Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  1  ist,  so 
musB  dies  anch  von  der  rechten  gelten,  also: 

Erkl.  842.  Würde  P  in  Figur  961  näher 
an  i)  als  an  B  rücken,  so  würde  die  Aufgabe 
unmöglich,  weil  der  Wert  für  CF  imaginär 
wird,  wenn  unter  dem  Wurzelzeichen  der  Sub- 
trahend grösser  wird  als  der  Minuend. 

Der  Ideinste  mögliche  Wert  von  CF  ist  aber 
Null,  und  wird  erreicht,  wenn  PB  =  PZ>  ist, 
also  P  Mittelpunkt  von  BD.  Dies  ist  also  das 
kleinste  aller  durch  P  zu  erhaltenden  Dreiecke 
überhaupt. 

Dagegen  kann  Punkt  F  innerhalb  A  C  fallen, 
dann  kommt  Punkt  Q  unterhalb  AC,  aber  die 
Gleichung  bleibt  bestehen.  Dieser  letztere  Fall 
ist  derjenige,  wenn  CF  negativ  genommen  wird. 

Würde  endlich  PB  gleich  Null,  so  würde  die 
Aufgabe  noch  einfacher,  CF=  PD  =  BD. 

Ueber  A  hinaus  kann  Punkt  F  nicht  kommen, 
weil  CA  =  BD,  und  in  der  Wurzel  sogar  ein 
kleineres  Stück  als  CA  als  Minuend  steht. 

Erkl.  848.  In  Figur  96 II  wird  durch  die 
Linie  EF  von  dem  Parallelogramm  AB  CD  das 
Dreieck  PQD  abgeschnitten;  dafür  muss  QCF 
und  das  überschüssige  Stück  PEB  wieder  zu- 
gesetzt werden. 

Im  Winkel  CAB  kann  keine  zweite  Lösung 
entstehen,  denn: 

CF=  1/P]^^=^P52 


gegebenen  Winkel  der  Linien  a  und  b,  dessen 
Höhe  gleich  dem  Abstand  des  Punktes  P 
von  der  einen  Geraden  a  ist.  Wenn  dann 
durch  die  verlangte  Gerade  dieses  Parallelo- 
gramm durchschnitten  wird,  so  muss  das 
vom  Parallelogramm  abgeschnittene  gleich 
den  anzusetzenden  Teilen  sein.  Diese  Gleich- 
heit liefert  die  rechnungsmässige  Bedingung 
für  die  Konstruktion: 

1)  Ist  ÄBCD  das  Parallelogramm,  EF 
die  verlangte  Gerade  in  Figur  96 1,  so  muss 
DQP=CQ F+  B  PE  sein.  Das  sind  wegen 
der  Parallelen  drei  Dreiecke  mit  gleichen 
Winkeln,  deren  Flächen  sich  also  yeriialten 
wie  die  Quadrate  der  Seiten.  Daraus  erhält 
man  die  Gleichung  (siehe  ErkL  B41): 


oder: 


PD^=  CF^  +  BP^ 


CFz=  yi>p2— p^, 


worin  sowohl  5P  als  PD  gegeben©  Grössen 
sind;  also  erhält  man  die  Unbekannte  CF 
als  zweite  Kathete  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks mit  Hypotenuse  DP  und  zweiter  Ka- 
thete PB. 

2)  Ist  ÄBCD  das  ParallelogTamin,  EF 
die  verlangte  Gerade  in  Figur  96  n,  so  muss 
wieder  DQP=  CQF+BEP  sein;  daraus 
wieder: 


=  V{PJ>  +  PB)  (PD  —  PB) 
ist  jedenfalls  grösser  als: 

PD  —  PB  =  BD  =  AC. 
Wird  also  CF  von  C  aus  nicht  nach  rechts, 
sondern  nach  links  angetragen,  so  fällt  Punkt  F 
jedenfalls  über  A  hinaus  und  liefert  die  zweite 
Lösung  im  Scheitelwinkel  von  CAE. 

Erkl.  844.  Daher  hat  man  im  ganzen  min- 
destens zwei  Lösungen,  wenn  die  Fläche  F  sehr 
klein,  drei  Lösungen,  wenn  CF  in  Figur  961 
zu  Null  wird,  und  in  jedem  andern  Falle  alle 
vier  Lösxmgen. 


also: 


PD^  =zCF^  +  BP*, 


CF=  VJP^  —  BP^i 


also  ist  wieder  die  Unbekannte  CF  zweite 
Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit 
Hypotenuse  PD  und  Kathete  BP. 

Jedesmal  erhält  man  zweierlei  Lösungen, 
da  man  P  auf  BD  oder  auch  auf  CD  legen 
kann;  dieselben  werden  erbalten,  wenn  man 
der  für  C-F  erhaltenen  Wurzel  positives  oder 
negatives  Vorzeichen  gibt,  d.  h.  die  Strecke 
CF  nach  der  einen  oder  andern  Seite  von  C 
aus  anträgt 


Aufgabe  326.  Ein  rechtwinkliges  Drei- 
eck mit  gegebener  Kathete  a  zu  konstruie- 
ren, von  welchem  das  Rechteck  der  Kathete  b 
und  der  Hypotenuse  c  den  gegebenen  Wert  F 
habe. 


ErU.  845.  Die  Gleichung  vierten  Grades 
konnte  auch  reduziert  werden  durch  Division 
mit  J^  und  hätte  so  ergeben: 


AnflSsnng.   Kennt  man  a  und  b-e  =  f, 
so  liefert  der  pythagoreische  Lehrsatz: 

die  Gleichung: 

oder: 

2,4  +  a2  6«-.F«  =  0. 

Diese  Gleichung   vom    vierten  Grade 
kann  geometrisch  gelöst  werden,  weil  die 
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aum  Seibatstudium,  das  Tortreillichste  Nachschlagebuch  fttr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

6),  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


I^r  D&8  vellstlndige 

InhaltsYerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

<ann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjahrlich  erscheinen  Nachtrage  Ober  die  inzvirtschen  neu  erschienensn  Hefte. 


Ornok  Toa  Carl  Hammer  in  Stattgart 
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^  ^  ^  -.      n    4»         !     Preis     3  Ebene  Elementar-Geomc 
I  1  Q 1       H An         i    4M  HafiM    I        (Planimetrie).    5.  TeU 

X  1  </  1  •     Ul/Iv«         1  '■«n«"     i     oie  Flache,,  der  geradlinigen  FigN 


Die  Flachen  der  geradlinigen  Figuren. 
SS  V*f.   S  Forts- ▼•  Heft  1190. -Seite  161-164 
«VW  ^H.  B«   I    u  i_viu.  (SchlusBheftd. V.Teils.) 


V^ü^täüxdi^  gelöste 


Aufgaben-  Sammlung 


-  nebst  Anhängen  ungelfister  Aufgaben,  fDr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

I  mit 

I  iBftbe  ud  BitflcUoig  dar  bnititn  SItxt,  Femidi,  Ragdi,  li  FrMn  ud  iBtiortu 

erl&iitert  durch 

I  viele  Holzsclimtte  &  lithograph.  Tafeln, 

I  aal  allen  Zweigen 

1^  der  Beehenkttiflty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Siereometrie,  ebenen  o.  iphirlBchen 

1^  Tzuonometrie,  lynthetiBchen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  iüialyiii, 

d  Düierential-  o.  Integral-Rechnting,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  dei  Ranmei  etc.);  — 

i  aoB  aUen  Zweigen  der  Phyvlk,  Mechanik.  Graphestatik,  Chende,  Geodisie,  Nantik, 

1  nathemat^Geegraphie^  AstroneBüe;  des  Masehinen-»  Strassen-,  Eisenhahn-,  Wasser-i 

Ij  Rrfteken-  n.  Heehban'si  der  Kenstmktienslehren  als:  darstelL  GeemetriCi  Pelar-  n. 

I  Paraüel-PerspektlTey  Scbattenkenstniktienen  etc.  etc. 


Schiller,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rB  etc. 
I  zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 

5|      Studiiim,  aar  Fordifilfe  bei  Schalarbeiten  and  aar  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
heransgegeben  von 

Dr«  Adolph  lUeyer^ 

Mathematiker,  Tereldetor  kUnlcl.  preiiM.  FeldBMiMr,  -rereldeter  groeih.  hMiiaohM  Oeonetor  I.  KlMse 

ij  in  Frankfurt  a.  M« 

5]  anter  Mitwirkang  der  bew&hrtesten  Erftfte. 


Ebene  Elementar-Geometrie  (Planimetrie). 

Fftnfter  TeU. 

Die  Flächen  der  geradlinigen  Figuren. 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J.  Sachs. 

Forts.  V.  Heft  1190.  —  Seite  161—164  und  I— VIII. 
(Schlussheft  des  V.  Teils). 


1  Inhalt: 

Ungelöste  Aufgaben  tlber  dae  graphiiehe  Rechnen.  —  Ergebniese  der  nngeldsten  Aufgaben.  —  Druckfehler' 
[II  bericbägong.  ->•  Titelblfttter.  —  Vorwort.  -~  InhaltsTerzeichnis. 
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Verlas  von  Julius  Maier. 
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PrdsgekrSnt  in  ffftnkfnrt  a.  IC.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnlickes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  in  dem  billlgeii  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Meehanlk,  ntath.  Geographie»  Astronomie »  des  Maschinen-,  Strassen-,  Elsenbakn-y 
Brücken-  vnd  Hochbaues,  des  konstruktiven  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUst&ndlg 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlckelniig  der 
benutiton  8&tie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verst&ndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grössere  Ansahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  In  ihrer  Gesamtheit  erg&nion  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  MathenMitik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapitels 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngrelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Btadierendes 
überlassen  bleiben,  und  lugleich  von  den  Herren  Lehrern  fftr  den  Schulunterricht  benutst 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  de i 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis Berichtigungen  und  erl&utemde  Erkl&rungeL  Ober  das  betreffende  Kapitel  cur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  Ordn.,  glMrt- 
berechtlgten  höheren  Bttrgersehulen,  Privatschulen,  Gjmnaslen,  Bealgjnutaslen,  Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren,  PolTtechniken,  Techniken,  Bangewerksehulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereltnngsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitftten,  Land-  und  Forstwlssenschaftsaehnlen, 
Milltftrschnlen,  Yorbereltungs- Anstalten  aller  Arten  ahi  s.  B.  für  das  Eiqjfthrlg- Frei- 
willige- und  Offlilers-Examen  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  F&cher  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kr&ftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktisohen  Teils  der  mathematischec 
Disciplinen  —  lum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  v«^* 
st&ndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  S&tae  etc.  anzuwenden  und  praktisch  lu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  lur  Anffrischnng  der  erworbenen  und  rielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bcmfti- 
iwelgen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  ForsdlnngM  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nc^en  BesteUungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc«,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Flscherfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thunliehst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagslisndliiiig. 


Aufgaben  über  das  graphisdie  Beehnen.  161 

Darin  wäre  als  Unbekannte  aufgetreten:  Unbekannte  h  nnr  in  der  zweiten  Potenz 

52  yorkommt    Dividiert  man  nämlich  die  Olei- 

^-p    »  chnng  durch  die  bekannte  Grösse  von  zweiter 

.  3       .      «X   ^_       «  j  »  Dimension  a*  oder  durch  F,  so  entsteht: 

also  wieder  eme  StreckengrOsse,  und  es  wftre  ^ 

geworden:  _  -i-  6«  —         =  0 

(_^y+_J^.(_^)_,.  =  0.  oder:  "^ 

\/F  Vj»        y    VjP      VF  '  worin  nun  bloss  noch  Grössen  zweiter  Dimen- 

also  wieder   ein  Ausdruck,   in  welchem   nur  ^^o^  auftreten,  die  geometrisch  konstruierbar 

Aggregate  zweiter  und  erster  Dimension  auf-  sind.    Man  erhält  jetzt: 
treten. 


T-=-i±v?K?r 


sich  nicht  auf  die  zweite  Dimension  reduzieren,  irgend  emer  Weise  erhält  man  als  Strecken- 

und  ebensowenig  solche  dntt^Grades,  können  ^^össe  den  Wert  — ,  ahio  durch  MultipU- 
also  durch  geometrische  Konstruktion  mcht  ge-  ^  a  '  ^^"^ 

löst  werden.  kation  mit  a  die  Fläche  h^,  welche  als  Qua- 

drat darzustellen  ist,  um  Strecke  b  zu  er- 
halten. 

Dann  ist  c  ebenfalls  leicht  zu  erhalten, 
und  das  Dreieck  bekannt 


b)    Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  827.   Man  konstruiere  die  Qua- 
dratwurzel aus   39    und  beliebigen  andern        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Zahlen,  gäbe   ist    an^og   der  Auflösung    der  Auf- 
gaben 318  und  314. 


Antrabe  888.   Man  konstruiere  folgende 

Ausdrücke^ Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

ya«-i_52-f  2a6,  i^®    ^*^   anidog    der  Autlösung    der  Auf- 

, !!____'  gaben  316  bis  322  und  Antwort  der  Frage  88. 


Aufgabe  889.*  Eine  gegebene  Fläche  F 
als   rechtwinklig -gleichschenkliges  Dreieck        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
darzustellen, gäbe   ist   analog    der  Auflösung    der  Auf- 
gabe 323. 


Aufjpabe  880.   Eine  gegebene  Strecke  a 
80  zu  teilen,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Teilstrecken eine  gegebene  Fläche  F  liefert,  gäbe   ist   analog    der  Auflösung    der  Auf- 
gabe 324  und  Antwort  der  Frage  90. 


Aufjpabe  881.     Die  kleinste  Fläche  zu 
konstruieren,  welche  durch  einen  Winkel  a        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
und  eine  gerade  Linie  durch  einen  Punkt  P  gäbe  ist   analog    der  Auflösung    der  Auf- 
in a  begrenzt  werden  kann.  gäbe  325. 

Sachf,  Ebene  Elementftr-Oeometrie.  V.  11 

Digitized  by  VjOOQIC 


162 


Ebene  Elementax-Geometrie  —  V.  Teil. 


Aufgabe  332.    Die  Lösungen  der  Olei- 
chong: 

x^  +  ahacß  +  cdef=:  0 

zn  konstruieren,  oder: 
u.  dergl. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 326. 


->*— HK-I-— <- 


Ergebnisse  der  ungelösten  Aufgaben. 


18. 

U. 
15. 
16. 
17. 
18. 
20. 
21. 
23. 

24. 

26. 

28. 


47. 

48. 

49. 

51. 

58. 
54. 

55. 
67. 

58. 
59. 
60. 

61. 


87. 
88. 
90. 
92. 


0,170435  a  =  17,0435  qm  =  1704,35  qdm 

=  170435  qcm. 
42  Hektar  43  Ar  92  qm  10  qdm. 
33  ha  39  a  12,9  qm. 
114,3  qm. 

Bund  521/«  o/o,  46 o/o,  1 1/2 o/o. 
52,8  qm.  19.    1,2B  JC 

Weil  1  a  =  100  qm,  1  ha  =  100  a. 
27  .ä:  50  ^.  22.    20  Beete. 

Bund  380  Quadratmeilen. 
4 
1561  qm.  25.    36  -g-  Moigen. 

36000  Quadratfass.  27.    3150  qm. 

180000  Qnadratmeilen. 
22000000  qkm. 


g  =^  m 


a-{-c 


a)  3729  ha,  b)  3,86  qm,  c)  2,364  qdm. 

a)  89996  qmm,   b)  98,15  qdm, 

c)  515,4  qdm. 

122  Zentner.  50.    954  Stück. 


16-1- dm, 
o 


52.    3  m  und  6  m. 


a)  82369  qkm,  b)  28,3  Ar,  c)  32,83  qdm. 

a)  2,8  km,    b)  920  m,    c)  34,8  m, 

d)  57,2  cm,  e)  120,4  mm. 

1,21  JC  56.    4,52  m. 

Aus  O'&i  =  a-&2  folgt  6,  =  6j. 

Die  Hälften  sind  kongruent. 

Subtrahiere  die  ungleichen  Seiten. 

a)  58  qdm,    b)  42,68  qdm,    c)  10,2  qdm. 

6-T-  dm. 
4 


a)  11049,16785  qm,   b)  357,4889  qm. 
248,44  m.  89.    981,695  m. 

8,889.  91.    0,5. 

<^y  gibt  den  Peripheriewinkelkreis,  Fdie 
Höhenparalle,  Schnittpunkt  C. 


96. 

97. 

99. 
100. 
101. 
102. 

108. 


94.    Figur  66. 

=  15, 
98.    12. 


a  =  3,  c  =  1. 
a  =  9,   c  =  3,    h 

2F 
a  =  -^ ^• 

6  und  8. 

F  =  16,     a  =  4  1/2: 

F=32,     c  =  S:V^=z^V^. 

187. 

16,56 


1,725, 


104. 
105. 
111. 


2»  =  19,2,  «  =  9,6,   Qo-    9Q 
__16,56_ 

Qa  =  2,5,      Qa  =  10. 

«  =  8.  106.     12  qcm. 

Wie  die  Mittellinien. 


(2a)2 


126.  Man  halbiere  den  Winkel. 

127.  Nein,  ausser  wenn  P  Mittelpunkt. 

128     i-      ^      2 .  ^ 

129.    Wenn  AB  CD  Bhombus. 
180.    Wenn  P  Mittelpunkt. 

=  "— (t) 

182.    (a  +  &  — c)  =  a2  +  62-[.2aft  — 2ac- 

2he  +  ct 

2ab  +  2ac-{-2ad  +  2bc  +  2bd-{-2ed 

188.  Man  verlängert  in  Figur  21  die  zwischen- 
liegende Dreiecksseite  zum  Schnitt  mit 
dem  SchluBsparallelogramm. 

184.  Man  schiebt  gleichyiel  Torwarts  und 
räckwärts. 


Digitized  by 


Google 


Ergebnisse  der  niigelösten  Aufgaben. 


163 


185«    Verkleinemng  des  <^  (a,  ^)  vergrCssert 

die  Projektion  und  umgekehrt. 
186.    Sowie  ungleiche  Seiten  vorhanden  wären, 

hätte  das  gleichschenklige  nach  122 

grösseren  Inhalt, 
187  und  189.     Die  Höhe  wird  stets  kleiner, 

als  wenn  aj_h, 
188.    Wie  186. 
140*    Nach  188  mnss  das  Viereck  gleichseitig 

sein. 


Äe=10,6,     /»=  155,4, 


?o  =  4|-, 


Qa  =  7,925,  Qb  =  15,640,  Qc  =  49,000, 
r  =  16,2,  ha'  =  27,142,  V  =  —  4,456, 
f»«  =  18,671,  V- 19,527,  Ä6"  =  -~  6,188, 
m  =  9,764,  he'  =  —  6,988,  V  =  17,483, 
Wc  =  —  8,467,  nia  =  25,74,  m^  =  18,9, 
nie  =  12,094,  wa  =  25,313,  ««  =  6,084, 
va  =  7,666,  tffc  =  16,974,  Ub  =  15,928, 
rfc  =  7,872,  ire=:  10,72,  «^  =  10,960, 
ve  =  18,640. 


155*  1,6,  6,8,  6,6  u.  s.  w.        158.    73. 

157.  80.  168.    58.  169.    52. 

160.  <^  y  erst  stumpf,  dann  recht,  dann  spitz. 

161.  y>90>/J>«,    a>/J>y>90, 
a<^<90=ry.  162.    86. 

168.  AB  =  12'  V'^i    ^C  =  12. 

164.  8  Maximum,  wenn  a  Minimum. 

1«6.    r^y/a+{^y:Vm,.-^^ 

1 


mit6|- 


V108 


167.     1/21, 


V21 


282.    F=6.\/146.  288.    9. 

284  und  286.    Wie  in  202  bis  215. 

286.  Die  Längen  in  Aufgabe  222 

zu  vervielfachen,  F  =  204  -^. 
o 

287.  Die  Längen  in  Aufgabe  228  mit  0,7 
zu  vervielfachen,  jP  =  82,32. 

288.  Die  Längen  in  Aufgabe  224  mit  5  zu 
vervielfachen,  JP  mit  26. 

14 


168.    8  kann  wachsen  bis  d,  a  nur  bis  z. 


198  bis  201.      a  =  5,    h  =  3,75,    c  =  6,25, 


289.    Die  Längen  in  Aufgabe  224  mit  — =- 

196  ^^ 

zu  vervielfachen,  F  mit  —5—. 
o 

240  und  242.  Längen  in  Auflösung  der  Auf- 
gabe 225  mit  8,  F  mit  64  zu  multipli- 
zieren. 

Ä  =  3,   i>  =  4,   q  =  2,25,   F  =  9,876.    241.    Längen  in  Auflösung  der  Aufgabe  225 
202  bis  215.      a  =  13,7,     pa  =  —5,314,  mit  10\/2,  in  Erkl.  290  mit  10  zu  ver- 

qa  =  19,014,    b  =  23,3,    pb  =  26,424,  vielfachen,  F  =  2b,  

g6  =  — 3,124,      c  =  29,6,      Pc  =  8,8,    248.    a  =  3,   6  ==  7.        244.    a  =  \/l01. 

gc  =  20,8,    Ä«  =  22,686,    Äj  =  13,339,    246.    «=  14,782 ,  F  =  191,52. 

2  p 

246.  F=2'V{a+h  +  f)(—a+h-{-f)(a—h-tf){a  +  b-^f)  =  l32,    e  = -— =  12. 

247.  c  =  21,   Ä=  16,5,  i)  =  14,4,   «  =  86,86. 


262.  Kreisbogen  über  der  doppelten  Grundseite 
als  Sehne,  mit  2y  als  Peripherie winkel 

trifft  die  Parallele  im  Abstand  -^h  im 

gesuchten  Punkte  C. 

268  und  264.  Das  gegebene  zweite  erhält 
durch  vorhergehende  Verwandlung  eine 
gleiche  Seite  und  einen  fttr  Addition 
supplementären,  fttr  Subtraktion  gleich- 
grossen  Winkel. 

265.  Erst  Verkürzung  der  Seite  bis  zur  neuen 
Höhenparallele,  dann  Verschiebung  der 
Spitze,  bis  a  Tangente  an  Kreis  um  A 
mit  Badius  ha* 

266.  Beiderseits  des  Höhenfusspunktes  (Be- 
rührungspunkt) -=-  anzutragen. 


267.  Bückwärts  wie  256. 

268.  Erst  ein  anliegender  Winkel  zu  ändern, 
dann  wie  256  neue  Grundseite  parallel 
verschieben. 

269.  Senkrechte  zur  Mittellinie  der  der  Dia- 
gonale anliegenden  Seiten. 

270.  Aus  dem  Fünfeck  Viereck,  daraus  Dreieck. 

271.  Sechseck,  Fünfeck,  Viereck. 

272.  Die  halbe  Dreieckshöhe  als  Mittelsenk- 
rechte der  Seite. 

278.  Erst  Seite  allgemein  durch  den  Punkt  P, 
dann  von  Länge  bis  P. 

274.  Dreieck  der  Diagonalen  in  das  neue  mit 
gegebenen  Seiten. 
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275  bis  278.  Jede  Fi^r  wird  erst  in  ein 
Rechteck  verwandelt  nnd  darans  ein 
Quadrat  hergestellt. 


294  nnd  295.     Man  verbindet  den  Schnitt- 
punkt mit  Seitenmitten  bezw.  Seiten. 
296«   Grnndseite  in  n  Teile. 

297.  Wie  288. 

298.  Wie  284. 

299  nnd  800.  Zwei  Seiten  zu  teilen  in  2 
nnd  8,  8  und  4,  4  und  6,  5  nnd  6, 
6  und  7  Teile  und  Teiipunkte  verbinden. 

801  und  802.  E  in  Figur  89  und  90  wird 
Mittelpunkt  von  BC. 

898«    Gegenseiten  in  8,  2,  6  Teile  teilen. 

804.  Mittellinie  in  4,  6,  7  gleiche  Teile  und 
überragende  Teile  versdiieben. 

895  bis  808.  Man  verwandle  die  abzuziehende 
Fläche  in  ein  Dreieck,  welches  im  ge- 
gebenen Punkte  eine  Ecke  und  die  an- 
stossende  Strecke  und  deren  benadibarte 
als  Seiten  hat,  und  verschiebt  das  übers 
Vieleck  hinausragende  Teil,  bis  dessen 
Ecken  auf  dem  Umring  des  Vielecks  sind. 


809  und  810.    Man  verbindet  den  Punkt  mit 
den  Teilpunkten  der  Mittelparallele. 

811*    Durch  Umdrehung  wird  Dedning  endelt. 

812.    Die  Linie  muss  beide  Parallelen  im  Innern 
treffen. 

827.  89  =  \/36  +  8  =  Vö^H-d/S")*  od«: 
89  =  1^40— l=V(2l/iÖ)*— l«iL8.w. 

828.  Siehe  Antwort  der  Frage  88. 

829.  «:«  +  («  —  «)«  =  F  also: 


880. 


88L 


Zeichne  in  Figur  961  PB  =  ÄC  und 
mache  FD  =  FB  und  ziehe  CF. 


Division   mit   dem  Quadrat   einer 
kannten  Strecke  s^  gibt: 

/a^y.ah    gg    .    cdef        . 


be- 


T  =  -^±V 


«2 

an^^cdef 


—       g^    .-i/oy^^        cd    ef 


:   I   t 


Druckfehler-Berichtigung. 


Seite  49,  Zeile  9  von  oben  statt 


'=V(h 


+  •  •  •  lies  w  = 


Vih^ 


(8.  S.  126  unten). 


Seite  51  in  Erkl.  128,  Zeile  2  von  unten  das  letzte  Elammerzeichen  zu  entfernen,  also: 


2 


ö  =  -g-  l/2(wc«  +  f««2)  — mft 
Seite  118,  Figur  76  links  Klammer  ftlr  jp,  =  76  statt  von  -4  bis  C  nur  von  Ä  bis  E^ 


♦  -iÄi-  ♦ 
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Von  Kleyers  BncyMopäMe  sind  nachstehende  Bände  vollständig  erschienen: 

Lehrbuch  der  Orundrechnungserten.  Erstei  Baoh:  Das  Beohnen  mit  unbenannten  ffsnaen 
Zahlen.  Mit  71  Brklänmffen  and  einer  Sammlang  yon  857  eelOsten  and  angelösten  analogen  Aoteabea. 
Nebet  Beeoltaten  der  angelösten  AofSgaben.  Bearbeitet  nach  Syttom  Kloyor  yon  A.  Frömtor.  Preis:  M.  Z,  — . 

do.  do.  Zweites  Bach:  Das  Becdmen  mit  benamiten  Zahlen.    Mit  80  Bridärnngen 

und  einer  Sammlang  yon  518  gelösten  and  angelösten  analogen  Aafgaben.  Nebst  Besaiteten  der  an- 
gelösten Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  yon  Frömter  and  Nettbaser.    Preis  M.  3.  — . 

do.  do.  Drittes  Bach:  Das  Rechnen  mit  unbenannten  grebroohenen  Zahlen.    (Die 

ffemelnen  Brüche  und  die  Dezimalbrüche.)  Mit  260  ErklSrangen  and  einer  Sammlang  yon  800  ge- 
lösten and  angelösten  Aofgaben,  nebst  den  Resultaten  der  angelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  yon  J.  1.  Maler.    Preis:  M.  8.— .  ~h»  -• 

Lehrbuch  des  bürgerlichen  und  kaufmttnnischen  Rechnens.  Erster  Teil.  Die  Schiuss- 
und  Kettenreohnunsr  (die  einfoche  und  zusammengesetzte  Beffeldetri  und  der  Beesische 
Satz)  nebst  Anwendun^ren.  Mit  100  Fragen,  825  Eru&rongen,  63  Anmerkangen,  1250  Aufgaben, 
18  Fiffaren,  den  Ergebnissen  der  nicht  gelösten  Aafjgaben  nnd  einer  Münz-,  Mass-  und  Oewfohts- 
tabelle.  Zam  Selbststudium,  Nachschlagen,  dowie  zum  Schalgebrauch  bearbeitet  nach  System  Kleyer 
yon  Dr.  Richard  Olbricht.    Preis:  M.  4  50. 

Lehrbuch  der  Grundrechnungsarten  mit  Buchstabengrössen  (Elemente  der  Buchstaben- 
recfanniig),  der  Verhältnisse  und  Proportionen  mit  einer  Sammlang  yon  478  gelösten  and 
analogen  oi&gelösten  Aaijsaben  and  den  Resultaten  der  letzteren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  yon 
Hans  Staadacher,  Prot  an  der  kgl.  Indostrieschule  zu  Nfimberg.    Erster  Teil.    Preis:  M.  5.  — . 

do.  do.  Zweiter  Teil:  Blemente  der  Zahlenlehre,  Desimal-  imd  Kettenbrüohe  und 

Beohnunsr  mit  unvollständl^ren  Zahlen.  Mit  einer  Sammlung  y.  277  gelöst,  n.  analogen  ungelöst. 
Aaüg.,  nebst  d.  Resultaten  d.  letzteren.  Beerb,  n.  System  Kleyer  y.  Prof.  Hans  Staudaoher.  Preis:  IL  5.  — . 

Lehrbuch  der  Potenzen  und  Wurzeln  nebst  einer  Sammlung  yon  S296  gelösten  nnd  ongelöstea 
analogen  Beispielen.    Yon  Ad.  Kleyer.   Preis:  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  Logarithmen  nebst  einer  Sammlung  yon  1906  gelösten  and  ongelöstan  analogen  Beispielen. 
Von  Ad.  Kleyer.   Preis:  M.  4.-. 

Fünfstellige  korrekte  Logarithmentafeln  nebst  einer  trigonometrisohen  Tafel  und  einer  Aasahl  yon 
anderen  TabeDen.    Von  Ad.  Kleyer.   Preis:  gebunden  M.  2.50. 

Lehrbuch  der  arithmetischen  und  gaometriaohen  Progreaaionen,  ^^r  «e»«^^T«m<mgimALiiLVff^- 
harmonischen-,  Ketten-  und  TeUbruohreihen  nebst  einer  Sammlung  yon  ftber  400  gelösten  und 
ungelöston  analogen  Aufgaben.   Von  Ad.  Kleyer.   Preis:  M.  4.  — . 

Lehrbuch  der  Zinseszins-  und  Rentenrechnunjr  nebst  einer  Sammlung  yon  525  gelösten  und  on- 
gelöstea analogen  Aufgaben  aas  aUen  Zweigen  des  Bemfiilebens.   Von  Ad.  Kieyer.    Preis :  M.  6.  ->. 

Lehrbuch  der  Oleichungen  des  1.  Orades  mit  e  I  n  e  r  Unbekannten.  Sammlung  yon  2381  Zahlen-, 
Bnohstaben- und Teztaofgaben,  grösstontafls  in yollstSadiggelöster Form,  erlftatert durch 230 BrkUrungea 
nnd  26  in  den  Text  gedruckte  Figuren.    Von  Ad.  Kleyer.  Treis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  Iten  Grades  mit  mehreren  Unbekannten.  Sammhmg 
yon  905  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Teztaufgaben,  grossenteOs  in  yollst&ndig  gelöster  Form,  erläutert  dun£ 
40B  Erklärungen  und  Anmerkungen.  Nebst  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  yon  Otto  Prange.    Preis:  M.  7.— . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  2.  Grades  mit  einer  Unbekannten  (Quadrat  Gleichnn^en). 
Sammlung  yon  1650  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Teztaufgaben ,  grossenteOs  in  yollständig  gelöster  Form 
erläutert  durch  872  Brklänmgen  und  53  Figuren.  Nebst  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet 
nach  System  Kleyer  yon  Dr.  Aug.  Blind.   fSrels:  M.  10.  —. 

Lehrbuch  der  Gleichungen  3.  und  4.  Grades ,  nebst  der  triaonometrisclien  Auflösuno  der  Glel- 
chMRoen  2.  Grades.  Sammlung  yon  253  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Teztauf^ben,  grossenteus  in  yoll- 
stäncug  gelöster  Form.  Mit  251  Erklärungen  und  10  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach 
System  Kleyer  yon  Prof.  Conrad  Metger.    Preis  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  unbestimmten  Oleichungen  des  ersten  Grades.  (Diophantiscbe  Gleichnnffen.) 
Sammlung  yon  374  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben  in  yollständig  gelöster  Form  und  zahlreichen 
Erklärungen  und  Erläuterungen.  Nebst  den  Abhandlungen  des  BachezaeMöziriac ,  im  französischen 
Originale  mit  beigefügter  deutscher  üebersetzung.  Bearbeitet  zum  Teil  nach  System  Kleyer  yon  W.  Fr. 
SciSiler.  Erstes  Buch.  Preis:  M.  4.50. 
OeschichtO  der  Geometrie  fUr  Freunde  der  Mathematik  gemeinyerständlich  dargesteUt  yon  Riohard 

Klimpert.    Mit  100  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Preis:  M.  8.—. 
Lehrbuch  der  ebenen  Elementar- Geometrie  (Planimetrie).  Erster  Teil.  Die  ^^erade  Linie, 
der  Strabl.  die  Strecke,  die  Bbene  und  die  Elreislinie  im  allgemeinen.  Nebst  emer  Sammlung 
gelöster  Au^ben.    Mit  234  Erklärungen  und  109  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Yon  Ad.  Kleyer. 

do.  do.  Zweiter  Teil:  Der  Winkel  und  die  parallelen  Unien.   Nebst  einer  Samm- 

lung gelöster  Aufgaben.  Mit  201  ErJdärungen  und  113  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  naoli 
System  Kleyer  yon  Dr.  J.  Sachs.    Preis  M.  2. 20. 

do.  do.  Dritter  Teil:  Die  ffeometrisohen  Gebilde  und  ihre  Laireu-Veränderun|ren. 

Die  einfachen  Vielecke.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.  Mit  den  Er^bnissen 
der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  737  Erklärungen  und  843  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  naoli 
System  Kleyer  vonllr.  J.  Sachs    Preis:  M.  6.  — . 

do.  do.  Vierter  Teil:  Die  Lehre  vom  Elrels.    Die  geometrischen  Oerter  und  die 

merkwürdigen  Pimkte  des  Dreiecks.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben, 
mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  529  Erklärungen  und  230  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis  M.  6.  — . 

do.  do.  Fttnfter  Teil:    Die  Flächen  der  greradlininren  Flgrviren.  Nebst  einer  Sammlung 

gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.  Mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  346  Erklärungen 
und  96  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach  Systtm  Kieyer  von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.  Preis  M.  4.  — . 
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Lehrbuch  der  planimetrischen  Konstruktionsaufgaben  geivtt  durch  geometritckt  AMinit. 
ErsterTeil:  Aufjaraben ,  ffelös  t  ohne  Anwendtinsr  der  ProportLonenlehre.  Mit  lttS2  geUMoi 
und  ungelösten  Aufgaben.  Vfi  Anmerkungen.  207  Erklärungen  und  214  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  E.  R.  Mlllier.    Preis:  M.  5.  — . 

do.  do.  Zweiter  Teil:  Aullgaben  gelöst  mit  Anwendunir  der  Prqportioiiezilehrew 

Hit  1827  gelösten  und  ungelösten  Aufkaben,  126  Anmerkungen,  100  Erkl&mneen  und  174  In  den  Text  ge- 
druckten Figuren.   Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  E.  K.  Müller.    Preis:  M.  4.  — . 


Lehrbuch  des  Projektionszeichnens  (darstellende  Geometrie).  Erster  Teil:  Die  recbt- 
winkligre  Projektion  auf  eine  und  mehrere  Prolektioneebenen.  Nebst  einer  Sammlnnc 
gelöster  Aufgaben.  Mit  271  Erkl&nmgen  und  226  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  naofi 
System  Kleyer  von  J.  Vonderllnn,  Privatdocent  an  der  techn.  Hochschule  in  Kttnchen.    Preis :  K.  3.  SO. 

do.  do.  Zweiter  Teil:   Üher  die  rechtwinklige  Projektion  ebenflächigrer  Körper. 

Mit  ISO  Erklärungen  und  99  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  tos 
J.  Vonderllnn.    Preis:  M.  3. 50. 

do.  do.  Dritter  Teil.    Erste  Hälfte:  Schiefe  Parallelprojektion,  Centralprqlektion 

einechliesalich  der  Elemente  der  projektiven  Geometrie.  Mit  195  Erklärungen  und  160  in  d«i 
Text  gedruckten  Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  J.  Vonderllnn.    Preis  M.  3.  50. 

do.  do.  Dritter  Teil.    Zweite  Hälfte:  CentralcolUneation  ebener  und  räumlicher 

Systeme,  Keffelschnltte,  rechtwinklige  und  BchlefwlnkU^e  Axonometrie.  Mit  218  Erklinrngen 
und  210  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  J.  Vonderllnn.     Preis  M.  5. 

Das  apollonische  BerUhrungsproblem  und  verwandte  Aufgaben.  Sammlung  yon  163  ge- 
lösten und  ungelösten  Aufgaben  und  200  Figuren.  Zur  Ergänzung  des  Schulunterrichts  und  zum  Selbst- 
studium.   Nach  System  Kleyer  durchaus  neu  bearb.  zweite  Auflage  v.  Prof.  Heinr.  Cruz.  Preis M.d. 

Lehrbuch  der  Analytischen  Geometrie  der  Ebene.   Erster  Teil:  Analytische  Geometrie 


des  Punktes  und  der  Geraden.    Mit  einer  Sammlung  von  100  Aufgaben,  206  gelösten  Uebnngsauf- 
gaben  und  92  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  Helnr.  Graez. 


Lehrbuch  der  räumlichen  Elementar-Geometrie  (Stereometrie).  Erster  Teil:  Die  Lage 
von  geraden  Linien  und  Ebenen  im  Raum.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aof- 
eaben,  mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  573  Erklärungen  und  174  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  H.  Seipp.    Preis  ji.  6.  — . 

Lehrbuch  der  Körperberechnungen.  Erstes  Buch.  Mit  vielen  gelösten  und  ungelösten  analoges 
Aufgaben  nebst  184  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Zweite  Aaflage.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  4.— 

Lehrbuch  der  Körperberechnungen.  Zweites  Buch.  Eine  Sammlung  von  772  voUstindig  ce- 
lösten  und  ungelösten  analogen  Auf^ben  nebst  742  Erklärungen  und  2&8m  den  Text  gednickUi 
Figuren.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  9.—. 

Lehrbuch  der  Ocniometrie  (Winiceimessungslehre)  mit  307  Erki.  u.  S2  in  den  Text  gedinckten 
Figuren  nebst  einer  Sammlung  von  513  gelöst,  u.  ungelöst,  analogen  Aufgaben.  Yen  Ad.  Kleyer.  Preis :  M.  7.  — . 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie.  Eine  Sammlung  von  1048  gelösten,  oder  mit  Andeutimgcai  veiw 
sehenen,  trigonometrischen  Aufgaben  und  178  ungelösten,  oder  mit  Andeutungen  versehenen  trigonooMtrisehea 


Aufgaben  aus  der  angewandten  Mathematik.    Ifit  797  Erkl.,  56:^  in  den  Text  gedruckten  Fig.  n.  65  An- 
merR.  nebst  einem  ausführlichen  Formelnverzeichnis  von  über  500  Formeln.  Von  Ad.  Kleyer.  Preis :  M.  18.  ~. 

Lehrbuch  der  sphärischen  Trigonometrie.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  Auf^ben.  Mit  236  Er- 
klärungen und  56  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  FormelnverEeiohnis.  Bearbeitet  nach 
System  Kleyer  von  Dr.  W.  L&ska.    Preis  M.  4.  50. 

Lehrbuch  der  Determinanten  und  deren  Anwendungen.  ErsterTeil.  Mit  einer  Sammhug 
von  460  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben ,  mit  den  Ergebnissen  der  letzteren ,  nebst  226  Erklärungen. 
Bearbeitet  nach  Sytsem  Kleyer  von  Dr.  G.  Welchold.    Preis  M.  10.  — . 

Lehrbuch  des  Rechnens  mit  imaginären  und  komplexen  Zahlen.     Mit  221  Erklärungen  und 


in  den  Text  sedruckten  Figuren.  Mit  einer  Sammlung  von  269  gelösten  und  ungelösten  analogen 
Aufgaben  nebst  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben  und  einem  Formelverzeichnis.  Bearbeitei  nach 
System  Kleyer  von  Richard  Krflger.    Preis:  M.  5.— 

Lehrbuch  der  Ausgielchsrechnung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate.    Mit 

52  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben,  29  EikL 
u.  17  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Bearb.  nach  System  Kleyer  von  Dr.  K.  J.  Bobek.    Preis:  M.  5.—. 

Lehrbuch  der  Differentialrechnung.  Erster  Teil:  Die  einfk^he  und  wiederholte  Diflisreo- 
tiation  ezpllsleter  Funktionen  von  einer  unabhängrigren  Variablen.  Ohne  Anwendung  der 
Grenzen-  una  der  Nullen-Theorie  und  ohne  Vemaohlässigunff  von  Grössen.  Nebst  einer  Sammlung  ge- 
löster Aufgaben.    Zweite  Auflage.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis :  M.  5.  — . 

Lehrbuch  der  Differentialrechnung.  Zweiter  Teil:  Die  vollständige  Differentiation  ent- 
wickelter und  nicht  entwickelter  Funktionen  von  einer  und  von  mehreren  reellen  Ver- 
änderlichen. Reihenentwicklungren,  unbestimmte  Formen.  Mazima  und  Minima.  Nebst 
852  gelösten  Auteaben ,  78  Figuren  und  230  Erklärungen.  Bearbeitet  nach  dem  System  Kleyer  von 
Pref.  Dr.  Haas.    Seis:  M.8.-. 

Lehrbuch  der  Integralrechnung.  Erster  Teil.  Mit  einer  Sammlung  von  582  gelösten  Au^bea. 
Filr  das  Selbststudium,  zum  Gebrauch  an  Lehranstalten,  sowie  zum  Nachschlagen  von  integratlonsformelB 
nnd  -Hegeln.  Bearbeitet  nach  eigenem  System  und  im  Anschluss  an  das  Lehrbuch  der  Differentiahrechnnng 
von  Adolph  Kleyer.    Preis :  Mark  10.  — . 

Lehrbuch  der  Kombinatorik,  oder  die  Lehre  von  den  kombinatorischen  Operationen.  (Permu- 
tation,  Kombination,  Variation.)  Mit  einer  Sammlung  von  506  gelösten  und  analogen  ungelösten 
Aufgaben,  nebst  den  Resultaten  der  letzteren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  H.  Steedacher. 
Preis  M.  6.  -. 
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Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Mit  303  gelösten  nnd  ungelösten  analogen  Anfgaben, 
mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  68  Erklärungen  und  27  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Naoh  System  Kleyor  bearbeitet  yon  Dr.  K.  J.  Bobek.    Preis:  M.  6.  ~. 

Lehrbuch  der  sphärisch,  und  theoret.  Astronomie  und  der  mathematischen  Geographie. 

Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben  mit  den  Resultaten  der  ungelösten  Auf^ben. 
Mit  328  Erklärungen,  Formelnverzeichnis,  148  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  2  Tafeln.  Bearbeitet 
nach  System  Kleyer  von  Dr.  W.  L&ska.   Preis:  Mark  6.—. 

Lehrbuch  der  aligemeinen  Physik.  (Die  Grundbegriffe  und  Orundsätse  der  PbTsik^  Mit 
548  Erklärungen.  83  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  Formelnverseichnis,  nebst  einer  Samm- 
lung -von  120  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Richard  Klimpert.    Pr^s :  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  absoluten   Masse   und  Dimensionen  der  physikalischen  Grössen.    Mit 

352  Fragen,  545  Erklärungen  und  einer  Sammlung  von  561  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben  nebst  den 
Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  H.  Hovestadt.  Preis  .*  M.  6.^. 

Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper  (Geostatik)  mit  291  Erklärungen  und  880  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren  und  einem  ausfubriichen  Fonhelnverzeichnis  nebst  einer  Sanunlung  von  359  gelösten 
und  ungelösten  analogen  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Richard  Klimpert.  Preis:  M.  9.->. 

Lehrbuch  der  Dynamik  fester  Körper  (Geodynamik)  mit  690  Erklärungen,  380  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren  und  einem  ausführlichen  Formelnvenzeiohnia  nebst  einer  Sammlung  von  500  gelösten 
und  ungelösten  analogen  Aufoaben,  mit  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  naoh  System 
Kleyer  von  R.  Klimpert.   Preä:  M.  13.50. 

Lehrbuch  über  die  Percusslon  oder  den  Stoss  fester  Körper.  Bearbeitet  nach  System 
Klejfer  von  Richard  Klimpert.  Seixarat- Abdruck  aus  Klimpert,  Lehrbuch  der  Dynunik. 
Preis:  M.  3.  — . 

Lehrbuch  der  Elasticitflt  und  Festigkeit  mit  212  Erklftrungen,  186  in  den  Text  gedruckten  Figuren 
und  einem  ausführlichen  FormelnverEeiohnis,  nebst  einer  Sammlung  von  167  gelösten  und  ungelösten  ana- 
logen Auleaben,  nebst  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  naoh  System  Kleyer  von 
Riclitrt  KHmpert.    Preis:  M.  5. 50. 

Lehrbuch  der  Statik  flüssiger  Körper  (Hydrostatik)  mit  425  ErklSrungen,  300  in  den  Text  ge- 
druckten  Figuren  und  einem  Formelnverzeichnis,  nebst  einer  Sammlung  von  206  gelösten  und  analogen 
ungelöstan  Aufgaben.    Bearbeitat  nach  System  Kleyer  von  Richard  Klimpert.    Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Bewegung  flüssiger  Körper  (Hydrodynamik).  Erster  Band:  Die  Bewegun^- 
erscheinunflren  fltisslier  Körper,  welche  aus  den  Boden-  und  Seitenwänden  von  Q^ässen, 
sowie  durch  Böhremeltunffen  bei  konstanter  sowie  veränderlicher  Druckhöhe  fliessen. 
Mit  434  Erklärungen,  mehr  als  300  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  Formelverzeichnis,  nebst 
einer  Sammlung  von  220  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben,  nebst  den  Besnltaten  der  letzteren.  Bearb. 
nach  System  Klsyer  von  R.  Klimpert.    Preis:  M.  8.—. 

Lehrbuch  über  das  spezifische  Gewicht  fester»  flüssiger  und  gasförmiger  Körper. 

Mit  55  gelösten  und  analogen  ungelösten  Aufgaben,  nebst  den  Resultaten  der  letzteren  und  2&  in  den 
Text  gedruckten  Figuren.    Preis :  M.  2.  — 


Lehrbuch  des  Magnetismus  und  des  Erdmagnetismus  nebst  einer  Samml.  von  gelösten  u.  un- 
gelösten Aufg.,  eil&ntert  durch  188  in  den  Text  gedr.  Fig.  u.  10  Karten.  Von  Ad.  Kleyer.  Keis:  M.  6.—. 

Lehrbuch  der  Relbungselektricitflt  (Frlktlons-Elektricität,  statischen  oder  ruhenden  Blek- 
trioität)  erUUitert  durch  800  Erklärungen  und  273  in  den  Text  gedruckte  Figuren,  nebst  einer  Sammlung 
gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.    Yon  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  7.— . 

L-ehrbuch  der  Kontaktelektricitttt  (Galvanlsmus)  nebst  einer  Sammlung  von  gelösten  und  unge- 
lösten Aufgaben.  Mit  731  Erklftrungen,  238  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  Formelnverzei^iua« 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  Oscar  Mty.    Preis:  M.  8.— . 

1.ehrbuch  der  Elektrodynamik  (Erster  Teil)  mit  105  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet 
naoh  System  Kleyor  von  Dr.  Oscar  Mty.   Preis:  M.  3.—. 

Lehrbuch  des  Elektromagnetismus  mit  S02  Erklftrungen,  152  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und 
einem  ausfuhrlichen  FormdnverEeichnis,  nebst  einer  Sammlung  arelöster  Aufji^ben.  Bearbeitet  naoh 
System  Kleyer  von  Dr.  Oscar  May  und  Adolf  Krebs.   Preis:  1174.50. 

Lehrbuch  der  Induktlonselektricitflt  und  Ihrer  Anwendungen  QBlemente  der  Elektrotechnik). 
Mit  482  Erklftrungen  und  213  in  den  Text  gedruckten  Figuren  nebst  einer  Sammlung  gelöster  Aufgaben. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  Adolf  Krebs.    Preis:  M.  6.—. 

Lehrbuch  der  angewandten  Potentiaitheorle.  Mit  588  Erklärungen  und  47  in  den  Text  gedruckten 
Figuren  nebst  mner  Sammlung  von  erläuternden  Beispielen  und  Uebungsaufgaben.  Bearbeitet  nach 
System  Kleyer  von  Dr.  H.  Hovestadt.    Preis:  M.  7.  — . 

Lehrbuch  der  reinen  und  technischen  Chemie.  AnorfiranischeBxperlmentel-Chemie.  Erster 
Band:  Die  Metalloide.  Mit  2208  Erklärungen,  332  Experimenten  und  366  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Wilh.  Steffen.    Preis:  M.  16.—. 

Lehrbuch  der  reinen  und  technischen  Chemie.  Anorganische  Bxperimental-Cliemie. 
Zweiter  Band:  Die  Metalle.  Mit  573 Erklftrungen,  174 Experimenten  und  33  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kieyer  von  W.  Steffen.    Preis :   M.  16.  — . 
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Zum  Gebrauche  an  Realschulen,  höheren  Bürgerschulen,  gewerblichen 
Fortbildungsschulen,   Gewerbe-  und  Handwerkerschulen  u.  s.  w. 

12  Tafeln  mit  erlänterndem  Texte. 
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Preis:    In  Happe  Hk«  5.  50. 


XziUalt. 

Tafel  1.    Knrren-KouBtrnktionen« 

»  2.  Die  grebränchlichsten  axonometrisclien  Projektionsarten.  Rechtwinklige  Axono- 
metrie.   Schiefwinklige  Axonometrie.    Axonometrische  Projektion  eines  KOrpers. 

„  3.  Dnrchdrlngnng  Ton  zwei  senkreekten  Kreiscylindem.  Axonometrische  DaisteUnng 
des  Cylinderstückes  B.  Ereiscylindrische  Stichkappe  in  einem  Tonnengewölbe. 
Isometrische  Darstellung  der  Stichkappe.  Schräge  kreiscylindrische  Stichkappe  in 
einem  Tonnengewölbe. 

„     4.    Durchdringung  einer  Pyramide  mit  einem  senkreckten  KreiskegeL 

„  5.  Durchdringung  eines  senkrechten  Kreiscylinders  mit  einem  senkrechten  Krds- 
kegel.  Kegelförmige  Stichkappe  in  einem  Tonnengewölbe.  Isometrische  Darstel- 
lung der  Stichkappe.  Axonometrische  Darstellung,  dimetrisch  1:^/2:1  der  Durch- 
dringung in  Figur  3  und  4. 

„  6.  Durchdringung  eines  senkrechten  Kreiscylinders  mit  einer  Kugel.  Dvrchdrlnguig 
eines  senkrechten  Kreiskegels  mit  einer  KugeL  Fenster  in  einem  Kugelgewdlbe. 

r,  7.  Durchdringung  zweier  schiefen  Kreiscylinder.  Durchdringung  eines  schiefen 
Kreiskegels  mit  einer  Kugel« 

Durchdringung    al  einer  Kugel  ^^      ^    ,      „  ^       \  Biit  einem  Wulste, 
b)  eines  senkrechten  Kreiscylinders  /         ^"*^™  if«««^ 

y,     8.    Darstellung  einer  kniefSnnig  gebogenen  B9hre.    Darstellung  einer  Bl^hren- 

fläche.    Darstellung  einer  gewundenen  cylindrischen  Röhre. 
„      9.    Darstellung  der  yerschledenen  Walmarten. 
„   10.    Darstellung  eines  KrOnimlings  fOr  die  innere  Wange  einer  hölzernen  Trep^. 

Grund-  und  Aufriss  einer  Schraubenlinie  nebst  Abwickelung  des  Schraubencyhn- 

ders,  samt  der  Schraubenlinie  in  die  Zeichnungsebene.    Grund-  und  Aufriss  des 

Krümmlings.    Isometrische  Darstellung  des  Krttmmlings. 
„    11.    Steinschnitt  eines  kreiscylindrischen  Bogens  in  einer  lotrechten  Mauer. 
„    12.    Darstellung  eines  Schraubenbolzens.    Grund-  und  Aufriss  des  Schraubenbolzens. 

Dimetrische  Projektion  des  Bolzens. 
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Preisgekrönt  tn  Frankfurt  a,  H  1881. 

Der  ansführliche  Prospekt  und  das  angfttlirliche  In- 

haltsyerzeiclmis  der  ,,yollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Eleyer^  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Yerlagshandlung  gratis  nnd   portofrei  bezogen  werden 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedefl  Heft  ist  anfgeschnitteii  und  gat  brochiert,  am  den  eofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  sii  gestatten« 

2).  Jedes  Kapitel  enthftlt  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
nnd  Erklftmngen  am  Schlosse  desselben. 

8).  Anf  jedes  einzebie  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  sn  dem  Abonnementaprelse  von  25Pfg.  pro  Heft. 

6).  Sie  Beihenlblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  korz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aua  dem  Proapekt  erüehtlioh,  ohne  jede  Bedeutung  fttr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Anlgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktieofaee  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beete  Handbuch  fOr  Lehrer  und  Examinatoren,  daa  vonüglichate  Iiehrbuob 
mm  Selbatatudium,  daa  Tortreflaichete  Nachechlagebuch  fär  Fachleute  und 
Techniker  Jeder  Art. 

S).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


■^  Das  vollständige 

InhaltsYerzeiehnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden« 


Halbjlhrlich  ersohelnen  NachMge  ttber  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  TOB  Carl  lUmm.f  In  Btatlff»rt.  ^.^.^.^^^  ^^  GoOgle 
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